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AVERTISSEMENT  DU  TRADUCTEUR. 


Le  présent  Volume  termine  la  traduction  française  du  bel 
Ouvrage  que  M.  Lindemann  a  consacré  à  l'ensemble  de  la  Géo- 
métrie analytique,  d'après  les  Leçons  de  Clebsch.  Peut-être  ne 
sera-t-il  pas  sans  intérêt  pour  le  lecteur  de  connaître  dans  quelles 
conditions  cette  traduction  a  été  entreprise  et  s'est  poursuivie. 

Je  préparais,  depuis  assez  longtemps,  un  Ouvrage  personnel 
sur  le  même  sujet,  Ouvrage  d'ailleurs  moins  complet  et  conçu  sur 
un  autre  plan,  lorsque  le  Livre  de  M.  Lindemann  me  tomba  sous 
les  yeux.  Je  me  trouvais  ainsi  mieux  placé  que  bien  d'autres  pour 
apprécier  non  seulement  l'élégance  du  texte  et  des  formules,  mais 
surtout  la  puissance  de  vues  qui  avait  permis  à  l'Auteur,  soit  de 
parcourir,  avec  toutes  les  ressources  de  l'Algèbre  moderne,  les 
sujets  plus  anciennement  connus,  soit  de  faire  rentrer  dans  son 
cadre  sans  solution  de  continuité  une  foule  de  recherches  récentes 
ou  entièrement  neuves. 

Je  renonçai  alors,  pour  longtemps,  à  la  publication  que  j'avais 
projetée,  et  je  crus  rendre  au  public  français  un  véritable  service 
en  lui  facilitant  la  connaissance  de  l'Ouvrage  actuel. 

M.  Lindemann,  tout  en  acceptant  avec  empressement  l'idée 
d'une  traduction  française,  voulut  bien  m'avertir  que  certains 
passages  de  l'édition  allemande  avaient  besoin  de  modifications,  et 
m'adressa  successivement  un  certain  nombre  de  corrections  et  de 
changements.  Il  ne  serait  pas  possible  d'indiquer  ici  tous  les  pas- 
sages modifiés;  c'est  par  la  comparaison  attentive  des  deux  textes 


AVERTISSEMENT   DU   TRADUCTEUR. 


que  le  lecteur  pourra  se  rendre  compte  de  leurs  différences.  Nous 
citerons  seulement,  comme  plus  importants  parmi  les  changements 
opérés,  ceux  qui  se  trouvent  aux  endroits  suivants  : 

Tome  I;  page  38o. 

Tome  II,  pages  40-^2,  123-129,  i45,  i'74?  187^  218,  210-219, 
828-331,  342. 

Tome  III,  pages  17,  86-96,  252-253,  83 1. 

Pour  le  troisième  Volume,  M.  Lindemann  a  bien  voulu  revoir 
la  traduction  elle-même.  C'est  une  garantie  de  plus  que  la  pensée 
de  l'Auteur  dans  ces  matières  difficiles  a  été  fidèlement  rendue. 
J'ai  pu  ainsi  terminer  la  tâche  que  je  m'étais  imposée,  sans  avoir, 
je  l'espère,  dépassé  mes  forces. 

A.  B. 

Chalon-sur-Saône,  décembre  1882. 


Nous  croyons  devoir  reproduire  ici  quelques  indications  données  dans  la 
Préface  de  l'édition  allemande,  sur  la  composition  des  Tomes  II  et  III.  Ces  indi- 
cations font  suite  à  celles  qui  figurent  au  commencement  du  premier  Volume. 

TomeII.  — Les  quatre  premières  Sections  du  Chapitre P''  (p.  1-91) 
sont  une  rédaction  de  la  première  moitié  du  Cours  n°  2  (voir  t.  I, 
p.  vu),  modifiée  en  quelques  passages  à  raison  de  la  théorie  des 
formes  algébriques  exposée  auparavant,  mais  intelligible  pour  la 
plus  grande  partie  sans  le  secours  de  cette  dernière.  On  a  ajouté 
les  théorèmes  de  Nöther  sur  l'équation /=  A cp  +  Btl»  (p.  45  et 
suiv.  ),  les  démonstrations  effectuées  au  moyen  du  calcul  symbolique 
du  mode  d'existence  de  la  hessienne  aux  points  singuliers  de  la 
courbe  primitive  (p.  70),  la  détermination  directe  des  tangentes 
d'inflexion  de  la  steinérienne  (p.  82)  et  une  extension  du  théorème 
sur  les  points  de  rebroussement  de  cette  dernière.  Les  Sections  sur 
les  systèmes  de  courbes,  sur  le  principe  de  correspondance  étendu 
et  sur  la  correspondance  unidéterminative  de  deux  plans  superposés 
sont  été,  dans  toute  leur  étendue,  composées  d'après  les  Mémoire 
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originaux;  l'étude  algébrique  des  systèmes  élémentaires  de  co- 
niques (  1 17- 1 20)  est  seule  empruntée  à  une  Leçon  de  Clebsch  pen- 
dant l'hiver  de  1 870-1 871.  Quant  aux  transformations  de  Cremona, 
Clebsch  en  a  donné  un  court  aperçu  dans  ses  Leçons  sur  les  fonctions 
abéliennes  (hiver  1870-1871)  et  dans  celles  sur  la  Géométrie  de 
l'espace  (hiver  1868-1869).  Dans  les  Sections  précitées  on  trouvera 
peut-être  quelque  chose  de  nouveau,  sinon  dans  les  résultats,  du 
moins  dans  les  démonstrations;  nous  croyons  devoir  mentionner 
ici  :  la  détermination  du  mode  d'existence  de  la  jacobienne  aux 
points  communs  des  trois  courbes  primitives  (p.  97),  le  calcul  de 
la  courbe  de  coïncidence  pour  les  cas  les  plus  simples  de  la  cor- 
respondance sur  une  courbe  de  genre  quelconque  (p.  iSa  et  suiv.), 
les  recherches  sur  les  systèmes  de  courbes  qui  touchent  une  même 
courbe  fixe  (p.  63  et  suiv.  )  et  l'établissement  de  la  loi  de  réciprocité 
de  Bull  relativement  à  ces  systèmes,  au  moyen  du  principe  de  cor- 
respondance. 

Le  Chapitre  II  renferme  dans  ses  trois  premières  Sections  la  con- 
tinuation du  Cours  n°  2.  M.  Lindemann  y  a  ajouté  les  recherches 
sur  les  réseaux  ponctuels  et  tangentiels  de  coniques  (p.  248  et  suiv.  ) 
d'après  Rosanes,  et  les  remarques  sur  la  connexion  du  mode  de 
description  de  Grassmann  avec  celui  de  Chasles.  La  théorie  des 
formes  ternaires  cubiques  est  une  exposition  de  la  partie  corres- 
pondante du  Cours  n°  3,  prolongée  toutefois  au  delà  des  limites  de 
ce  dernier  et  élargie  par  l'intercalation  de  recherches  géométriques. 
La  sixième  Section  formait,  quant  à  son  contenu  géométrique,  là 
fin  du  Cours  n"  2.  Les  Sections  sur  l'application  des  fonctions 
elliptiques  et  sur  la  représentation  paramétrique  ont  été  composées 
personnellement  par  M.  Lindemann.  Clebsch  n'a  fait  qu'aborder 
brièvement  ce  dernier  sujet  à  la  fin  de  son  Cours  sur  les  fonctions  el- 
liptiques (été  de  1 872)  ;  l'introduction  des  fonctions  H  de  M.  Hermite 
a  été  empruntée  directement  à  cette  source  (p.  387).  Mentionnons 
la  tentative  de  résoudre  certains  problèmes  algébriques  d'élimi- 
nation par  l'usage  des  équations  de  division  des  fonctions  ellip- 
tiques (p.  422  et  suiv.). 

Tome  III.  — Le  Chapitre  lest  une  rédaction,  complètement  per- 
sonnelle à  M.  Lindemann,  des  matières  qui  y  sont  contenues; 
l'auteur  s'est  cru  d'autant  plus  autorisé  à  l'entreprendre  que  la 
connexion  de  la  théorie  des  fonctions  abéliennes  avec  la  Géométrie 
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est  une  des  plus  belles  découvertes  que  nous  devions  à  Clebsch 
et  que  ces  applications  n'ont  été  traitées  qu'incidemment  dans 
l'Ouvrage  de  Clebsch  et  Gordan  sur  les  fonctions  abéliennes.  Les 
recherches  purement  algébriques  qui  s'y  trouvent  doivent  être  pour 
partie  considérées  comme  complémentaires  des  Sections  corres- 
pondantes du  Chapitre  I  du  Tome  IL  On  trouvera  peut-être  ici 
encore  des  points  de  vue  et  des  démonstrations  nouvelles;  nous 
citerons  l'exposition  de  la  démonstration  directe  de  la  conservation 
du  genre  dans  les  transformations  unidéterminatives  (p,  3  et  suiv.  ), 
l'établissement  des  formules  de  Brill  pour  les  correspondances 
simultanées  sur  une  courbe  (p.  176  et  suiv.  ),  la  décomposition  des 
expressions  différentielles  algébriques  en  sommes  de  différentielles 
normales  (p.  102  et  suiv.),  la  déduction  du  théorème  de  Jacobi  et 
celle  du  théorème  d'Abel  comme  conséquence  de  ce  dernier 
(p.  2o4  et  suiv.),  la  résolution  du  problème  d'inversion  étendu, 
pour  le  cas  dep=  2,  basée  sur  les  principes  de  Riemann  (p.  267  et 
suiv.)  et  l'étude  des  courbes  du  genre  zéro  (p.  287  et  suiv.). 

Dans  le  Chapitre  II  la  théorie  des  connexes  a  été  exposée  en 
prenant  pour  base  le  Cours  n"  3  et  un  manuscrit  laissé  par  Clebsch. 
M.  Lindemann  a  ajouté  quelques  résultats  numériques  (p.  355,  377), 
l'établissement  des  propriétés  des  courbes  désignées  par  F  =  o 
et  <î>  =:  o  (p.  392),  les  exemples  relatifs  à  la  détermination  des 
courbes  de  coïncidence  (p.  399  et  suiv.),  une  étude  détaillée  du 
connexe  (i-i)  basée  sur  les  Mémoires  cités  dans  le  texte,  les 
théorèmes  généraux  sur  le  connexe  (i,  n)  et  les  recherches  de  Godt 
sur  le  connexe  (i,  2).  Sont  empruntés  en  particulier  au  manuscrit 
de  Clebsch  :  le  calcul  du  connexe  conjugué  d'un  connexe  (2,  2),  les 
remarques  sur  les  différentielles  d'intégrales  algébriques  multiples 
elles  développements  de  la  page  4o3.  Les  notions  sur  l'intégration 
d'une  équation  différentielle  ainsi  que  l'étude  des  transformations 
de  contact  de  Lie  ont  pour  base  une  esquisse  manuscrite  de  M.  Klein 
qui  a  bien  voulu  permettre  à  M.  Lindemann  d'en  faire  usage. 
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CHAPITRE   PREMIER. 

LA  GÉOMÉTRIE  SUR  UNE  COURBE  ALGÉBRIQUE  ET  SA  LIAISON 
AVEC  LA  THÉORIE  DES  INTÉGRALES  ABÉLIENNES. 


I.  —  Les  transformations  unidéterminatives  d'une  courbe  algébrique. 

Dans  les  Iransformalions  appelées  transformations  Cremona 
(t.  II,  p.  192),  nous  avons  appris  à  connaître  un  moyen  d'établir 
par  une  transformation  non  linéaire  une  relation  entre  deux 
plans  telle  que,  sauf  en  certains  points  exceptionnels,  à  tout  point 
de  l'un  de  ces  plans  correspondît  un  point  unique  de  l'autre,  et 
réciproquement.  D'autre  part,  nous  avons  reconnu,  sur  l'exemple 
de  la  relation  entre  la  hessienne  et  la  steinérienne  d'une  courbe 
quelconque,  la  possibilité  de  rapporter  unidéterminativement 
deux  courbes  particulières  l'une  à  l'autre  sans  que  cette  relation 
soit  unidéterminative  pour  tout  le  plan.  L'étude  de  ce  genre  de 
transformations  d'une  courbe  algébrique  particulière  va  d'abord 
nous  occuper  maintenant.  Nous  serons  naturellement  conduits  à 

Clebsch.  —  Géométrie,  III,  I 
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faire  des  applications  variées  du  résultat  de  nos  recherches  à  des 
points  déjà  abordés  précédemment,  ainsi  qu'à  compléter  souvent 
nos  recherches  antérieures  relatives  à  la  Géométrie  sur  une 
courbe.  Nous  insisterons  spécialement  sur  les  diverses  démonstra- 
tions de  la  conservation  du  genre  dans  ces  transibrmations  uni- 
délerminatives. 

Supposons  qu'une  transformation 

(i)  p-^i=?iir],     p-^2=?2{r),     p--^3=?3[j], 

où  les  fonctions  «p,  sont  des  fonctions  homogènes  du  même  ordre 
deyi,jn,y:i,  change  une  courbe/(x)  =  o  en  une  autre  F[j)  =  o. 
Si  le  fait  doit  se  produire  par  une  transfoi-malion  unidétermina- 
tive  réversible,  on  doit  pouvoir,  en  combinant  les  équations  (i) 
avec  F(j)  =  o,  revenir  à  l'équation  f=  o,  et,  dans  le  cours  du 
procédé  éliminatoire  nécessaire  à  cet  objet,  trouver  que  les  jr 
sont  proportionnels  à  des  fonctions  entières  et  homogènes  des  x, 
en  sorte  que 

L'équation  F  =3  o  est  alors  le  résultat  de  l'élimination  des  gran- 
deurs |U,  Xi,  Xn,  X3  entre  ces  équations  (2)  et  entre  l'équation 
f'{x)  =  o,  et,  si  inversement  on  effectue  la  substitution  (  2)  dans  F, 
F(j)  devra,  à  un  facteur  près,  se  changer  enf[x),  c'est-à-dire 
que  l'on  aura 

(3)  a"F{j„j„j3)  =  F(*.,*„*3)=M/, 

V  désignant  l'ordre  de  F.  Ce  dernier  nombre  peut  se  déterminer 
très  simplement.  Aux  points  d'intersection  d'une  courbe  du  réseau 

(4)  ?fi<J>i   4-   «2*2-+-  «3*3=  o 

avec  J  ^=  o  qui  ne  sont  pas  communs  à  toutes  les  courbes  du 
réseau  correspondent,  en  effet,  les  points  de  rencontre  de  la  droite 

«J=  "ijl  +  «2J2+   «3j3=   O 

avec  F(j)')  =  o.  Or,  si  le  nombre  des  premiers  (lequel  dépend 
uniquement  des  éléments  donnés)  est  égal  à  v,  le  nombre  des 
derniers  sera  précisément  le  même,  en  vertu  du  caractère  unidétei- 
minatif  de  notre  transformation  :  Le  nombre  des  points  d'inter- 
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section  mobiles  des  courbes  du  réseau  (4)  avec J\x)  :=.  o  dètci- 
inine  donc  l'ordre  de  la  courbe  '^{j)  =  o. 

On  peut  imaginer  que  la  transformation  ainsi  établie,  et  à  déter- 
mination unique  pour  les  points  de  y,  est  réalisée  géométrique- 
ment d'une  manière  semblable  à  ce  qui  se  passe  pour  les  transfor- 
mations Cremona.  Nous  nous  figurerons  d'abord  le  plan  entier  E.^ 
des  points  x  comme  transformé  par  le  moyen  des  équations  (2) 
en  un  plan  Ej  des  points  7  .  Alors,  à  chaque  poi^t  de  E^  corres- 
pond évidemment  wi  point  de  E,,  et,  réciproquement,  à  tout  point 
de  Ey  que  nous  supposei'ons  déterminé  comme  point  de  rencontre 
de  deux,  lignes  i^y=  o,  Wy=  o  correspondent  sur  E^  les  s-  points 
d'intersection  des  deux  courbes 

S  désignant  l'ordre  des  courbes  ^i=  o.  11  peut  arriver  en  particu- 
lier que  toutes  les  courbes  du  réseau  (4)  aient  quelques  points 
communs;  ces  derniers  absorberont  une  certaine  quantité  des 
s-  points  d'intersection  ci-dessus,  et  l'on  doit  (comme  dans  les 
transformations  Cremona)  ne  faire  correspondre  que  les  autres  inter- 
sections, c'est-à-dire  les  intersections  mobiles  des  deux  courbes 
11^1^1=  o,  Sw,<I>/=  o,  au  point  de  rencontre  des  droites  w'j=  o  et 
Wy^  O.  Si  le  nombre  de  ces  intersections  mobiles  est  égal  à  l'unité, 
on  aune  transformation  Cremona.  Actuellement  les  points  communs 
des  courbes  0  interviennent  de  nouveau,  ce  qui  a  à  peine  besoin 
de  nouvelles  explications,  comme  points  fojidanientaux  pour  la 
transformation  [voir  t.  II,  p.  190),  et  à  chaque  point  de  cette 
espèce  correspond  sur  E^  une  courbe  fondamentale  du  genre 
zéro;  cette  dernière  est  du  /•••''"«  ordre  si  le  point  fondamental 
de  Ex  auquel  elle  se  rapporte  est  un  point  multiple  d'ordre  /•  pour 
chacune  des  courbes  fl>. 

A  ime  courbe  quelconque  /=  o  du  n''™"  ordre  sur  E^  corres- 
pond sur  Ey  une  courbe  dont  l'équation  s'obtient  par  l'élimina- 
tion des  Xi  et  de  la  quantité  /^  entre  les  équations  (2)  et  entre 
f=  o;  mais  de  cette  courbe  se  séparera  i  fois  une  courbe  fonda- 
mentale d'oixlre  h  si  /"=  o  passe  i  fois  par  un  point  fondamental 
d'ordre  h  sur  E^.  Si  à  l'inverse  un  point  parcourt  sur  Ej  une  courbe 
F(^)  =  o,  à  chaque  point  de  cette  courbe  F  correspondent  ß  points 
sur  Ex,  ß  étant  le  nombre  des  points  d'intersection  mobiles  de 

I. 
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deux  courbes  du  réseau  (4),  et  cette  réunion  de  jS  points  parcourt 
Ja  courbe  y=zo,  qui  sur  E^  répond  à  la  courbe  F.  Mais,  si  F(j))  =  o 
est  précisément  la  courbe  qui  provient,  suivant  la  manière  indi- 
quée, d'une  courbe  f[x)  =  o,  la  courbe  j^(x)  =  o  qui  réponde 
F(j  )  devra  aussi  réciproquement  ramener  'Àf{x)  =  o,  c'est-à-dire 
que  )(  devra  renfermer  un  facteur  y;  or  ce  fait  a  pour  nous  une 
importance  particulicire. 

Le  pointj)^,  homologue  de  :r,  a  été  détei^miné  comme  sommetdu 
faisceau  de  rayons  qui  correspond  sur  E^  au  faisceau  de  courbes  ^ 
passant  par  x.  On  reconnaît  donc  immédiatement,  d'après  ce  qui 
précède,  que  la  transformation  d'une  courbe  f[x)  =^  o  ne  peut 
être  îine  transformation  à  détermination  unique  que  si  toutes  les 
courbes  du  réseau  (4)  qui  passent  par  un  point  quelconque  de  J 
ne  se  coupent  plus  ailleurs  sur  f  [^  ),  excepté  aux  points  que  toutes 
les  courbes  du  réseau  ont  en  commun  avec  y.  Il  est  d'ailleurs 
évident  que  le  déterndnajit  fonctionnel  des  $/  ne  doit  pas  s'éva- 
nouir identiquement,  car  autrement  les  courbes  ne  formeraient 
pas,  en  général,  un  réseau  (-).  Donc,  tandis  qu'un  point  de  base 
d'un  faisceau  provenant  du  réseau  parcourt  la  courbe  y',  les  autres 
points  de  base  mobiles  de  ce  faisceau  décrivent  une  autre  courbe, 
laquelle,  comme  on  le  voit  immédiatement,  est  représentée  par 
l'annulation  de  l'expression  désignée  dans  (3)  par  M. 

Il  peut  arriver  en  particulier  que  toutes  les  courbes  du  faisceau 
en  question  se  touchent  en  x  (cas  où  une  de  ces  courbes  a  en  o: 
un  point  double];  alors,  en  vertu  de  propositions  précédentes, 
X  est  situé  sur  la  jacobienne  du  réseau  (t.  II,  p.  102).  En  même 
temps  aussi,  un  des  autres  points  de  base  du  faisceau  qui  sont 
placés  sur  M  =  o  se  rapproche  infiniment  de  x,  c'est-à-dire  que 
la  courbe  M  =  o  passe  par  toutes  les  intersections  de  J  =^  o  avec 
la  jacobienne  du  réseau  (4),  théorème  qui  sera  important  pour 
nous  plus  tard.  INous  établirons  encore  immédiatement  ici  quelques 
propositions  utiles  également  pour  ce  qui  suivra.  Il  résulte  de  (3) 


(')  Cela  arrive,  par  exemple,  toujours  si  les  trois  courbes  *,=  o  sont  des  courbes 
adjointes  d'ordre  n  —  3  pour  une  courbe  hjperelliptique  du  «''"°  ordre;  on  ne  peut 
donc,  pour  cette  dernière,  faire  usage  de  courbes  de  l'espèce  en  question  pour  une 
transformation  unidéterminative.  Voir  les  deux  Sections  suivantes. 

[')  Voir  la  première  note  de  la  page  97,  t.  II. 
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que  M  =  o  est  de  l'ordre  vs  —  n,  v  désignant  encore  l'ordre  de  F, 
5  celui  des  fonctions  ^j.  De  plus,  le  premier  membre  de  (3)  s'an- 
nule au  degré  vr  de  multiplicité  pour  un  point  commun  /'p'"  des  ^j 
et  la  même  chose  a  nécessairement  lieu  pour  le  second  membre. 
Si  donc  ce  point  est  multiple  d'ordre  i  de  f,  on  reconnaît  que 
M  =  o  a,  en  tout  point  multiple  d'ordre  i  pour  f  et  multiple 
d'ordre  r  pour  chacune  des  courbes  ^i,  un  point piultiple  d'ordre 
vr  —  i. 

La  courbe  M  =  o  présente  également  de  l'importance  pour  la 
détermination  des  points  multiples  de  F(  j)  =  o.  En  premier  lieu, 
on  aperçoit  immédiatement,  par  ce  qui  a  été  dit  à  propos  des  trans- 
formations Cremona,  que  tout  point  multiple  dey"  non  situé  en 
un  point  fondamental  du  plan  E^  donne  lieu  à  un  point  multiple 
de  même  sorte  de  F,  et  de  plus  que  tout  point  i'p'*'  de  f  situé 
en  un  point  fondamental  de  E^  et  à  branches  a^ant  \\n  cours 
séparé  se  trouve  résolu  en  i  points  simples  de  F.  Si  le  point 
fondamental  en  question  sur  E^^  est  du  / 1«"'«  ordre,  ces  i  points 
simples  de  F  sont  les  points  de  rencontre  avec  F  de  la  courbe 
fondamentale  correspondante  du  ;••'='"•=  ordre.  Cette  courbe  fon- 
damentale rencontre  encore  ailleurs  F  en  v/-  —  i  points  répon- 
dant au  point  multiple  d'ordre  v/'  —  i  que  M  :=:  o  possède  au 
susdit  point  fondamental  du  /'^'"^  ordre,  car  sur  E^  l'image  de  la 
courbe  F  n'est  pas  donnée  par^ seulement,  mais  parj" réuni  à  M. 
Nous  trouverons  au  surplus  incessamment  toutes  ces  considéra- 
tions établies  par  voie  purement  algébrique.  Maintenant  il  peut 
aussi  se  produire  sur  F  de  nouveaux  points  doubles  à  chacun 
desquels  répondent  deux  points  séparés  sur  y,  et,  pour  préciser, 
le  fait  arrivera  si  les  courbes  $  qui  passent  par  un  point  x 
de  y  (caractérisé  par  cette  circonstance)  se  rencontrent  elles- 
mêmes  en  un  second  point  de  /',  c'est-à-dire  si  un  second  point 
de  base  du  faisceau  dont  l'un  des  points  de  base  a  été  supposé 
mobile  surfest  également  situé  sur  y,  ce  qui  se  produit  précisé- 
ment aux  points  d'intersection  de/"  avec  le  lieu  des  autres  points 
de  base,  c'est-à-dire  avec  M.  Parmi  ces  intersections  figurent  éga- 
lement, ainsi  que  nous  venons  de  le  montrer,  les  intersections  de 
la  jacobienne  du  réseau  des  0  dans  lesquelles  deux  points  de  base 
du  réseau  sont  voisins  l'un  de  l'autre,  sans  que  tous  deux  soient 
exactement  situés  sury  ces  points  ne  donnent  pas,  par  suite,  lieu 
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à  des  points  doubles  de  F  (').  Nous  avons,  en  conséquence,  ce 
ihéorème  : 

Les  points  d'intersection  de  M  =  o  avec  f=  o  qui  ne  sont  pas 
situés  en  des  points  communs  des  courbes  du  réseau  [^)  et  qui  ne 
tombent  pas  aux  points  d'intersection  de  La  jacobienne  de  ce 
réseau  avec  f  sont  associés  par  couples  de  telle  manière  que  les 
points  de  chaque  couple  se  réunissent,  lors  de  la  transforma- 
tion (2),  en  un  point  double  de  la  nouvelle  courbe  F  =  o. 

11  ne  nous  reste  plus  qu'à  déterminer  les  nombres  relatifs  aux 
divers  svstèmes  de  points  d'intersection  désignés  ici  pour  avoir 
immédiatement  tous  les  moyens  auxiliaires  nécessaires  à  une 
démonstration  directe  du  théorème  du  genre,  telle  que  nous  la 
donnerons  plus  tard.  Nous  reprendrons  encore  alors  algébrique- 
ment le  théorème  énoncé  en  dernier  lieu. 

On  rencontre  de  même  sur  le  plan  E^  des  points  fondamentaux 
et  sur  Y^x  des  courbes  fondamentales  si  l'on  part  des  équations  (i); 
mais  celles-ci  ne  sont  pas  en  relation  par  elles-mêmes  avec  les 
figures  fondamentales  qui  se  présentent  dans  l'équation  (2)  et 
dont  nous  avons  parlé  récemment,  mais  seulement  eu  égard  à  la 
courbey  =  &,  car  c'est  seulement  en  vertu  de  J^=  o  que  l'on  peut 
obtenir  au  moyen  des  équations  (2)  les  j  en  fonction  ration- 
nelle des  X,  à  moins  que  l'on  n'ait  affaire  à  une  transformation 
Cremona.  La  déduction  eß'ective  des  équations  (i)  de  (2),  aiiui 
que  celle  de  l'équation  F  =  o  de  f=  o,  peut  être  réalisée  de  la 
manière  suivante.  On  éliminera  d'abord  x^  de  chacune  des  équa- 
tions (2)  au  moyen  de  /"=  Oj  on  obtient  ainsi  trois  équations  de 
la  forme  (f  =  i,  2,3) 

(.5)  -h \^i^ ^\.  l^JuV-Xi^  W"3 )  =  o- 

Ensuite  on   éliminera  x-^  successivement  entre  ^i=^o,  1^3=0  et 
1^2=  o,  çj^a  =  o;  cela  donne  deux  équations  de  la  forme 


(')  Cela  n'arriverait  que  si  la  ligne  joijjnant  les  deux  points  de  base  voisins,  c'est-à- 
dire  la  tangente  commune  des  courbes  <Sf  qui  s'y  tovichent,  devait  co'incider  avec  la 
tangente  de/;  oi  reconnaît  aisément,  par  la  suite  des  développements  du  texte,  qu'il 
se  produirait  alors  sur  F  un  point  de  rebroussement. 
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et  l'élimination  de  Xi  entre  ces  dernières  donne  l'équation  cher- 
chée F(  7  )  =  o,  multipliée  toutefois  d'abord  par  un  facteur  stiperflu^ 
car  par  une  supputation  directe  on  trouverait  (t.  Il,  p.  12  et  suiv.) 
l'ordre  v  de  F  plus  grand  qu'il  ne  peut  être  d'après  les  indications 
suivantes.  Actuellement,  nous  pouvons  considérer  les  équa- 
tions (6)  comme  des  équations  en  Xi  pour  variable  unique  et  dont 
le  résultant  F  est  nul,  ayant  conséquemment  une  racine  commune. 
Or  on  peut  calculer  rationnellement  cette  dernière  de  la  manière 
connue  (  '  )  sous  la  forme 

où  [JLi  est  une  fonction  des  jv  et  de  a.  On  peut  trouver  semblable- 
ment  x^  et  X3  : 

y-î  -^2  —  ^'i  [Xl ,  )\  .  J>'3  ) .        «3  -^3  =  ^-3  (  Jl ,  J-2  ,r-i]' 

11  ne  reste  plus  qu'à  disposer  ces  équations,  en  ajoutant  des  fac- 
teurs convenables  ou  en  chassant  les  facteurs  étrangers,  de  telle 
manière  que  dans  les  premiers  membres  figure  toujours,  au  lieu 
des  quantités  f//,  le  meine  facteur  de  proportionnalité;  les  équa- 
tions (1)  S6  trouvent  par  là  établies  d'une  manière  complète. 

Dans  la  théorie  des  transformations  unidéterminatives,  une 
importance  toute  particulière  s'attache  au  théorème  établi  par 
Riemann  et  dont  nous  avons  plusieurs  fois  parlé  et  fait  usage, 
théorème  relatif  à  la  conservation  du  genre  d'une  courbe  dans 
toutes  les  transformations  unidéterndnati^es  de  cette  dernière 
(t.  II,  p.  86).  Nous  en  avons  déjà  donné  précédemment  une  dé- 
monstration en  établissant,  d'une  manière  générale,  d'après  la 
marche  indiquée  par  Zeulhen,  une  relation  entre  les  genres  de 
deux  courbes  présentant  entre  elles  une  liaison  à  détermination 
multiple  (t.  II,  p.  168).  Mais  nous  avons  alors  supposé  que  les 
deux  courbes  avaient  au  plus  des  points  doubles  ou  cuspidaux  or- 
dinaires, tandis  que  notre  proposition  est  aussi  applicable  aux 
courbes  à  singularités  quelconques.  L'importance  du  théorème 
doit  au  surplus  faire  désirer  une  démonstration  directe.  D'autres 
démonstrations, en  grand  nombre,  ont  été  données  successivement; 


(')  Voir,  par  exemple,  les  Leçons  d'Algèbre  supérieure  de  Salmon,  page  64  de  la 
traduction  française  par  Bazin,  ou  page  84  de  la  2"  édition  originale. 
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toutefois,  nous  n'en  rapporterons  que  deux,  et  nous  nous  bor- 
nerons à  renvoyer  brièvement  aux  autres  à  la  fin  de  cette  Section. 
Pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons  encore,  pour  com- 
mencer, que  la  courbe  J  =  o  ait  <i  points  doubles  et  r  points  de 
rebroussement,  mais  pas  d'autres  singularités.  Les  courbes  0,  =  o, 
<1>2=  o,  4>3=  o  seront  supposées  de  l'ordre  s,  et  nous  admettrons, 
pour  raison  de  généralité,  que  toutes  trois  ont  une  série  de  points 
fixes  en  commun  avec  la  courbe  f=^  o.  Désignons  par  a  -+-  t  le 
nombre  de  ces  points  communs,  a  étant  le  nombre  de  ceux  qui 
sont  des  points  simples  dey=o,  t  le  nombre  de  ceux  qui  sont 
des  points  doubles  ou  cuspidaux  de  /'=  o.  Le  nombre  des  points 
d'intersection  mobiles  d'une  courbe  du  réseau  (4)  avec  f,  et 
par  conséquent,  d'après  ce  qui  précède  (p.  '6),  l'ordre  de  F,  est 
alors 


n  désignant  V ordre  de  J z=  o.  Or,  parmi  les  courbes  du  réseau  (4) 
qui  passent  par  un  point  quelconques  sont  comprises  i{y-\-p —  i) 
courbes  rencontrant  /'=  o  en  deux  points  voisins,  savoir  les 
2  (v  +  /?  —  i)  —  /'  courbes  tangentes  (*  )  et  les  ;•  courbes  du  fais- 
ceau déterminé  par  le  point  x  qui  passent  par  les  points  de  re- 
broussement. Mais  à  deux  points  voisins  sur /"  correspondent  évi- 
demment deux  points  voisins  sur  F.  Aux  ^.[v -\- p  —  i)  courbes 
précitées  du  faisceau  correspondent  donc  sur  le  plan  Ej  autant  de 
droites  du  faisceau  de  rayons  passant  par  j^,  droites  rencontrant  F 
en  deux  points  voisins  si  j'  répond  au  point  x.  D'autre  part,  le 
nombre  de  ces  droites  est  donné  par  le  nombre  des  tangentes 
menées  àç. y  à  F  et  par  le  nombre  des  lignes  joignant  7  aux  points 
de  rebroussement  de  F,  c'est-à-dire  qu'il  est  égal  à  2(v  -h  r  —  i), 
r.  désignant  le  genre  de  F.  Mais  de  l'égalité  des  deux  nombres 
résulte  en  fait 

7'  =  ^, 


ce  qu'il  fallait  démontrer  ('-' 


(')  Voir  t.  II,  p.  94,  171  et  187.  On  peut  aisément,  d'après  la  note  de  la  page  171, 
former  iiiie  courbe  qui  traverse  ces  points  de  contact  sur  y. 

(')  Dans  cette  démonstration  on  regarde  comme  connue  la  proposition  d'après 
laquelle,  pour  le  nombre  des  courbes  tanrenles  du  réseau,  on  ne  doit  prendre  en  con- 
sidération que  les  intersections  mobiles  des  *;  avec  f  Nous  ne  démontrerons  ce  theo- 
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Nous  donnerons  ensuite  une  démonstration  algébrique  di- 
recte [^)  du  théorème  de  Riemann,  en  déterminant  d'une  façon 
précise  le  nombre  des  points  multiples  de  la  courbe  F  et  en  calcu- 
lant ainsi  le  genre  de  cette  dernière.  Les  moyens  nécessaires  pour 
réaliser  cette  démonstration  ont  été,  au  fond,  déjà  fournis  parles 
considérations  géométriques  ci-dessus  (p.  21  et  suiv.),  mais  nous 
en  reprendrons  encore  une  fois  partiellement  le  jléveloppement. 

En  même  temps,  nous, généraliserons  les  hypothèses  faites  sur 
la  nature  de  la  courbe  /",  laquelle  pourra  posséder  a,  points  mul- 
tiples d'ordre  i,  tous,  du  reste,  à  tangentes  séparées;  il  pourra  y 
avoir  aussi  r  points  de  rebroussement.  Le  genre  de/^sera,  par  défi- 
nition (t.  II,  p.  ilio  et  suiv.),  le  nombre 

(7)  p  =  l[„-.i)[n--?.)-'-2^c,.ii[i  —  i)-r. 

i 

Voyons  d'abord  comment  les  points  singuliers  àef=  o  se  com- 
portent dans  la  transformation.  En  posant /":=  rt",  on  a,  indépen- 
damment des  z,  pour  un  point  de  /multiple  d'ordre  p, 

(8)  <-p+*«r'^o, 

et  les  p  directions  d'avancement  partant  de  .r  sont  déterminées 
par  les  équations 

(9)  a"^-^a\ij.=  o,      k^clr^  -+  l-^dx^  +  I.^dx^  =  o, 

si  /f,a', -f- /"aXo -r  ^3X3=  I  désigne,  suivant  ce  que  nous  connais- 


rème  que  |)lus  lard,  à  l'aide  de  celui  sur  la  conservation  du  genre,  en  prouvant  que 
pour  le  nombre  des  coïncidences  d'une  correspondance  il  faut,  d  une  manière  géné- 
rale, avoir  égard  uniquement  aux  intersections  mobiles.  On  s'assure  Cacilement  aussi 
de  l'exaclitude  de  cette  affirmation  dans  le  cas  présent,  car  (t.  II,  p.  ifiS)  les  points 
<le  contact  des  courbes  *  qui  passent  par  x  sont  traversés  par  la  courbe 

(/*,*j)*,(x)  -+-   (/*3*,)*,(^)   -f-  (/*,*J*.(-Ï-)  =  O, 

les  déterminants  fonctionnels  é'.aut  supposés  écrits  par  rapport  aux  variables^j-,  ou 
bien,  par  exemple,  si  x  est  situé  sur  *3  =  o  et  *,^  o,  par  {f't>^<b^)  =  o  [voir  t.  II, 
p.  171,  note).  Cette  courbe  coupe  en  effet /eu  2  (y -+-/>  — i)  points  à  employer,  ainsi 
qu'on  le  reconnaît  d'après  les  propositions  de  la  page  loi,  t.  II. 

(')  Cette  démonstration  se  rattache  à  celle  donnée  par  Clebscb  et  GoRD.vs,  Theorie 
der  ^heischen  Functionen,  Leipzig,  1866,  p.  5.'(  et  suiv.;  c'est  là  que  les  transformations 
à  détermination  unique  étudiées  par  Riemann  ont  été  pour  la  première  fois  traitées 
géométriquement. 
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sons,  l'identité  qvii  existe  entre  les  valeurs  absolues  des  jr/(t.  II, 
p.  i54). 

Actuellement,  si  l'on  admet  que  les  courbes  4>,  =  o  ne  passent 
pas  toutes  par  x,  et  que,  par  suite,  f-  n'est  pas  nul  pour  le  point 
X,  au  point  x  correspond  sur  F,  en  vertu  de  (2),  un  point  complè- 
tement déterminé  j',  point  qui  est  précisément  multiple  d'ordre  jo. 
Cette  deinière  conséquence  résulte  de  ce  que,  en  vertu  des  équa- 
tions découlant  de  (2),  savoir 

10)  i>..  (iji  +  j V  •  »l^  =  1-  ^'^•^1  +  1—  "•^■i  -^  3—  ^'-^3 . 

O-fi  O.l'^  0:L'^ 

à  tout  système  de  valeurs  des  dxi  répond  un  système  de  valeurs 
complètement  déterminé  des  dji,  tant  que  fx  n'est  pas  nul,  et  le 
fait  a  lieu  indépendamment  de  la  question  de  savoir  si  les  valeurs 
des  dxi  qui  se  tirent  de  (9)  sont  différentes  ou  non  les  unes  des 
autres,  et  dans  le  cas  même  où  deux  branches  de^  tangentes  en  x 
se  confondraient  encore  dans  les  dérivées  d'ordre  supérieur. 
Nous  avons,  en  conséquence,  ce  théorème  [voir  t.  II,  p.  207 
et  suiv.)  : 

^.  un  point  singulier  de  f  par  lequel  ne  passent  pas  à  la  fois 
toutes  les  courbes  employées  pour  la  transformation  correspond 
sur  F  un  point  singulier  de  même  nature. 

Admettons  maintenant  que  x  soit  un  point  fondamental  de  la 
transformation,  c'est-à-dire  que  toutes  les  courbes  du  réseau  (4) 
passent  par  x;  nous  aurons  simultanément 

*i(.r)=rro,       *2(.r)  =  o,       «ï>3(.r)=o,       fA  =  0. 

Alors,  dans  lés  premiers  membres  des  équations  (10),  il  ne  reste 
plus  que  les  expressions  7  ,ti?/a,  d^  étant  différent  de  zéro,  et,  par 
conséquent,  à  chaque  direction  d'avancement  dx  sur  y"  répond  un 
point  j^  sur  F.  Donc,  à  un  point  multiple  d'ordre  p,  à  tangentes 
séparées  sur/,  correspondent  p  points  différents  sur  F;  si  en  par- 
ticulier X  est  un  point  de  rebroussement  de  f,  deux  points  voisins 
lui  correspondront  sur  F  (').  Les  choses  se  passent  tout  à  fait  de 


(•)  Foir  aussi  la  note  de  la  paye  6. 
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même  si  les  courbes  ^i  ont  toutes  à  la  fois,  en  un  point  multiple 
d'ordre  p  pour  /",  un  point  multiple  d'ordre  ■/.,  par  exemple.  Si 
l'on  suppose  d'abord  y.  =  i,  les  seconds  membres  des  équations 
(lo)  s'annulent  et  il  vient  d(x  =  o.  Par  la  différentiation  de  ces 
équations,  nous  trouvons  ensuite,  en  posant  4>/  =  «!,'*•*, 

(m)  j,jv=^(^-o«:i^^-x;^ 

c'est-à-dire  qu'à  chaque  direction  d'avancement  dx  surf  corres- 
pond sur  F  un  point  j.  Dans  le  cas  de  •/.=  3,  il  vient  aussi, 
d'après  (i  i),  d'ii.  =  o,  et  nous  obtenons,  en  différentiant  encore  une 
fois, 

(il)*  y.d^a  =  s[s-j)[s-'2]0L^^^'-'uf^,        .... 

On  reconnaît  ainsi,  en  concluant  immédiatement  de  y.  =  l  à 
y.  =  A  -h  I,  que  notre  affirmation  est  exacte.  Donc  : 

Si  les  courbes  <f>/ =  o  ojit  toutes  ensemble  en  un  point  de  f, 
jnul{i/)le  d'ordre  p  et  à  tangentes  séparées,  un  point  simple  ou 
multiple,  à  ce  dernier  correspojident,  sur  F  =  o,  p  points  séparés 
((pu  sont  les  points  de  rencontre  avec  F  de  la  courbe  fondamen- 
tale (pu  répond  sur  Ej  au  j)oint  multiple  de  f  sur  Ex)  (p.  5). 

Nous  appliquerons,  ainsi  qu'il  suit,  ce  résultat  au  calcul  du  genre 
de  F.  Supposons  que  parmi  les  a,  points  l'i'''^'*  de^  il  y  en  ait  a-  par 
lesquels  les  courbes  <t>  ne  passent  pas  et  a]  par  lesquels  ces  courbes 
passent  une  ou  plusieurs  fois,  en  sorte  qi 


rue 


Dans  le  même  sens,  les  /•  points  de  rebroussement  seront  sup- 
posés se  partager  en  deux  groupes  respectivement  de  j''  et  /■" 
points,  ces  derniers  étant  des  points  multiples  des  ^  (voir  p.  i3). 

Supposons  maintenant  que  la  courbe  F  ait  ßi  points  multiples 
d'ordre  /.  Parmi  eux  figurent,  d'après  ce  qui  précède,  a-  points 
provenant  des  points  multiples  de/';  les  autres  ß/ — «î  restants 
proviennent  du  rapprochement  de  points  qui  étaient  séparés  surf. 
Mais,  en  général,  il  ne  se  produira  à  nous^eau  sur  F  que  des  points 
doubles  [ou  cuspidaux)  simples,  en  sorte  que,  si  y  désigne  leur 
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nombre,  on  aura  les  relations  suivantes  : 

(13)  y  =  ß,—  a'^,      p3=«;,      p4=«I,       .••• 

Si,  en  effet,  p  points  séparés  sur^doivent  se  réunir  pour  former 
un  point  multiple  d'ordre  p  sur  F,  et  que  Uy=o,  Vj  =  o  soient 
deux  rayons  menés  par  ce  dernier,  chaque  rayon  Uy-\-'Xvy=  o  ne 
peut  plus  rencontrer  la  courbe  qu'en  v  —  p  points  mobiles  ;  par 
conséquent,  les  courbes  du  faisceau 

«1*1  4-  "2*2+  «3*3 +  ^(«'1*1+  ''2*2-+  "3*3)  =  O 

ne  peuvent  plus,  elles  aussi,  rencontrer  la  courbe  y=  o  qu'en  v  —  p 
points  mobiles.  Donc,  tandis  qu'en  général  une  courbe  du  réseau 
(4)  est  déterminée  par  deux  points,  il  faudrait  alors  que  sury=:  o 
on  pût  choisir  p  points  tels  que  par  eux  passât  un  nombre  infini 
de  courbes  du  réseau.  Il  faudrait  donc  qu'il  existât  entre  les 
courbes  du  réseau  et  la  courbey=:  o  des  relations  particulières, 
car,  dans  un  système  doublement  infini  de  courbes,  ce  qu'on  peut 
demander  au  maximum,  c'est,  sur  une  série  simplement  infinie  de 
points,  d'en  choisir  deux  tels  que  par  eux  passent  un  nombre 
infini  de  courbes  du  système  [voir  aussi  t.  II,  p.  i45).  Nous 
supposerons  donc  d'abord  que  les  équations  (i3)  existent  pour 
notre  transformation.  Le  genre  <:/e  F  =  o  est  alors 

(14)  ;,  ::=  i  (v  _  ,)  (v  -  9.)  -  ^  ^«'''■('  -  0  -  '-'-  7. 

i 

Il  nous  reste  à  déterminer  dans  cette  formule  les  nombres  v  et  y. 
Pour  simplifier  les  développements  qui  y  conduisent,  remarquons 
que  nous  pouvons  toujours  supposer  les  courbes  ^i  telles  que  la 
multiplicité  de  leurs  points  communs  situés  en  un  point  multiple 
d'ordre  i  pour  f=  o  soit  la  même  pour  toutes  les  courbes  du 
réseau  en  tous  (')  les  points  i'P^^"  de  j ^=  o.  L'exactitude  de  nos 
considérations  ne  serait  pas,  en  effet,  détruite  par  une  transfor- 
mation linéaire  des  j;  il  ne  s'agit  donc  pour  notre  objet  que  des 
points  des  courbes  <ï>j  qui  sont  également  communs  à  toutes  les 


(')  Cette  dernière  convention  ne    fera  qu'éviter  dans  ce   qui   suit  l'écriture  d'une 
double  somme,  tandis  que  la  première  est  d'une  importance  capitale. 
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courbes  du  réseau  (4).  Si  donc,  par  exemple,  4>3=  o  devait  avoir, 
en  un  point  /'i'''^  de  <î>,  =  o,  <i>2=  o  un  point  multiple  d'ordre  jo, 
p  étant  plus  grand  que  /•,  il  suffirait  de  compter  ce  point  simple- 
ment comme  point  multiple  d'ordre  r.  Si  d'ailleurs  les  courbes 
<Pi=  o  passent  p  fois  par  un  point  /'p'^  de  f=  o,  p'  fois  par  un 
autre,  ...,p^*^  fois  parle  dernier  (avec  la  condition  |0<^p'<^...<^p^*^), 
nous  pouvons  déterminer  une  courbe  Y  =  o  telle  que  les  courbes 
<I>,^=  o,  tJ^oT  =  o,  <î>3Yc=o  aient  en  tout  poiatde/,  multiple 
d'ordre  i,  un  point  multiple  d'ordre  p^^'K  Or,  si  nous  ajoutons  le 
facteur  en  question  dans  les  seconds  membres  des  équations  (2), 
le  résultat  de  la  transformation  ne  sera  pas  modifié,  l'opération 
n'ajant  d'influence  que  sur  le  facteur  M.  Mais  nous  pouvons  tou- 
jours imaginer  que  le  facteur  f  est  déjà  compris  dans  les  4>,-; 
notre  proposition  est  ainsi  démonti'ée  exacte.  Nous  pouvons  tou- 
jours admettre  que  les  courbes  <î>/  aient  en  chacun  des  a]  points 
multiples  d'ordre  i  de  fiui  point  multiple  d'ordre  r^  et  en  chacun 
des  r"  points  cuspidaux  def  un  point  multiple  d'ordre  t  et  qu'elles 
aient  en  outre  a  intersections  simples  en  a  points  simples  de  f. 
Alors  le  nombre  des  points  d'intersection  mobiles  des  4»^  avec  j\ 
c'est-à-dire  l'ordre  de  F,  est 

(i5)  v  =  ns  —  ^~  ^(/'[vii  —  1  tr"      (i). 

Pour  déterminer  enfin  le  nombre  y  qui  figure  dans  (i4)^  nous 
avons  à  chercher  une  courbe  qui  découpe  sur  f  tous  les  couples 
de  points  donnant  lieu  à  des  points  doubles  de  F.  Or  une  courbe 
de  cette  espèce  nous  est  fournie,  d'après  ce  qui  précède,  par  M  =  o 


(')  Pour  /=  ß^',  .r,=  f/^,  *;:=a"?  '  «■,,  d'où  «  = /m,  s  =^  m  —  i,  K,=  a',',  aj  =  o, 
r' ^  o,  /•  =  /•",  r-=i  i  —  1 ,  7  =  r,  t  =  1  (cette  dernière  égalité  parce  que  les  courbes  * 
touchent  la  courbey=o  au  point  de  rebx'oussement),  on  déduit  à  nouveau  de  là  la 
classe  de  la  courbe  primitive 

v=w(w  — i)  —  Sa,/(/  —  i)  — 3/-. 

D'un  autre  côté,  si  l'on  prend /=  (aic)'rt^!~^Ä_[J'^^f^'~*  et  encore  *=aj'~*<i,, 
F  =  o  donne  (t.  II,  p.  83)  l'équation  de  la  steinérienne  en  coordonnées-lignes,  et 
par  la  formule  (i5)  on  trouve  pour  la  classe  de  cette  dernière,  en  observant  que  dans  le 
cas  actuel  »  =  2  (  parce  que  la  hessienne  a,  comme  on  sait,  un  point  triple  en  chaque 
point  de  rebroussement  de  a^  —  o), 

V  =  3(m  —  i)(/n  —  2)  —  2«^i'(/  —  i)  —  '{/•. 
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(p.  6  et  suiv.);  on  peut  aussi  le  reconnaître  ainsi  qu'il  suit.  Nous 
demandons  combien  de  fois  il  peut  arriver,  en  général,   que  les 

dérivées  — r^^— ^  s'évanouissent  simultanément.    Or  on  a,    d'après 

àji  ^ 

(3)et(2), 

^'  "  ôfi    ~  2j    O'P/,     dvi  ^  ^'    ô<i>,-    ' 
car  de  ['2)  résulte,  par  exemple,  pour  i  =  i, 

Si  donc  nous  posons  — y — ■  =-  F,($),  il  vient 

(.6)  .t.-iF,(j)  =  F,{<I>). 

D'après  cela,  les  déiùvées  F/(j  )  s'évanouissent  toujours  en 
même  temps  que  les  expressions  F/($),  à  moins  que  toutes  les 
quantités  4>/  (et  par  suite  w  également)  ne  soient  nulles  en- 
semble. Dans  ce  dernier  cas,  les  expressions  F/(4>)  s'évanouissent 
dans  (16)  à  l'ordre  />( v  —  i)  pour  un  point  multiple  d'ordre  /'a,  et 
il  en  est  de  même  de  |!z'~*  ;  si  donc  nous  connaissons  les  points  x 
de/pour  lesquels  les  F/(<î>)  s'annulent,  nous  n'avons  à  en  séparer 
que  les  points  communs  aux  4>/;  les  autres  points  restants  déter- 
minent des  points  x  tels  qu'ils  se  réunissent  deux  à  deux  en  un 
point  double  de  F. 

En  différentiant  l'équation  (3)  suivant  les  quantités  xi,  on  en 
tire  les  trois  équations 

Premiè/'enient  donc  les  F/(4>)  sont  toujours  nuls  si  les  -r—  s'an- 
nulent, à  moins  que  le  déterminant  fonctionnel  des  4>/,  lequel  sera 
désigné  par  (<ï>^,f|>2,  ^3),  ne  s'évanouisse;  mais  alors  x  est  un 
point  multiple  de  y,  et  nous  avons  déjà  considéré  les  cas  de  ce 
genre. 

Secondement,  les  F/(0)  sont  toujours  nuls  si  M  s'annule,  en 
exceptant  de  nouveau  les  points  x  de/  pour  lesquels  le  détermi- 
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nant  fonctionnel  (4>,,4>2,  ^3)  s'évanouit  encore,  et,  en  fait,  la 
courbe  M  =  o  passe  bien  par  les  points  d'intersection  de  /=  o 
et  de  (*,,<p2,  4>3)  =  o  (p.  4)-  Mais  M  est  de  l'ordre  vs  —  Ji, 
(^,,  02>  ^3)  de  l'ordre  3^  —  3;  le  nombre  des  points  d'intersec- 
tion utilisables  pour  nous  de  M  avec /^serait  donc  à  première  vue 
égal  à 
^18)  n[-js  —  n  —  3s  -+■  3). 

De  ce  nombre  nous  avons,  d'après  (16),  à  retrancher  les  points 
situés  aux  points  communs  des  courbes  4>,.  Or,  M  a  en  tout  point 
(7  un  point  multiple  d'ordre  v  —  i  (p.  5)  et  en  chacun  des  a'-  points 
jipies  jgy  ^jj^  point  multiple  d'ordre  vr,  —  i.  Par  conséquent,  aux 
points  communs  des  ^  et  de/*  sont  situées 

P  =  (v  —  i)«7  +  lu"ii[vr; —  /■]  +  ir"  [vt —  -2) 

intersections  de  M  et  de  f.  Mais  aux  mêmes  points  se  trouvent 
aussi 

Q  =  s>.T  +  2«';/(3;v—  i)  +  2r"(3/  —  l) 

intersections  de /' et  de  (0, ,  4>o,  4>3),  car  en  un  point  commun 
,.ipic  jgg  (p  la  jacobienne  a  un  point  multiple  d'ordre  3// —  i  (t.  II, 
p.  104).  Ces  dernières  sont  déjà  comprises  parmi  les /z  (3 5  —  3)  points 
qui  ont  été  considérés  dans  le  nombre  (18).  Nous  avons  donc  à 
retrancher  en  tout  de  (18)  le  nombre 

P  — Q=(v  —  3)cr-h  2«';/[(v  —■i]n—l-{-i]-h  '}.i-"[t'J  —  3^  —  1). 

Le  nombre  des  points  d'intersection  de  M  et  de  y  utilisables 
pour  nous  est  donc  finalement  égal  à  (*) 

n[-js —  »  — 3^-f-  3)  —  (v  —  3)(<T-}-  s/""/)  —  :i;«'-/[(v  —  3)o- —  / -+- 1 ] -f- 2 /•" 


(')  Observons  que  des  relations  tout  à  fait  analogues  à  celles  qui  existent  entre  M, 
(*,,  *,,  *,),  /  ont  également  lieu  entre  F,  (*),  (*„*,,/),/ ou  F^(*),  (*j,  *,,/) 
ou  F3(<1>),  (*,,  *„/),/,  car  des  équations  (17)  résultent  pour  y  =  0  les  relations 

F,(*):F,(*);F,(*):  — M  =(*,,*„/):(*„/,*,):(*„*„/):(*„*.,*,). 

Nous  pourrions  donc,  au  lieu  de  M,  prendre  aussi  pour  base  de  nos  considérations 
une  des  courbes  F;(*), comme  l'ont  fait  efTeclivement  Clebsch  etGordan  {loc. cit.'). On 
doit  utiliser  alors,  au  lieu  des  propositions  sur  le  mode  d'existence  de  (*,,*„*,)  en 
un  point  commun  des  *,  celles  relatives  au  mode  d'existence  d'un  déterminant 
(*,,  4>^,/)  (t.  II,  p.  98  etsuiv.).  Nous  apprendrons  plus  tard  à  déterminer  ces  points 
autrement,  {^oirïa  Section  sur  les  généralisations  des  formules  de  correspondance.) 
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OU,  en  vertu  de  (  lo").  à 

(v  — l)(v  -2)  —  [n  —  i)[n  —  2)  -\--Lr/.f[i—  ,)  +2/'. 

Pour  chacun  de  ces  points  x,  il  y  a.  évanouissement  non  seule- 
ment des  fonctions  F,(4>),  mais  encore  des  fonctions  F/(j)  ;  deux 
d'entre  eux  donnent  donc  naissance  à  un  point  double  ou  à  un 
point  de  rebroussement  de  F,  c'est-à-dire  que  nous  avons 

(19)       y  =  l(v-l)(v-2)-i(«-l)(«-2)+i2;a';/(/-l)-4-/-". 

Si  l'on  porte  ce  résultat  dans  (i4),  ü  vient,  en  vertu  de  (12), 

■K  =  \[n  —  ï][n  —  1]  —  ^lv.'ii[i  —  i)  —  \lu'ii{i  —  l]  —  r  —  r" 
=--{{n  —  i){n  —  2.)  —  {2«,-/(/—  i)  —  r, 

OU  enùn  n  =^  p.  c.   q.   f.   d. 

Le  théorème  sur  la  conservation  du  genre  se  trouve  ainsi  dé- 
montré pour  les  suppositions  que  nous  avons  faites.  Nous  avons 
admis  qu'il  n'y  avait  pasplus  de  deux  points  séparés  dey  se  réunis- 
sant pour  former  un  point  multiple  de  F^  mais  qu'il  j  avait  des 
points  séparés  de  F  auxquels  correspondait  un  point  multiple  def. 

Or  on  peut  aisément  faire  disparaître  cette  restriction.  Si  nous 
admettons  d'abord  que  sur  F  de  nouveaux  points  multiples  pren- 
nent naissance  par  suite  de  la  transfoi-mation  (2),  nous  commen- 
cerons par  remplacer  cette  dernière  par  cette  autre, 

pj,-=1',(,r)  -f- £¥,-(. r), 

les  fonctions  ^i  étant  du  même  ordre  que  les  fonctions  4>,-,  mais, 
du  reste,  complètement  arbitraires.  On  peut  donc  ici  choisir  les 
^l  de  telle  sorte  que  la  transformation  soit  de  nature  entièrement 
générale,  et  que,  par  suite,  la  courbe  F'  transformée  de^n'acquière 
à  nouveau  que  des  points  doubles  simples.  Actuellement,  si  l'on 
prend  e  infiniment  petit,  F'  sera  voisine  de  F,  et  il  y  a  une  partie 
des  nouveaux  points  doubles  de  y  ayant,  les  uns  par  rapport  aux 
autres,  une  situation  telle  que  pour  e  =  o  ils  se  réunissent  par 
groupes,  de  manière  à  former  de  nouveaux  points  doubles  de  F. 
Mais,  comme  notre  théorème  a  lieu  pour  F'  et  que  le  genre  de  F 
concorde  avec  le  genre  de  F',  la  proposition  a  lieu  également  pour 
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la  transformation  de  F   en  y,  et  nous  avons  par  là   démontré  le 
théorème  suivant  : 

Si  deux  courbes  qui  possèdent  des  points  multiples  à  tangentes 
non  confondues  et  des  points  de  j^ehroussement  séparés  ont  entre 
elles  une  relation  à  détermination  unique,  ces  courbes  appar- 
tiennent au  même  genre  (  '  ) . 

Une  étude  directe  des  cas  où  il  n'est  fait  sur  les  points  mul- 
tiples de/=  o  et  F=  o  aucune  hypothèse  de  nature  à  simplifier 
présente  quelques  difficultés  ;  mais  on  peut  se  tirer  de  ces  cas  en 
définissant  le  genre  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut,  à  l'occasion 
d'une  application  des  transformations  Cremona  (-).  Nous  com- 
mencerons par  changer  comme  alors,  au  moyen  de  transforma- 
tions Cremona,  les  courbes  /  et  F  en  des  courbes  C  et  C  qui  ne 
possèdent  que  des  points  multiples  ordinaires  et  dont  les  genres  p 
et  TT  concordent  par  définition  avec  les  genres  de/ et  F.  Si  main- 
tenant les  courbes  y  et  F  sont  liées  unidéterminativement  l'une  à 
l'autre,  il  en  est  de  même  de  G  et  C;  par  conséquent,  d'après  ce 
qui  précède,  p  z=  t:. 

Nous  passons  à  quelques  applications  des  méthodes  men- 
tionnées ici. 

Dans  l'étude  des  systèmes  de  points  sur  une  courbe  algébrique 
(t.  II,  p.  i36  et  suiv.),  nous  avons  vu  qu'il  est  particulièrement 
important  de  considérer  les  groupes  de  points  qui  sont  découpés 
par  des  courbes  adjointes,  c'est-à-dire  par  des  courbes  qui  passent 
i  —  I  fois  par  tout  point  i'^''^  de/,  et  parmi  ces  courbes  adjointes 
nous  avons  dû  signaler  celles  d'ordre  Ji  —  3.  Au  moyen  des  déve- 
loppements actuels,  cette  importance  remarquable  des  courbes 
adjointes  peut  encore  se  reconnaître  d'une  autre  manière. 

Soit  (d[j)  =  o  une  courbe  C,x  adjointe  à  Ffj),   et  supposons 


C)  Mais,  à  l'inverse,  deux  courbes  de  même  genre  ne  sont  pas  toujours  transfor- 
mables unidéterminativement  l'une  en  l'autre,  et,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut 
l'égalité  de  certains  nombres  (appelés  modules)  qui  correspondent  aux  invariant» 
absolus  des  transformations  linéaires.  {Foir  sur  ce  sujet  les  deux  Sections  suivantes.) 

(')  T.  II,  p. 217.  Il  est  à  remarquer  que  les  recherches  de  M.  Halphen,  citées  p.  216, 
ont  été  publiées  avec  plus  de  détails  dans  les  Mémoires  des  Savants  étrangers, 
t.  XX.VI.  {Voir  aussi  du  même  auteur  :  Sur  le  genre  des  courbes  algébriques.  Associa- 
tion française  pour  l'avancement  des  sciences.  Congrès  de  Nantes,  1875). 
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que  'x;{x)  =  o  soit  une  courbe  qui  découpe  sur  f[x)  =  o  les 
gi'oupes  de  points  répondant  aux  points  d'intersection  de  0  et 
de  F  en  vertu  de  la  transformation  (2),  et  qui  ne  rencontre  plus 
la  courbe /qu'aux  points  singuliers  (les  circonstances  de  ces  ren- 
contres restant  à  déterminer).  Alors  doit  exister  en  tous  les  cas 
une  équation  de  la  forme 

A0(*)  =  B:^(.r)  +  C/(x). 

Or,  par  hypothèse,  0(j)^)  =  o  passe  par  tous  les  points  doubles 
de  F;  par  conséquent,  0(^)  =0  passe  par  tous  les  couples  de 
points  dey  dont  dérivent  les  points  doubles  en  question  de  F. 
Donc  B  =  o  doit  passer  le  même  nombre  de  fois  par  ces  points, 
car,  par  hypothèse,  ^  =  o  ne  les  renferme  point.  Nous  pouvons, 
par  suite,  substituer  à  B  la  fonction  précédemment  désignée  par  M, 
à  la  condition  de  déterminer  en  même  temps,  d'une  manière 
convenable,  le  mode  d'existence  de  A,  S'  et  C  aux  points  singuliers 
de  F.  Mais  la  courbe  M  =  o  passe  non  seulement  par  les  couples 
précités  et  par  les  points  singuliers  de/",  mais  encore  par  les  points 
d'intersection  décavée  la  jacobienne  des  courbes  4>;  conséquem- 
ment,  A  passera  également  par  les  mêmes  points.  Pour  cette  rai- 
son, nous  poserons  directement  A  =  (<î>,,  4>2,*î^3).  Alors  la  mul- 
tiplicité du  produit  A0(C)  en  tout  point  i'p'*  de /"(par  lequel  les 
courbes  4>  passent  r,  fois)  est,  d'après  des  propositions  précé- 
dentes, égale  à  ///v-h  3;'j  —  i;  d'autre  part,  la  multiplicité  de 
B(  =  M)  est  égale  à  v/\  —  i;  l'équation  précédente  sera  donc  tou- 
jours possible,  en  supposant  que  l'on  puisse  attribuer  à  la 
courbe  S-  =  o  en  tout  point  i'"^^^  de  y  un  point  multiple  d'ordre 
(/jt  —  V  -I-  3  )  77  -h  i  —  I .  Il  s'agit  donc  de  montrer  que  cette  possi- 
bilité existe  toujours,  c'est-à-dire  que  l'on  peut  toujours  déterminer 
une  courbe  ^  d'ordre  convenable,  suivant  la  manière  indiquée. 

Les  ordres   de  A,  B,  0  et  <P,-  étant  connus,  l'ordre  x  de  ^  est 
facile  à  déterminer;  on  trouve 

(20)  .X  =  3s  —  3  -i-  lis  —  vs  -{-  n  =  s[n  —  V  -{-  3)  +  n  —  3. 

Nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  /•  =  /'=  7"=  o,  et 
nous  désignerons  la  multiplicité  de  ^  en  un  point  i'p^^  de/" par  y'^, 
en  sorte  que 

(21)  ji={u.  —  v-{-3)ri-^i  —  i. 
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Le  nombre  des  coefficients  à  délerminer  dans  ^  sera  égal  à 
■jx[x  -h  3).  La  courbe  3- doit  passer  par  les  ^v  —  2 y  —  Za'jt(i  —  i) 
points  qui  correspondent  sur  /"  aux  intersections  de  0  et  de  F 
non  situées  aux  points  singuliers  de  F.  Le  nombre  total  des  con- 
ditions données  pour  les  coefficients  de  ^  est  donc,  en  tenant 
compte  de  ce  que  (pour  [J-'^v  —  3)  p  de  ces  derniers  points  se 
déterminent  au  moyen  des  autres,  égal,  en  vertu  de  (19)  et  (i5),  à 

p  —  27  —  Zv.\l[i  —\)—p-i-  {IXi  [Xi  +  0 

=1  f*(«4-  —  a  —  iKim)  —  (v  —  i)  (v  —  2)  +  -i'^JiiXi  -1-1)  4-/^. 

JYous  710US  proposons  mainlenant  de  montrer  que  ce  nombre, 
lorsque  p.  augmente,  croit  toujours  plus  lentement  que  le  nombre 
^x[x  -\-?>).  Si  nous  posons  en  effet  ^ -h  i  à  la  place  de  /:/,  ce 
dernier,  d'après  (20),  augmente  de 


et  le  premier,  d'autre  part,  de 

/  =  1 2  v"i  /•/  (  /v  4-  2  J,-  +  I  )  +  «A'  —  (J  —  1-x[ 77  /. 

Nous  pouvons,  en  général,  supposer  les  courbes  4>  non  déconi- 
posables,  car,  si  4>,,  ^o?  ^3  se  décomposaient  individuellement  en 
facteurs,  il  n'en  serait  néanmoins  pas  ainsi  pour  une  courbe  quel- 
conque du  réseau  des  'î'('  );  nous  avons  par  suite,  puisqu'il  existe 
un  nombre  doublement  infini  de  courbes  0  dans  le  réseau,  les 
nouvelles  relations 

\[s  —  i)(j—  2)>;2«;'/-,-(r/ — i),      ^s[s  -f-3)>2a-r,-(r,--M)  +  ^  4-  2, 

et  l'on  déduit  de  là,  par  combinaison,  en  observant  que  la  diffé- 
rence positive  des  deux  membres  de  la  première  inégalité  est  plus 
petite  que  celle  des  deux  membres  de  la  seconde, 

(22)  s''->l.U\rl  -^<T  -\-\^        35^S«>,-f-  (T  -+- 3. 

Par  conséquent,  le  premier  et  le  troisième  terme  de  z  sont  sépa- 


(')  Si  précédemment  (p.  i3)  nous  avons  aUribué  occasionnellement  un  facteur 
commun  à  toutes  les  fonctions  *,  ce  n'était  que  pour  simplifier  et  à  cause  du  but  que 
nous  nous  proposions  alors. 

3. 
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rément  plus  grands  que  le  premier  et  le  troisième  terme  de  ï,  c'est- 
à-dire  que  les  sommes  -^Sa-rj  et  |5Ia'-/v.  Mais  le  second  terme  de  z 
est  également  plus  grand  que  la  somme  des  autres  termes  de  t 
(ou  égal  à  cette  somme),  c'est-à-dire  qu'on  a,  en  vertu  de  (20) 
et  (21), 

i-2(,(/  — V  +  3)  -^  s[n  —  3)>(|x—  v-4-3)2a';/f -f-«^—  <t  — Za-r,-. 

Ici,  en  effet,  le  coefficient  de  [j.  —  v -h  3  dans  le  premier 
membre  est,  en  vertu  de  (22),  plus  grand  que  dans  le  second 
membre;  le  terme  ns  se  présente  de  la  même  façon  dans  les  deux, 
et  pour  les  autres  termes  on  a  à  faire  de  nouveau  usage  de  l'équa- 
tion (22).  Notre  affirmation  précédente  est  donc  démontrée. 

Nous  montrerons  encore  incessamment  que  les  conditions 
établies  pour  S-  sont  toujours  réalisables  si  //  =;  v  —  3,  et  qu'elles  le 
sont  conséquemment,  en  vertu  de  la  proposition  que  nous  venons 
de  démontrer,  pour  p.  ]^  V — 3.  c.   q.   f.   d. 

Les  cas  où  f;t  est  <^v  —  3  se  résolvent  d'après  cela  très  facile- 
ment; il  suffit  de  prendre  z  Qlt  négatifs.  Nous  pouvons  donc  fina- 
lement énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  sysLème  des  points  d' intersection  avec  F  d'une  courbe  0 
du  ^ième  ordi'e  adjointe  à  F  devient,  dans  la  transformation  uni- 
dé  ternnnative  de  F  en  f^  le  système  des  points  d'intersection  d'une 
courbe  ^  adjointe  de  f^  courbe  de  l'ordre  s[}j.  —  v  +  3)  -f-«  —  3, 
s  désignant  l'ordre  des  courbes  de  transformation  <î>/  dans  (2), 
V  celui  de  F,  n  celui  de  f.  Mais,  parmi  les  points  d'intersection 
de  la  courbe  S'  avec  f,  il  y  en  a  un  plus  grand  nombre  tombant 
aux  points  multiples  de  f  qui  ne  se  rencontrent  pas  dans  F  qu'il 
ne  serait  nécessaire  pour  une  courbe  quelconque  adjointe  àf\  et, 
pour  préciser,  le  nombre  des  intersections  de  f  et  de  ^  non  situées 
aux  points  singuliers  est  égal  au  nombre  des  intersections  correS' 
pondantes  de  F  et  de  &.  On  a  d'ailleurs  la  relation 

(23)  (*!,  *„  4.3)  ©($,)  =  M^(.r)  +  C/, 

OÙ  la  fonction  M  est  définie  par  [Z)  et  les  fonctions  $/  sont  dé- 
finies par  (2). 

Nous  avons  encore  maintenant  à  démontrer  la  dernière  équa- 
tion pour  le  cas  de  [j.  =  n  —  3.  Parmi  les  2/7  —  2  points  d'inter- 
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section  de  la  courbe  0  avec  F  non  situés  aux  points  singuliers 
de  F,  p  —  I  sont,  comme  on  sait  (t.  II,  p.  i4o)«  déterminés  par 
les  autres  [p  désignant  encore  ici  le  genre  de  F  ety).  Il  s'agit  donc, 
puisque  l'ordre  x  de  ^  est  actuellement  égal  k  n  —  3  et  que  l'on 
trouve  y i=  i  —  i,  de  montrer  que  par  les  p  —  i  points  corres- 
pondants sur  y  on  peut  toujours  faire  passer  une  courbe  du 
(«  —  3yème  Qj.(lre  adjointe  Àf,  c'est-à-dire  que 

in{n  —  3)  —  ^luii  {i  —  i]  —p  -t-  i>o'. 

Mais  cette  condition  est  toujours  remplie,  car  le  nombre  qui 
figure  dans  le  premier  membre  devient  précisément  égal  à  zéro. 
Pour  1/.=  V  —  3,  nous  avons  donc  en  particulier  l'important  théo- 
rème qui  suit  : 

Pai'  suite  d'une  transformation  à  dé  terminal  ion  unique  qui 
change  une  courhe  d'ordre  n  en  une  courbe  d'ordre  v,  le  système 
des  points  d'intersection  d'une  courbe  du  [n  —  S)'*"'"®  ordre  adjointe 
à  la  première  se  transforme  dans  le  système  des  points  d'intersec- 
tion d'une  courbe  du  (v  —  3 jième  Q^àre  adjointe  à  la  seconde.  Les 
recherches  que  nous  ferons  plus  tard  sur  les  groupes  de  points  qui 
sont  découpés  sur  une  courbe  d'ordre  npar  des  coiubes  adjointes 
d'ordre  Ji  —  3  conservent  donc,  sans  modification,  leur  2)aleur 
dans  une  transfornuition  unidéterndnative  quelconque  de  la 
courbe  de  départ. 

D'après  le  compte  que  nous  venons  de  faille,  il  y  a  toujours, 
pour  une  courbe  adjointe  C«_3,  -jSa/i(i  —  i)  conditions  données 
par  l'assujettissement  à  être  une  courbe  adjointe.  Il  existe  donc  un 
nombre  \}^n[n  —  3  )  —  l^a/i  (  i  —  i)  =  p  —  i  ]fois  infini  de  courbes 
adjointes  C„_3,  en  supposant  que  les  conditions  en  question  soient 
indépendantes  les  unes  des  autres.  Or  c'est  toujours  le  cas,  car 
nous  sommes  arrivés  précédemment  au  même  résultat  par  voie 
générale,  lorsque  nous  avons  démontré  (en  suivant  la  marche  de 
Brill  et  INother)  que  le  nombre  des  courbes  G«_3  linéairement 
indépendantes  les  unes  des  autres  ne  peut  non  plus  jamais  être 
plus  grand  que  p  (t.  II,  p.  i4ö).  Si  nous  supposons,  d'un  autre 
coté,  que  le  nombre  p  des  courbes  du  [n  —  3jième  Q^^re  indé- 
pendantes  les   unes   des  autres  ait  déjà  été   déterminé  de    cette 
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manière,  on  en  pourrait  déduire  une  nouvelle  démonstration  de 
la  conservation  du  nombre  p  {^),  en  admettant  que  l'on  ait  prouvé 
d'une  autre  manière  l'identité  (28)  pour  les  courbes  d'ordre  «  —  3; 
nous,  au  contraire,  nous  avons  employé  le  théorème  dont  il  s'agit 
à  prouver  précisément  l'identité  (aS). 

Remarquons  enfin  que  ces  considérations  restent  encore  com- 
plètement vraies  si  la  courbe  primitive  possède  des  points  singu- 
liers de  nature  compliquée.  Cela  est  évident  quand  on  définit  une 
courbe  adjointe  à  une  telle  courbe  primitive  f  par  cette  propriété 
qu'elle  doit  se  changer,  par  une  transformation  Cremona,  en  une 
courbe  adjointe  kf,  cette  dernière  étant  déduite  de^parla  même 
transformation  Cremona,  et  n'ayant  que  des  points  multiples  or- 
dinaires (t.  II,  p.  2i5).  Quant  aux  propriétés  caractéristiques 
d'une  courbe  adjointe,  on  peut  dire,  pour  abréger,  qu'elle  doit  se 
comporter,  dans  les  points  multiples  individuels  qui  se  réunissent 
pour  former  une  singularité  élevée,  comme  devrait  le  faire  une 
courbe  adjointe  si  les  points  multiples  avaient  une  situation  sé- 
parée. D'autre  part,  les  points  de  ramification  qui  interviennent 
restent  sans  influence  sur  le  mode  d'existence  d'une  courbe  ad- 
jointe, ainsi  qu'on  le  sait  pour  le  point  de  rebroussement.  Une  telle 
courbe  possédera  donc  en  tout  pointy'P^''  dej^un  point  (7  —  i)'?'*'; 
si  un  point  i'P'"  de  la  courbe  primitive  y  est  réuni  au  premier,  il 
s'y  trouvera  encore  un  point  (i  —  i^p'"  de  la  courbe  adjointe,  etc. 
Dans  un  point  de  contact  de  la  courbe  avec  elle-même  (lequel 
équivaut  à  deux  points  doubles  voisins),  la  tangente  commune 
des  deux  branches  de  la  courbe  primitive  sera  nécessairement, 
d'après  cela,  tangente  de  la  courbe  adjointe;  de  même  en  un  point 
de  rebroussement  de  seconde  espèce  (équivalent  à  un  point  double 
et  un  point  de  rebroussement)  (2),  et  ainsi  de  suite. 

Les  courbes  adjointes  étant  ainsi  définies,  on  voit  immédiate- 
ment que  le  tliéorème  du  reste  et  toutes  les  propositions  (jui  s'y 


(')  C'est  là-dessus  que  repose  la  démoastralion  donnée  dans  Clebsch  et  Gordan 
(/oc-.  ciV.,  §  i4,  p.  5o  et  suiv.)  du  théorème  de  Riemann  dont  nous  nous  occupons; 
mais  la  preuve  de  l'identité  (23)  donnée  dans  ce  passage  n'est  pas  suffisante  pour  tous 
les  cas,  parce  qu'il  n'a  pas  été  tenu  compte  des  relations  qui  peuvent  exister  entre  les 
points  doubles  (seuls  considérés  à  l'endroit  dont  nous  parlons)  ainsi  qu'entre  les 
points  multi[)les. 

(')  Voir  Salmon,  Higher  plane  ciirves,  2°  édition,  art.  58. 
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rattachent  relatwement  aux  systèmes  de  points  conservent  toute 
leur  portée,  sans  aucune  restriction  (t.  Il,  p.  i6i  et  suiv.).  Un  fait 
analogue  a  également  lieu  pour  les  considérations  suivantes,  ce 
que  nous  nous  dispenserons  quelquefois  de  rappeler. 

Le  résultat  de  ces  remarques  sur  les  courbes  adjointes  peut 
encore  s'énoncer  sous  une  forme  différente  et  très  importante 
pour  les  applications  que  nous  pourrons  avoir  à  en  faire  plus  tard. 
Nous  avons  vu  précédemment  que  l'influence  d'un  point  singu- 
lier sur  la  classe  de  la  courbe  primitive  est  la  mênle  que  l'influence 
des  différents  points  multiples  qui  s'y  trouvent  réunis  ;  on  doit  seu- 
lement diminuer  encore  la  classe  d'une  unité  pour  chaque  point  de 
ramification  qui  se  présente.  Actuellement,  comme  un  point  mul- 
tiple d'ordre  i  entraîne  sur  la  classe  une  réduction  égale  à  i[i —  i), 
et  que  d'ailleurs  cette  dernière  elle-même  est  égale  au  nombre 
des  points  d'intersection  de  la  courbe  primitive  avec  une  quel- 
conque de  ses  premières  polaires  non  situés  aux  points  singuliers, 
nous  pouvons  énoncer  notre  détermination  des  covirbes  adjointes 
de  la  manière  suivante  : 

Une  courbe  adjointe  à  f  aura  en  tout  point  singulier  P  de  f  le 
même  nombre  de  points  d'intersection  avec  f  que  la  première  po- 
laire d' un  point  quelconipie  relativement  à  f,  si  l'on  retranche 
de  ce  nombre  le  nombre  des  points  de  ramification  situés  en  P. 

Nous  nous  proposons  d'utiliser  encore  la  théorie  des  trans- 
formations à  détermination  unique  pour  écarter  une  restriction 
qui  a  été  faite  dans  la  démonstration  de  l'extension  du  principe 
de  correspondance  (t.  II,  p.  i63)  (  *  ).  Nous  nous  sommes  toujours 
figuré  une  correspondance  sury=  o  comme  déterminée  par  une 
équation  <s[x,j)  =  o^  laquelle  a  été  supposée  homogène  du  ;•'«'"« 
ordre  par  rapport  aux  quantités  xi  et  du  ^"^'"^  ordre  par  rapport 
aux  quantités  j^,-.  Dans  les  démonstrations,  nous  avons  constam- 
ment admis  que  les  courbes  0  =  0  répondant  à  un  point  x  on  y 
n'avaient  pas  toutes  les  mêmes  points  fixes  communs  a\ecj'=  o. 


(')  L'auteur  (M.  Liiidemann)  doit  les  considérations  suivantes  à  une  communica- 
tion de  M.  Brill.  Foir,  à  ce  sujet,  le  Mémoire  de  ce  dernier  sur  la  formule  de  cor- 
respondance (Math,  yinnaten,  t.  Vif,  p.  616  et  suiv.), 
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Actuellement,  pour  fixer  aussi  l'influence  de  ces  points  exception- 
nels de  la  correspondance  (p  sur  le  nombre  des  coïncidences  pro- 
prement dites  qui  ne  tombent  point  en  ces  points  exceptionnels 
ou  aux  points  singuliers  de  y,  nous  procéderons  de  la  manière  sui- 
vante : 

Soit  sur  la  courbe  primitive  /"dépourvue  de  points  doubles  une 
correspondance  (a,ß)^  sans  points  exceptionnels  de  l'espèce 
citée,  correspondance  donnée  par  une  équation  (j)(x,j^)  =  o;  le 
nombre  de  ses  coïncidences  proprement  dites  sera 

C  =  K  -{-  p  -4-  27/7  =  «r  —  y  -\-  ns  —  7  -f-  27/7, 

/•,  s,  a,  ß,  y  ayant  les  significations  précédentes.  Imaginons  main- 
tenant que  la  courbe  y  subisse,  en  même  temps  que  la  correspon- 
dance cp,  une  transformation  à  détermination  unique,  telle  que 
f=:  o  se  change  en  F  =  o,  <s^  =  o  en  $  =  o.  Dans  cette  circon- 
stance, les  nombres  y,  C,  p  sont  conservés,  ainsi  qu'il  résulte  de 
la  notion  de  la  détermination  unique.  Les  nr  ou  ns  intersections 
mobiles  qui  répondent  à  un  point  quelconque  de  f,  et  parmi  les- 
quelles y  sont  situées  en  ce  dernier  point  lui-même,  ne  formeront 
en  général  sury,  après  la  transformation,  un  système  complet  d'in- 
tersections que  si  on  leur  adjoint  im  certain  nombre  de  points 
fixes  de  la  nouvelle  courbe  F,  points  signalés  précisément  comme 
points  exceptionnels  de  la  correspondance  0.  En  ces  points  excep- 
tionnels tomberont  alors  un  certain  nombre  (U)  de  coïncidences 
improprement  dites  (  de  la  détermination  desquelles  nous  nous  occu- 
perons spécialement),  tandis  que  G  coïncidences  proprement  dites 
seront  encore  situées  en  dehors  des  points  exceptionnels.  L'en- 
semble des  coïncidences  proprement  dites  et  improprement  dites 
formera,  comme  précédemment,  un  système  complet  de  points 
d'intersection  ou,  en  d'autres  termes,  sera  traversé  par  une  courbe 
de  coïncidence  (t.  II,  p.  161  et  suiv.);  nous  avons  donc  à  éclaircir 
la  question  du  nombre  U  des  intersections  de  cette  dernière  a^ec 
F  qui  sont  situées  en  des  points  exceptionnels  de  la  correspon- 
dance 0. 

Les  coefficients  de  l'équation  de  cette  courbe  de  coïncidence 
dépendent  des  coefficients  des  équations  F  =  o  et  0  =  o,  et  leur 
ordre  est  le  même  que  s'il  n'existait  ni  points  exceptionnels  de  4> 
ni  points  singuliers  de  F,   car  on  peut  faire  disparaître  ou  naître 
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ces  derniers  d'une  manière  quelconque  par  modification  continue 
des  coefficients  de  F  et  de  ^.  Or,  si  /•',  s'  sont  les  ordres  des  courbes 
qui  répondent  respectivement  en  vertu  de  <î>  =  o  à  un  point  j'^  ou  x 
de  F,  l'ordre  delà  courbe  de  coïncidence  est  égal  à/''4-/  +  y(v  —  3). 
Actuellement,  admettons  que  F  ait  d' -{- d"  points  doubles,  que 
a'  points  d'intersection  avec  F  des  courbes  $  =  o  répondant  à  un 
point  j'  de  F  tombent  en  chacun  des  d'  points  doubles,  que  ces 
courbes  passent  encore  en  outre  chacune  ff  fois  par  e  points  fixes 
de  F,  et  qu'enfin  t',  t  soient  les  nombres  correspondants  pour  les 
courbes  0  =  o  qui  répondent  à  un  point  x  de  F  (*)  ;  nous  avons, 
pour  le  nombre  des  intersections  mobiles  de  F  avec  les  courbes  <î>, 
les  valeurs 

ci  =  «/•  —  y  =  V  /•'  —  y  —  ce;  —  d'à' , 
p  z=z  lis  —  7  =  fs'  —  7  —  ex  —  d'-z' , 

et  l'on  doit  avoir  la  relation 

U  +  (/'v  —  7  —  6(7  —  d'rr'  )  H-  (.v'v  —  7  —  er  —  r/V) 

^y[(,,_,)(v—  2)-  2rf'-  2.r]=v[/-'  +  /+7{v—  3)]. 

De  là  résulte  immédiatement  la  valeur  de  U, 

U=:e(ff  H-  t)  +  c?'((t'+t'+27)  +  27^^. 

Donc  sont  absorbées  {ce  qui  concorde  avec  les  indications  don- 
nées à  une  occasion  précédente,  t.  II,  p.  i63  et  suiv.)  : 

En  chacun  des  e  points  simples,  ct  -t-  r  coïncidefices  impropre- 
ment dites; 

En  chacun  des  d' points  doubles,  a' 4-  t'+  2  y  coïncidences  im- 
proprement dites  ; 

En  chacun  des  d"  points  doubles,  2  y  coïncidences  improprement 
dites. 

En  conséquence,  si  U  désigne  le  nombre  total  des  coïncidences 
improprement  dites,  C  le  nombre  total  des  coïncidences  proprement 
dites  d'une  correspondance  (a,  ß)^  à  points  fixes  quelconques,  et 
que  n  soit  l'ordre  de   la  courbe  qui  traverse  ces   coïncidences, 


(')  Il  est  facile  d'apercevoir  comment  les  choses  se  passent  si  les  courbes  *  se 
comportent  diiréremnient  aux  divers  points  doubles  d'  de  F.  Les  nombres  a  et  t  ne 
sont  au  surplus  pas  toujours  indépendants  les  uns  des  autres.  Foir  t.  II,  p.  164. 
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n  l'ordre  de  la  courbe  primitive,  p  son  genre,  on  a  la  relation 

«H  —  U  =  C(  =  a-+-,3-^  2/77). 

Le  nombre  total  des  coïncidences  proprement  dites  se  déter- 
mine donc  précisément  comme  s'il  n'existait  pas  de  points  excep- 
tionnels pour  la  correspondance  (*).  Nous  considérerons  comme 
exemple  la  correspondance  déterminée  siir^'^  a"  =  o  par  l'équa- 
tion «"~'rt^=o.  Il  nous  faut  poser  dans  les  formules  précédentes 

r'  =zn  —  I ,    .y'  =zz  I ,    y  =  2,    a'  =  2,    d'  =1  cl,    «7  =  t  =  t'  =  <•/'  =  e  ==  o  ; 

d'où 

K  =  «  ( «  —  I  )  —  2  —  id,      ß  =z  n  —  2. 

Pour  le  nombre  des  coïncidences  proprement  dites,  c'est-à-dire 
pour  le  nombre  des  points  d'inflexion,  on  obtient  ainsi  le  résultat 
connu 

C  =  3«{«  — 2)— 6r/, 

et  en  tout  point  doublé  de  y  sont  situées  a'  -+•  r'-h  ly  =  6  coïnci- 
dences improprement  dites,  ce  qui  concorde  avec  des  proposi- 
tions précédentes  sur  le  mode  d'existence  de  la  hessienne  (ici 
courbe  de  coïncidence,  t,  II,  p.  28). 

Par  ces  considérations  se  trouvent  démontrés  les  théorèmes  pro- 
visoirement donnés  plus  haut  (t.  II,  p.  i63),  et  conséquemment 
aussi  les  nombreuses  applications  qui  s'y  rattachent,  et  en  parti- 
culier les  formules  de  contact  des  pages  171  et  188  [ibid.).  L'in- 
fluence des  points  fixes  sur  les  correspondances  à  points  de  valeurs 
multiples  [ibid.,  p.  172)  se  déterminera  enfin  absolument  de  la 
même  manière.  On  peut,  d'ailleurs,  étendre  aux  courbes  à  sin- 
gularités quelconques  ces  réflexions  et  les  précédentes  relatives  à 
la  formule  de  Correspondance,  si  l'on  imagine  que  les  singularités 


(')  La  circonstance  que  la  démonstration  précédente  s'applique  uniquement  à  des 
correspondances  pouvant  être  déduites,  par  transfoimation  unidéterminative,  de  cor- 
respondances sans  points  fixes,  ne  doit  pas  être  prise  en  considération,  car  il  s'afjit  seu- 
lement de  déterminer  l'influence  de  chaque  point  fixe  en  particulier,  et  cette  influence 
ne  dépend  que  du  mode  d'existence  de  la  courbe  primitive  y=  o,  ainsi  que  des 
courbes  de  correspondance  y  ^  o  dans  le  voisinage  immédiat  de  ce  point,  mais  non 
des  autres  propriétés  de  la  courbe  primitive,  comme  l'ordre,  le  genre,  etc.,  non  plus 
que  de  ses  autres  particularités  par  rapport  à  la  correspondance. 
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dont  il  s'agit  aient  été  résolues  de  la  manière  connue.  Demandent 
seuls  des  éclaircissements  spéciaux  les  cas  dans  lesquels  des  points 
de  ramification  se  sont  joints  à  des  points  multiples  de  la  courbe 
primitive  (t.  II,  p.  2i4),  quelques-unes  des  coïncidences  propre- 
ment dites  pouvant  tomber  en  ces  derniers  (*). 

Nous  donnerons,  pour  terminer,  un  aperçu  des  démonstrations 
du  théorème  de  Riemann,  sur  la  conservation  du  genre.  Nous  avons 
précédemment  étudié  les  suivantes  : 

1°  Déinonstralioji  de  Zeuthen,  où  le  théorème  est  conclu  d'une 
relation  plus  générale  (-)  entre  les  nombres  qui  expriment  les 
genres  de  deux  courbes  liées  par  une  relation  à  détermination 
multiple  (t.  II,  p.  168). 

2°  Démonslraùon  à  l'aide  du  nombre  doriné  pour  les  courbes 
tangentes  d' un  faisceau  (p.  8). 

Z^  Démonstration  algebricjue  directe  (p.  9  et  suiv.). 

Dans  cette  dernière,  nous  avons  tenu  compte  en  détail  de  tous 
les  points  multiples  àe  f.  Pour  ces  points,  les  démonstrations  i'' 
et  a",  ainsi  que  celles  qu'il  nous  reste  à  citer,  ont  besoin  d'un  plus 
ample  développement  (en  ce  qui  concerne  au  moins  les  expositions 
usuelles),  développement  qui,  du  reste,  ne  se  heurte  pas  à  des  dif- 
ficultés de  premier  ordre. 

Nous  mentionnerons  encore  les  démonstrations  suivantes,  qui 
font  en  partie  usagé  d'autres  méthodes  et  d'autres  notions  que 
celles  employées  par  nous  jusqu'ici  pour  traiter  les  questions  algé- 
briques. 

4"  Démonstj-ation  originaire  de  Riemann  (^).  Aune  équation 
algébrique  y(.r,,  0:2,  X3)  =  o  ou  en  coordonnées  rectangulaires 
F{x,j')  =  o  répond,  comme  on  le  sait,  ce  qu'on  appelle  une  sur- 


(')  Compare/,  ce  qui  a  élé  dit  t.  Il,  p.  i66  et  i8ö  sur  l'intlucnce  des  points  de 
rebioussement. 

(')  Cette  relation,  d'après  le  raisonnement  dont  elle  a  été  déduite  précédemment, 
n'aurait  lieu  qu'au  cas  où  la  relation  mutuelle  des  deux  courbes  est  établie  par  des 
systèmes  d'intersections  complets  (t.  IF,  p.  i53,  note);  mais  il  ressort  de  la  démon- 
stration donnée  par  Zeuthen  qu'elle  reste  encore  vraie  pour  les  autres  cas.  Le  premier 
cas  entre  seul  en  considération  dans  le  texte. 

(')   Theorie  der  übersehen  Functionen,  §  il  (Journal  de  Crelle,  t.  54). 
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face  de  Riemann,  dont  la  connexité  est  par  définition  égale  à 
a/?-hi,  c'est-à-dire  qui  peut  être  décomposée  par  ip  sections 
transverses  en  une  surface  simplement  connexe,  p  désignant  le 
genre  de  F.  Maintenant,  si  deux  courbes  F  et  F'  sont  liées  uni- 
déterminativement  l'une  à  l'autre,  il  en  est  de  même  des  surfaces 
de  Riemann  correspondantes.  La  connexité,  d'après  sa  notion, 
est  alors  la  même  pour  les  deux  surfaces,  c'est-à-dire  égale  à 
2/>-|-i;  de  là  résulte  immédiatement  l'égalité  du  genre.  Faisons 
observer  que  la  construction  de  la  surface  de  Riemann,  répondant 
à  F  en  tant  que  j^  est  considéré  comme  fonction  de  x,  dépend 
d'abord  du  système  de  coordonnées  choisi.  Il  est  donc  plus  con- 
forme aux  notions  fondamentales  de  la  Géométrie  projective  de 
considérer,  comme  l'a  fait  Klein,  les  variables  Xi,  x-^,  Xz  dans 
l'équation  f=  o  comme  des  coordonnées-lignes,  et  de  rattacher 
alors  directement  à  la  courbe  réciproque  /"=  o  (sans  égard  à  un 
système  particulier  de  coordonnées)  la  construction  d'une  surface 
à  plusieurs  feuilles  couvrant  le  plan,  ainsi  que  nous  l'avons  décrit 
précédemment  (t.  II,  p.  869).  Cette  surface  fournit,  pour  les  fonc- 
tions dont  l'irrationnalilé  est  donnée  parF=o,  les  mêmes  res- 
sources que  celle  de  Riemann;  on  peut,  en  particulier,  l'employer 
pour  démontrer  le  théorème  de  la  conservation  du  genre  (*).  Tou- 
tefois, un  développement  détaillé  de  la  suite  des  idées  relatives  à  ce 
sujet  nous  conduirait  trop  loin.  Observons  seulement  que  la  rela- 
tion respective  des  deux  surfaces  de  l'espèce  citée  en  dernier  lieu 
n'est  pas  à  détermination  unique  pour  tous  leurs  points,  si  les 
courbes  auxquelles  elles  correspondent  sont  rapportées  unidéter- 
minativement  l'une  à  l'autre,  mais  que,  au  contraire,  il  se  présente 
en  général  sur  chaque  surface  des  points  fondamentaux,  c'est-à- 
dire  des  points  auxquels  correspond  une  courbe  entière  de  l'autre 
surface.  A  la  place  du  théorème  sur  l'égalité  de  la  connexité  de 
deux  surfaces  rapportées  unidéterminativement  l'une  à  l'autre,  on 
a  donc  à  employer  une  relation  qui  existe  entre  les  nombres  de 
connexité  des  deux  surfaces  et  entre  les  nombres  des  points  fon- 
damentaux qui  se  rencontrent  de  part  et  d'autre  (-). 


(')  Voir  Kleir,  Sitzungsberichte  der  phj  s.  med.  Societät  zu  Erlangen,  ii  mai  1874. 
(')  Voir  Klein,  Bemerkungen  über  den  Zusammenhang  der  Flächen  (Math.  Annalen, 

t.  VII,  p.  549). 
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5°  Démonstration  de  Cremona  [*).  Cette  dernière  fait  usage 
des  représentations  de  la  Géométrie  de  l'espace.  Imaginons  que 
les  deux  courbes  considérées  y  elf  soient  situées  sur  les  deux 
plans  différents  E  et  E'  et  que  n,  d,  r  et  v,  ^,  ^  respectivement 
soient  leurs  nombres  caractéristiques.  Les  lignes  qui  joignent  les 
points  correspondants  formeront  une  surface  réglée  de  l'ordre 
«  H-  V.  Celte  surface  sera  coupée  par  le  plan  E',  suivant  la  courbe  /"' 
et  suivant  une  autre  courbe  de  l'ordre  n  composée  des  lignes  joi- 
gnant les  n  points  d'intersection  de  E'  et/* aux  points  correspon- 
dants àef.  Le  plan  E'  renferme  d'après  cela  72  lignes  de  la  surface, 
et  doit  par  suite  toucher  cette  dernière  en  n  points  placés  respec- 
tivement sur  ces  lignes.  Abstraction  faite  de  ces  points  de  contact, 
la  section  E'  de  la  surface  possède 

«V  -f-  j  //(  «  —  I  )  -\-  s  -\-  p  —  //  =  «  V  -f  \ri[n  —  3  )  +  a  H-  p 

points  doubles,  et  avec  ce  nombre  on  a  l'ordre  de  la  courbe 
double  de  notre  surface  réglée,  lequel  est,  par  suite,  égal  au  nombre 
correspondant  obtenu  par  la  considération  du  plan  E,  c'est-à-dire 
égal  au  nombre 

H'j  H-  iv(v  —  3)  -\-  d  -\-  r, 

et  de  là  résulte  p  ^=  n. 

6°  Démonstration  do  Bertini  (').  Joignons  les  points  x  de/à. 
un  point  fixe  a  et  les  points  correspondants  7  de  F  à  un  autre 
point  fixe  b.  A  toute  ligne  passant  par  a  i^épondront  n  lignes  pas- 
sant par  b,  et  le  point  de  rencontre  ?  de  deux  lignes  correspon- 
dantes décrira  une  nouvelle  courbe  X,  qui  est  liée  par  une  relation 
unidéterminative  aussi  bien  à  y  qu'à  F.  Notre  construction  donne 


(')  Voir  Preliminari  d'i  una  teoria  geometrica  délie  superficie  (Mémoires  de  l'yica- 
deinie  de  Bologne,  2°  série,  t.  W  et  Vil),  p.  54  dans  la  traduction  allemande  de  Clrtzi:, 
Berlin,  1870. 

(•)  Voir  Journal  de  Battaglini,  t.  VU,  ainsi  que  Salmon,  Higher  plane  curves,  1"  édi- 
tion, p.  3 14,  et  Zel'then,  Math.  Annalen,  t.  I,  p.  i5o,  et  t.  III,  toc.  cit.  Une  marche 
de  démonstration  analogue,  mais  un  peu  différente  quant  à  la  forme  et  quant  à 
l'ordre,  se  trouve  dans  Voss  :  Göttinger  Nachrichten,  1878.  Les  calculs  y  sont  effec- 
lués  à  l'aide  du  principe  de  correspondance  de  Chasles.  La  démonstration  a  été 
formulée  algébriquement  par  Clebsch;  voir,  sur  ce  point,  ÎVôtuer,  Math.  Annalen, 
t.  VIII,  p.  497. 
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pour  les  coordonnées  de  ^  les  valeurs 

pÇ,==:  l.rab]ji —  l^.vajr]bi, 

OU,  en  supposant  encore  la  relation  entremet  F  établie  au  moyen 
des  équations  p j/ —  <î>/ ( x  ) , 

Prenons  maintenant  a  ei  b  pour  sommets  du  triangle  des  coor- 
données (et  supposons  qu'ils  ne  soient  situés  ni  sur/" ni  sur  F), 
c'est-à-dire  posons  a,  =  o,  aj  =  i ,  «s  =  o,  è<  =  o,  ^2  =  o>  ^3  =  i ? 
il  vient 

(I)  (r?i  =  ^i*i(x),      (7l,  =  x^^^[x],      o-Ç3  =  j;3*,  (^). 

Admettons  que  les  courbes  0  coupent  la  courbe /"en  v  points 
mobiles,  en  sorte  que  v  soit  l'ordre  de  F.  Les  courbes  de  trans- 
formation de  la  transformation  représentée  par  (I),  c'est-à-dire 
les  courbes  du  réseau 

rti^i^»!  [x)  H-  u^Xy^2[x)  H-  u-^x^^i  [x)  r=  0, 

coupent  la  courbe  y"  en  v  -\-  n  points  mobiles,  et  par  suite  X  est 
de  l'ordre  v  -f-  n.  Mais  les  lignes  du  faisceau  ^,  H-  X^3  =  o  coupent 
X  seulement  en  n  points  mobiles,  car  les  lignes  du  faisceau 
Xi-\-'kxz=  o  leur  correspondent  (le  facteur  $  se  séparant).  La 
courbe  X  a  donc  au  point  a  (c'est-à-dire  au  point  |,  =  o,  ^3=  o) 
un  point  multiple  d'ordre  v.  De  ce  dernier,  on  peut  encore  mener 
Y.  —  2  V  tangentes  à  la  courbe  X  (  <  ),  y,  désignant  la  classe  de  X.  Si 
ensuite  -/^  est  le  genre  de  cette  dernière  courbe,  nous  avons, 
d'après  les  formules  de  Pliicker, 

/.  —  I'jz=.1y^  —  2  +  a(«4-v)  —  2V. 

Tel  doit  être  également  le  nombre  des  lignes  correspondantes 
du  faisceau  x»  -f-  /X3  =:  o  qui  touchent  y,  c'est-à-dire  le  nombre 

/+/-=2/>  —  2  +  2«, 

et   de  là  résulte  p  =  j(^.   Nous  pouvons  de  même   considérer    la 


(')  Il  faut  compter  avec  ces  dernières  les  lignes  joignant  a  aux  points  de  robroiis- 
sement  qui  peuvent  exister  dans  X  (p.  8). 
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relation  entre  les  courbes  F  et  X;  nous  obtiendrons  par  là  le 
résultat  tt  =  ;^,  tt  étant  le  genre  de  F,  et  conséquemment  on  en  a 
faitp  =  TT.  La  simplicité  de  cete  démonstration  repose  sur  l'intro- 
duction de  la  courbe  auxiliaire  X. 

■j"  Déînonstration  de  Brill  et  Notlier.  Sur  toute  courbe  C«  du 
genre  p  il  existe  vm  ensemble  p  —  i  fois  infini  de  systèmes  de 
points  qui  sont  découpés  par  des  courbes  adjointes  G„_3,  théorème 
que  nous  avons  reconnu  précédemment  être  une  conséquence 
d'un  autre  théorème  sur  les  systèmes  d'intersections  de  courbes 
adjointes  d'ordre  n  —  3  (t.  II,  p,  i^'j).  Nous  utiliserons  ici  le  pre- 
mier et  le  second  théorème.  Prenons  arbitrairement  sur  f  un 
groupe  Gz  de  tt  points  résiduel  avec  un  autre  groupe  Gp,  tt  dési- 
gnant encore  le  genre  de  F.  Si  ::  était  >»/J,  il  y  aurait  au  moins  un 
nombre  7i  —  p  infini  d'autres  groupes  de  ir  points  chacun  qui  se- 
raient de  même  résiduels  par  rapport  à  G^,  c'est-à-dire  qui  se- 
raient corésiduels  de  Gt:  (t.  II,  p.  i38).  Cette  réunion  de  groupes 
g-^f"''*  se  transforme  encore  lors  d'une  transformation  unidétermina- 
tive,  d'après  la  notion  de  ce  genre  de  transformation,  en  une  réu- 
nion de  groupes  g"ir^^*  sur  F.  Mais,  pour  cette  dernière,  la  condition 

<7  >  Q  —  77  +  I 

est  satisfaite,  car  nous  avons  q  =  p  —  7:,  Q  =  tt.  La  réunion  de 
groupes  g'i'''"''*  placée  sur  F  peut  donc,  d'après  une  proposition 
précédente,  être  découpée  par  des  courbes  adjointes  C„_3  (t.  II, 
p.  143),  et,  en  conséquence,  chaque  groupe  qui  en  fait  partie  ne 
dépend  que  de  tt  —  i  éléments  déterminateurs  arbitraires,  tandis 
que  nous  avons  pris  arbitrairement  tt  points  du  groupe  correspon- 
dant sur  y.  Par  conséquent,  l'hypothèse  T^^p  implique  contra- 
diction ;  on  peut  démontrer  la  même  chose  en  suivant  la  même 
marche  à  l'égard  de  l'hypothèse  7:<^p,  et  par  conséquent  il  ne 
reste  comme  possible  que  la  seule  hypothèse  i:  =  p,  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

II.  —  Systèmes  de  points  d'intersection  de  courbes  adjointes  d'ordre  «  —  3 
avec  la  courbe  primitive.  Systèmes  ou  familles  spéciales. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  nous  sommes  surtout  occupé  de  la 
théorie  de  la  transformation  unidétermin^tive  en  elle-même  ;  ac- 


tuellement  se  pi-ésente  naturellement  la  question  de  savoir  quelles 
sont  les  propriétés  d'une  courbe  qui  persistent  dans  ce  genre  de 
transformation;  c'est  ainsi  que  précédemment  nous  avons  étudié 
les  propriétés  d'une  courbe  qui  ne  sont  pas  détruites  par  coUinéa- 
tion.  Dans  ce  qui  sait,  nous  devrons  donc  considérer  comme,  au 
fond,  identiques  entre  elles  toutes  les  courbes  qui  peuvent  être 
changées  les  unes  dans  les  autres  par  transformation  à  détermi- 
nation unique.  Mais  quels  sont,  devons-nous  nous  demander 
d'abord,  les  marques  distinctives  de  la  possibilité  d'une  semblable 
transformation?  Comme  condition  nécessaire,  nous  avons  déjà 
reconnu  l'égalité  du  genre  des  deux  courbes  en  présence;  mais 
cette  condition  n'est  pas  suffisante.  De  même,  l'égalité  de  l'ordre 
des  deux  courbes  était  nécessaire  pour  pouvoir  les  transformer 
linéairement  l'une  dans  l'autre,  mais  il  fallait  en  outre  que  leurs 
invariants  absolus  fussent  les  mêmes  (^).  Ces  invariants  absolus 
étaient  certaines  constantes  caractéristiques  pour  la  courbe,  et 
leur  nombre  était  par  suite  égal  au  nombre  des  constantes  figurant 
dans  l'équation  de  cette  dernière  qui  ne  peuvent  être  détruites  par 
transformation  linéaire,  c'est-à-dire  égal  à  \n{^n  -h  3)  —  8. 

De  même,  actuellement,  la  possibilité  de  la  transformation  uni- 
déterminative  de  deux  courbes  l'une  en  l'autre  dépendra  de  cer- 
taines constantes  absolues  appelées  modules,  ainsi  que  nous  l'étu- 
dierons  plus  tard  encore  avec  plus  de  soin  (-),  et  le  nombre  de 
ces  modules  doit  nécessairement  être  égal  au  nombre  des  con- 
stantes figurant  dans  l'équation  de  la  courbe  qu'on  ne  peut  plus 
détruire  par  transformation  à  détermination  unique.  Pour  déter- 
miner ce  nombre,  le  point  de  départ  doit  être  avant  tout  d'abaisser 
autant  que  possible  l'ordre  de  la  courbe,  et  nous  serons  ainsi  con- 
duits au  problème  suivant  :  Indiquer  la  courbe  de  l'ordre  le  moins 
élevé  (courbe  normale)  en  laquelle  une  courbe  de  genre  doJiné 
peut  être  changée  par  transformation  à  détermination  unique. 
La  solution  générale  de  ce  problème  se  rattache  étroitement  à  des 
recherches   générales   relatives   aux  systèmes   de  points  sur  une 


(';  Il  était  de  plus  nécessaire  que  pour  chacune  des  deux  courbes  les  mêmes  cova- 
riants  s'évanouissent  identiquement  si  l'une  d'elles  était  particularisée  par  l'évanouis- 
sement identique  d'invariants  fonctionnels. 

(')  Foir  la  Section  suivante. 
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courbe  qui  possèdent  des  propriétés  de  nature  à  persister  dans  les 
transformations  unidélerminatives,  et  il  sera  surtout  question,  en 
cette  circonstance,  des  systèmes  de  points  d'intei'section  de  courbes 
adjointes  C«_3,  car  un  système  de  cette  espèce  devient  le  système 
de  courbes  C,_3  adjointes  à  la  courbe  C«  si  C«  se  transforme  en  C,. 
Nous  traiterons,  dans  l'ordre  suivant,  les  riches  matières  qui  se 
pressent  en  réponse  à  ces  questions  : 

1°  Nous  étudierons  la  transformation  de  la  courbe  C«  au  moyen 
d'un  réseau  de  courbes  adjointes  G«_3,  comme  courbes  de  trans- 
formation ; 

2°  Nous  considérerons  une  série  d'exemples  concernant  des  sys- 
tèmes de  points  d'un  caractère  spécial  sur  une  courbe  etf  leurs 
relations  respectives; 

3°  Nous  traiterons  en  général  la  détermination  siw  C«  de  groupes 
de  points  par  lesquels  passe  une  multiplicité  plus  élevée  de  courbes 
adjointes  C,i^3  que  l'on  ne  devait  s'y  attendre  d'après  le  nombre 
de  points  d'un  tel  groupe  [groupes  spéciaux).  Nous  ferons  alors 
connaître,  en  particulier,  la  proposition  appelée  théorème  de  Rie- 
mann  et  Roch.  A  cela  se  rattacheront  dans  les  deux  sections  sui- 
vantes : 

4°  La  détermination  des  courbes  normales  et  des  modules; 

5°  L'étude  complète  (au  point  de  vue  de  la  Géométrie  du 
nombre)  de  quelques  problèmes  qui  se  présentent,  par  le  moyen 
de  recherches  sur  les  correspondances. 

Les  propriétés  remarquables,  plusieurs  fois  signalées,  des  courbes 
adjointes  C«_3  donnent  naturellement  l'idée  d'employer  un  sys- 
tème doublement  infini  de  courbes  de  cette  espèce  à  la  place  des 
courbes  de  transformation  <î>.  Nous  placerons  alors  tous  les  points 
fixes  du  réseau  sur  la  courbe/"  elle-même,  en  sorte  que  le  réseau 
dépende  uniquement  de  points  de  cette  courbe.  Or  comme,  parmi 
les  points  de  rencontre  d'une  courbe  adjointe  On-^i  P — '  déter- 
minent en  général  les  p  —  i  restants,  il  passera  par  p  —  3  points 
quelconques  de  f  un  nombre  doublement  infini  de  courbes  ad- 
jointes C„_3.  Nous  avons  donc  à  poser,  dans  les  formules  précé- 
dentes, 

sr=n  —  3,  /■/=/  —  I,    ai=</!i,   a-=o,   r=zr",   /•' z=  o,   i  =  i,   a  :=  p — 3, 
CLEnscii.   —  Géométrie,  Ul.  ^ 
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d'où  l'on  déduit,  en  vertu  de  (i 5)  et  de  (19), 

v=p-\-l,      y=z\p[p—Z). 

Il  est  donc  en  ge'néral  possible  de  transformer  une  courbe  f  du 
genre  p  en  une  courbe  d'ordre  p  -\-  1  à  ^p[p  —  3)  points  doubles, 
et  la  chose  s'effectue  par  une  transformation  du  [n  —  3)'"^"'"^  ordre 
dans  laquelle  toutes  les  courbes  0  sojit  adjointes  à  f  et  passent 
en  outre  par  p  —  3  points  a  arbitrairement  choisis  sur  f  (^^). 

Donc,  ayant  p  —  3  points  quelconques  de  f  on  pourra  encore 
trouver  \p[p  —  3)  couples  de  points  tels,  que  par  les  premiers 
p  —  3  points  et  par  les  points  d'un  couple  (conséquemment  par 
p  —  I  points  en  tout)  passe  un  nombre  simplement  infini  de 
courbes  adjointes  On-z-  Nous  énoncerons  ce  résultat  sous  une 
forme  un  peu  différente,  qui  a  de  l'importance  pour  ce  qui  suit. 
Le  réseau  de  courbes  considéré  étant  donné  par 

«i?i('^)  +  «■%fi[^)  -+-  a3?3('^)  =0, 

et  j,  z  formant  les  points  d'un  couple  précité,  on  a 

Le  nombre  ^pij)  —  3)  donne  donc  aussi  le  nombre  des  couples 
de  valeurs  j'^,  z  qui  satisfont  simultanément  aux  trois  équations 

?l(j)?2(2)   —  ?2(j)?l(z)=0, 

'i%[yh%[^)  — ?3(j)?2(z)  =  0, 
fsljjyil^)  —  ?i(r)?3{2)  =  o 

[si  d'ailleurs /(j-)  =  o,f[z)  =  o],  les  solutions  identiques  j=  z 
étant  exclues  par  avance.  Nous  pouvons   aussi   représenter  som- 


(')  Cette  transformation  a  été  indiquée  par  Clebscii  et  Gordan,  Theorie  der  AbeV- 
schen  Functionen;  Leipzig,  1866,  p.  65.  Elle  est  évidemment  impossible  pour  les  cas 
de  />  =  0,  I,  2  qui  sont  traités  chacun  en  particulier  à  la  fin  de  ce  Chapitre.  Dans  les 
autres  cas,  il  peut  se  présenter  encore  une  exception  lorsque,  étant  donnés  p — 3 
points  quelconques,  un  certain  nombre  d'autres  points  des  courbes  C„_3  se  trouvent 
par  là  même  déterminés,  ainsi  que  cela  se  produit  pour  les  courbes  appelées  hj per~ 
elliptiques  (auxquelles  appartiennent  également  toutes  les  courbes  où/>  =  2).  Nous 
Terrons  ultérieurement  que  ce  sont  là  les  seuls  cas  d'exception.  Sur  les  courbes  hyper- 
elliptiques,  voir  aussi  la  fin  de  la  Section  suivante. 
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mairemcnt  les  équations  précitées  par  l'évanouissement  d'une 
matrice  de  déterminant,  sous  la  forme 

?i(j]    ?2{r)    ?3(j) 
?i{^)    ?i{^)    fii^) 

et  la  présence  d'une  semblable  matrice  est  caractéristique  pour 
tous  les  problèmes  traités  dans  ce  qui  suit. 

Il  existe,  d'après  cela,  sur  d  un  nombre  p  —  3  fois  infini  de 
groupes  de  points  G^_,  de  p  —  i  points  appartenant  à  cette  espèce 
particulière,  f^t  la  même  chose  a  lieu  pour  toute  courbe  liée  uni- 
déterminativement  à  Cj;  tout  groupe  de  points  de  l'espèce  en 
question  se  transforme  toujours  en  un  groupe  de  même  nature, 
sans  pourtant  être  défini  comme  le  système  complet  des  intersec- 
tions de  Cn  avec  une  autre  courbe.  Or  à  chacun  de  ces  groupes 
G^_,  répond  une  famille  simplement  infinie  de  groupes  V p_^  dé- 
coupés sur  G«,  précisément  au  moyen  du  faisceau  de  C„_i  passant 
par  G^_,  ;  et  c'est  une  chose  très  digne  de  remarque  que,  récipro- 
quement, par  chacun  fie  ces  groupes  résiduels  V p_^  on  peut  faire 
passer  encore  un  faisceau  de  courbes  adjointes  G„_3. 

La  démonstration  de  cette  proposition  s'obtient  très  simplement 
si  l'on  fait  usage  du  théorème  d'après  lequel  tout  ensemble  y^^* 
possible  sur  C«  peut  être  découpé  par  un  faisceau  d'adjointes  C^-s 
(t.  II,  p.  143).  Nous  pouvons,  en  effet,  compléter  chacun  des 
groupes  T p_\  en  nombre  simplement  infini,  de  manière  à  en  faire 
un  groupe  V p  par  un  point^ixe  A  arbitrairement  choisi  sur  C«  (assu- 
jetti seulement  à  ne  pas  tomber  en  un  point  du  groupe  de  base 
Gjr,_,);  l'ensemble  de  ces  groupes  Tp  peut  alors,  d'après  un  théo- 
rème précédent,  être  découpé  par  un  faisceau  C«_3  (*).  Mais  toutes 
les  courbes  de  ce  dernier  ont  nécessairement  en  commun  le  point 
fixe  A,  et  par  conséquent  nous  avons  trouvé  un  second  faisceau 
de  courbes  ^n-z  (diff'érent  du  faisceau  originaire  qui  avait  pour 
groupe  de  base  Op_i)  et  déterminant  de  même  la  famille  yj.^Li  sur 


(•)  Le  fait  que  le  théorème  précédent  a  également  lieu  pour  les  familles  ^J,"  à  points 
fixes  résulte  immédiatement  de  la  démonstration  donnée  plus  haut  (t.  Il,  p.  1^4  et 
suiv.);  seulement  on  ne  doit  plus  placer  précisément  en  un  point  lise  le  point  dési- 
gné alors  par  a. 

3. 


(IIAPITRI-, 


C«  (').  Par  tout  groupe  V p^\  de  cette  dernière  passent  donc  deux 
et,  par  conséquent,  une  infinité  simple  de  courbes  Crt_3,  ce  qu'il 
fallait  démontrer.  Nous  ferons  d'ailleurs  diversement  usage,  dans 
les  exemples  suivants,  du  théorème  démontré  ici. 

Revenons  aux  transfoj  mations  au  moyen  de  courhes  adjointes 
C«_3,  lesquelles  ont  une  importance  particulière  en  ce  qu'elles 
permettent  précisément  d'établir  les  courbes  normales  de  l'ordre 
le  moins  élevé  possible.  Le  fait  que  l'on  peut  prendre  s  ^^zz  n  —  3, 
pour  transformer^  en  une  courbe  du  degré  le  moindre  possible, 
résulte  immédiatement  de  nos  précédentes  recherches  sur  les  sys- 
tèmes de  points  d'intersection  des  ensembles  ou  familles  linéaires 
de  courbes.  Si,  en  effet,  q  est  la  multiplicité  d'un  tel  ensemble, 
Q  le  nombre  des  points  d'intersection  mobiles,  s  l'ordre  de  la 
courbe  sécante,  on  a,  d'après  ce  qui  a  été  dit  (t.  II,  p.   142), 

pour  s  =  n  —  3,     Q  r^  7  -^  /?  —  1  ; 
pour  s"^  n  —  3,     Q  ^  7  +  /?• 

Q  prend  donc,  en  toute  hypothèse,  la  plus  petite  valeur  pour 
s  =  n  —  3  ;  le  cas  de  s  inférieur  k  n  —  3  n'a  pas  besoin  d'être 
traité  d'une  façon  spéciale,  car  nous  avons  vu  que  toute  famille  de 
points  pour  laquelle  Q  est  <^q-\-p  peut  être  découpée  par  des 
courbes  adjointes  C„_s  (t.  Il,  p.  i43).  Notre  proposition  est  par 
là  démontrée,  car  il  nous  suffit  de  prendre  dans  notre  cas  q  =z  2 
et  Q=  V,  y  étant  alors  précisément  l'ordre  de  F. 

En  faisant  le  compte  détaillé  pour  notre  transformation,  nous 
obtenons,  si  les  courbes  employées  C„_3  passent  par  p  —  3  points 

{')  La  proposition  est  évidente  pour  une  courbe  C,  à  deux  points  doubles  (p  =  4)- 
Ici  l'on  a  p  —  i  =  3.  Or,  par  trois  points  G,  et  par  les  deux  points  doubles  on  ne 
peut  plus  faire  passer  un  nombre  infini  de  coniques  que  si  les  trois  points  sont  sur  une 
droite  avec  l'un  des  points  doubles;  chaque  adjointe  C,  du  faisceau  se  décompose  alors 
en  cette  droite  fixe  et  en  une  droite  (mobile)  passant  par  l'autre  point  double.  Les 
rayons  du  faisceau  mené  par  ce  dernier  déterminent  donc  sur  C^  les  groupes  T^;  par 
chacun  de  ces  groupes  passe  alors  naturellement  un  faisceau  analogue  de  coniques  se 
composant  de  la  droite  qui  découpe  le  groupe  T,  et  du  faisceau  de  rayons  qui  passe 
par  le  premier  point  double.  Toutefois,  nous  recommandons  spécialement  d'effectuer 
figurativement  sur  cet  exemple  très  simple  la  démonstration  donnée  t.  11.  p.  i44- 
L'affirmation  du  texte  se  formule  ici  d'une  manière  générale  dans  la  proposition  sui- 
vante :  Si  une  conique  passant  par  trois  points  quelconques  j'^^>,  ji'^^,  j^^^  et  par  les 
deux  points  doubles  de  C,  possède  encore  un  paramètre  arbitraire  et  coupe  de  plus  Cj  aux 
points  a:('),  x<-''\  xW,  une  conique  passant  j^fir  x'^'\  a;W,  xi^)  et  par  les  points  doubles 
possède  aussi  un  paramètre  arbitraire. 
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choisis  arbitrairement  sur  C„,  les  combes  suivantes  du  {p+  i)"'™* 

ordre  : 

j9  =  3    ....  courbes  du  4"  ordre  à  o  points  doubles, 

jD  =  4 "            5"  ordre  à  ?.              » 

p  =z  5 »           6"  ordre  à  5              » 

p  7=i6.    .  .  .  »            7"  oixlre  à  c)              » 

p  =i<j  .  .  .    .  »            8*-"  ordre  à  i4              » 

p  =:  8 »            9"  ordre  à  ?.o              » 

La  courbe  générale  du  cinquième  ordre  {p  z=  6)^  par  exemple, 
apparaît  alors  comme  transformation  d'une  courbe  spéciale  du 
septième  ordre,  à  neuf  points  doubles,  possédant  la  propriété  que 
sur  elle  on  peut  déterminer  d'un  nombre  doublement  infini  de 
manières  5[=p  —  i)  points  par  lesquels  passe  une  infinité  double 
de  courbes  Cn-3,  ce  qui  ne  serait  pas  possible  sur  une  courbe 
générale  Cj  où  p  =  6  (').  Les  courbes  en  question  C„_3=:Cj 
forment  alors  une  famille  à  cinq  points  d'intersection  mobiles  (d'où 
V  1=  5  dans  ce  qui  précède),  et  l'ensemble  correspondant  gf^'  sur 
C3  est  découpé  par  les  droites  du  plan  qui  sont  complétées  par 
une  droite  fixe  quelconque,  de  manière  à  former  une  conique 
C2  (  =  Cv_3).  De  même  la  courbe  du  cinquième  ordre  à  un  point 
double  apparaît  comme  transformation  d'une  courbe  spéciale  du 
sixième  ordre,  à  cinq  points  doubles,  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  par  là  comment  la  possibilité  d'abaisser  l'ordre  d'une 
courbe  au  moyen  d'une  transformation  à  détermination  unique 
dépend  du  point  de  savoir  si  sur  la  courbe  en  question  il  existe 
des  groupes  de  points  d'un  caractère  spécial  ou  s'il  n'en  existe  pas. 
Il  résulte  immédiatement  de  cette  réflexion  que  nos  courbes  du 
[p  -f-  1)"='"^  ordre  elles-mêmes  ne  sont  pas  nécessairement  celles  de 
l'ordre  le  moins  élevé  qui  puissent  tirer  leur  origine  d'une  courbe 
générale  du  genre  p  ;  car  les  yy  —  3  points  de  base  du  réseau  d'ad- 
jointes C„_3  employé  pour  la  transformation  avaient  été  choisis  sur 
C„,  absolument  arbitrairement.  Actuellement  se  présente  la  ques- 
tion de  savoir  si  l'on  peut  choisir  des  groupes  non  spéciaux  de  plus 
de  ^  —  3  points  pour  points  de  base  d'un  tel  réseau,  cas  où  "les 
courbes  C«_3  du  réseau  dont  il  s'agit  couperaient  la  courbe  en  moins 


(')  Car,  d'après  le  Tableau  donné  ci-après,  y  =  6  est  en  général  la  valeur  minima 
dey  (valeur  désignée  par  R  dans  le  Tableau)  pour/»  =  (3. 
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de  /'  +  I  points  mobiles.  Pour  répondre  à  cette  question,  nous 
avons  à  résoudre  le  problème  suivant  :  Trouver  sur  une  courbeQn 
de  genre  p  les  groupes  de  points  par  lesquels  on  peut  faire  passer 
une  iiifinité  double  de  courbes  adjointes  C„_3  telles,  que  le  nombre 
des  points  d'intersection  mobiles  soit  le  moindre  possible. 

L'étude  de  ce  problème  nous  conduit  naturellement  à  la  conti- 
nuation des  recherches  algébriques,  précédemment  interrompues, 
sur  les  systèmes  des  points  d'intersection  des  courbes  adjointes 
C«_3  (t.  II,  p.  142  et  suiv.).  Mais,  avant  d'entrer  dans  les  expli- 
cations de  nature  plus  générale  que  nous  avons  en  vue,  il  sera  bon 
de  considérer  en  détail  un  exemple,  et  nous  nous  proposons  de 
montrer  qu'il  est  possible  de  ramener  par  une  transformation  uni- 
déterminative  une  courbe  du  septième  ordre  à  neuf  points  doubles, 
à  laquelle  conduisait,  pour /;  =  6,  la  transformation  que  nous  venons 
d'étudier,  en  une  courbe  du  sixième  ordre  à  quatre  points  doubles. 

Nous  avons  donc  à  montrer  que  sur  une  courbe  C7  de  genre 
p  =:  6  A  existe  un  ensemble  yf^  c'est-à-dire  un  ensemble  double- 
ment infini  de  six  points,  déterminé  par  les  intersections  de  courbes 
adjointes  C^  (  =;  G«_3)  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  que  sur  C7 
on  peut  déterminer  des  groupes  G4  de  trois  points  chacun  (en 
nombre  fini  ou  infini)  par  lesquels  passe  une  infinité  double  de 
courbes  C4  (tandis  que  par  4  = /?  —  2  points  choisis  arbitraire- 
ment sur  C7  on  ne  peut  faire  passer  qu'une  infinité  simple  des 
mêmes  courbes).  Cela  conduit  au  problème  consistant  à  déter- 
miner trois  points  j^^'^,  j^^2)^  j(3)^  ^jg  iq\\q  sorte  que  les  courbes 
C„_3  en  nombre  doublement  infini  qui  passent  par  ces  points  con- 
tiennent toutes  un  quatrième  point  ji*^  de  Cy.Or  l'ensemble  des  ad- 
jointes C4  forme  une  famille  linéaire  à  six  paramètres  homogènes 
«lyi(x)  H-  u^<f2[.r)  +  .  .  .  +«6y6(.r]  =  0. 

Nous  pouvons  donc  formuler  la  condition  imposée  en  disant 
que,  parmi  les  quatre  équations 

«i?i(7(^')  +  a,y,(j(^))  +  .  .  .  +  «,y4j(»)i  =  G, 

la  dernière  est  une  conséquence  des  trois  premières,  d'où  il  résulte 
que  trois  des   six  paramètres  a,  restent  encore  arbitraires,  (^ela 
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s'exprime  par  le  fait  que  tous  les  déterminants  quaternaires  formés 
des  quantités  ?/(j'*^)  doivent  s'annuler,  c'est-à-dire  que  l'on  aie 
système  suivant  d'équations  figuré  par  l'évanouissement  d'une 
matrice  de  déterminants 

?i(j('>)  72(j('^)  ?a(j(*>)  ?.(j^*n  ?5(r('')    n[y^'^] 

n{y''^)  fAf^'n  nix^'^)  f^i^  nU^^M    ?e{jn 

?dr^'>)  ?dy''n  ?3(j^^n  nU''')  f^iy^'n   ?Ày^'^) 

nir^'^)  'H[y^'^)  ?3(j(*))  n(j(^M  n(j^*^)' ?Mr(*M 

Mais  ce  système  renferme  seulement  trois  équations  indépen- 
dantes les  unes  des  autres,  savoir  celles  qui  tirent  leur  origine  de 
l'équation  unique 

9>.(j('M  ?2(j('^)  n[y<'^) 
?.(j^='^)  n[y^'')  nirn 
n[y''')    ?.(.r^^n    ?^[y''') 

y.(j(*))      y,(jW)      ^,[j<^)) 


y,(j(*)) 


pour  i  =  4î  5  et  6  (*).  Ces  trois  équations  renferment,  en  tenant 
compte  des  conditions 

[y(x)  =  o  étant  l'équation  de  C7],  encore  quatre  inconnues  : 
Donc,  parmi  les  quatre  points  j^'\  l'un,  tel  que  j^^^,  peut  être 
choisi  arbitrairement,  et  l'on  pourra  trouver  alors  par  rapport 
à  lui  un  nombre  fini  de  groupes  ternaire:  v^*^ 
faisant  au  sjstènie  d'équations  obtenu  (2) 


naires  j^",  J^'^\  J^'^^  satis' 


Si  maintenant  l'on  choisit  pour  courbes  de  transformation  le 
réseau  des  courbes  C,  qui  passent  par  quatre  points  y^^\  ainsi 
définis,  ces  courbes  détermineront  sur  C7  un  ensemble  '/g";  en 
d'autres  termes,  la  courbe  C7  est  transformée  unidétcrndnatii^e- 
ment  en  une  courbe  Ce  (''). 


(')  Foir,  par  exemple,  la  Théorie  des  déterminants  de  Baltzer,  ou  les  explications 
générales  du  texte,  p.  54  et  suiv. 

(')  On  verra  plus  tard  que  le  nombre  des  solutions  ne  peut  être  nul;  à  la  fin  de 
la  IV'  Section  nous  le  trouverons  égal  à  cinq. 

(')  /  o/V  sur  ce  sujet  Rrill,  Math.  Annalen,  t.   II,  p.  471» 
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Comme  parmi  les  quatre  points  j''^  on  peut  en  choisir  un  arbi- 
trairement, il  existe  en  tout  un  système  simplement  infini  de  tels 
groupes  de  quatre  points  chacun  ;  l'ensemble  de  ces  groupes  peut 
être  traversé  sur  C7  par  un  faisceau  de  courbes  C/,  qui  passent 
encore  par  six  points  fixes  de  C7  (ainsi  qu'il  résulte  déjà  d'un 
théorème  donné  t.  II,  p.  i43),  et  l'on  verra  que,  pour  six  points 
de  base  de  cette  espèce,  on  peut  choisir  l'un  quelconque  des 
groupes  du  système  yg\  dont  les  groupes  sont  tous  résiduels  par 
rapport  à  un  groupe  G.j  de  quatre  points  j^^'^  Cet  exemple  est  très 
important  pour  les  explications  générales  qui  suivent  et  peut, 
pour  cette  raison,  être  traité  d'une  manière  encore  plus  appro- 
fondie. On  reconnaît,  au  surplus,  l'affinité  de  notre  dernière 
proposition  avec  la  proposition  ci-dessus,  que  tout  système  ^^| 
se  compose  de  groupes  de  points  par  lesquels  passe  également 
encore  une  infinité  simple  de  coufbes  C«_3  (p.  35  )  ;  nous 
avons  sous  les  yeux  deux  cas  particuliers  d'un  théorème  plus 
général. 

Actuellement,  admettons  que  quatre  points  jy^^^,  j)'^^)^  ^(s;^  ^,(0 
aient  été  déterminés  de  telle  sorte,  que  par  ces  points  passe  une 
infinité  double  de  courbes  C,.  Soient  ensuite  x^'^,  a:'^^  x^^\  x^^^, 
x^'^\  a:^®^  les  six  autres  points  d'intersection  d'une  courbe  C/,  de  ce 
système  doublement  infini  avec  C7.  Par  les  quatre  points  j'  et  par 
tout  point  quelconque  du  plan,  conséquemment  aussi  en  particu- 
lier par  l'un  des  six  points  x^^'',  passe  un  nombre  simplement  in- 
fini de  courbes  C4  ;  autrement  dit,  ces  points  forment  ensemble 
un  groupe  de  p — i  =  5  points  par  rapport  auquel  il  existe  un 
système  résiduel  ^5'=  ^^'Li-  Mais  alors  aussi,  par  tout  groupe  de 
ce  dernier  système,  passe  encore  une  infinité  de  courbes  C»  ;  il  en 
est  ainsi,  en  particulier  (pour  z"=  6,  par  exemple),  à  l'égard  des 
cinq  points  x^*\  x''-^,  x^^\  x^''\  x^^K  II  en  résulte  que  tous  les 
déterminants  à  cinq  colonnes  qui  se  trouvent  dans  la  matrice 

y,(.r(0)      y,(^(i))      ^^(.rd))      «,,(.rC))      ^,{.r(^))      y,(,r(')) 
y,{.r(^))      y,(^(^))       î.3(x(^))      ç,(,r(^))      ^,[.v(V)      y„(,..(^)) 

y,(.r(^))      ^.,(^(51)      y3(.r(5))      ç,(.r(^))      f,[x('^)      ^.{.rCo)) 
s'évanouissent.   En  eff'et,  ces  conditions  sont  nécessaires  et  suffi- 
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santés  pour  que  les  cinq  équations 

aiyi(.r('))  4-  K.;,fi{.r('^]  -h  .  .  . -t- «6?6(-^^'^)  =  0> 

OÙ  i=i,2,3,4i5  admettent  une  infinité  simple  de  solutions 
pour  les  paramètres  «a«  Mais  comme  pour  x^'^  nous  pouvions 
choisir  chacun  des  six  points  x,  il  en  résulte  l'existence  des 
cinq  autres  équations  dérivées  de  la  précédente  par  permuta- 
tion de  chacun  des  points  x^*^  ...  x^^^  avec  x^^\  ce  que  nous 
pouvons  exprimer  en  disant  que  tous  les  déterminants  mineurs 
à  tei'mes  de  cinq  facteurs  doiv^ent  s'annuler  dans  le  détermi- 
nant  suivant  : 

y,(.rC))      y,{.r(i))       ...       yj.,0)) 
y,(.r(^))      ^,{.r(^))      ...      ye(.r(^)) 

y,(a::«))      y,(.r(«))       ...       ^,[xW) 

On  serait  conduit  exactement  au  même  système  d'équations,  et 
c'est  là  l'important,  par  la  condition  de  déterminer  six  points  x^'' 
tels,  que  par  ces  points  passe  encore  un  système  simplement  infini 
de  courbes  adjointes  C^.  En  efiet,  s'il  doit  en  être  ainsi,  il  faut 
nécessairement  que,  parmi  les  six  équations 


«,çi(j;(6)^  -+.u^'f^[xW)  -f-  ...-f-aey6(.r(s)j  =n  O, 

deux  soient  la  conséquence  des  quatre  autres,  puisque  déjà 
p — 2=4  points  de  C7  déterminent  un  faisceau  d'adjointes  C.(. 
Mais  l'inverse  a  également  lieu  :  étant  donné  un  groupe  Te  de 
l'espèce  des  points  x^'^,  tout  résidu  de  celui-ci  forme  un  groupe  G-, 
de  points  j^'^  appartenant  à  la  catégorie  que  nous  venons  de 
signaler.  En  effet,  puisque  par  cinq  points  quelconques  de  Te 
passe  un  nombre  infini  de  courbes  C^,  les  quatre  points  G4  forment 
aussi  ensemble  avec  chacun  des  points  de  Te  un  groupe  de  cinq 
points  par  lequel  passe  une  infinité  de  courbes  0%  (suivant  une 
proposition  précédente,  p.  35).  Donc,  par  G.,  passent  six  fais- 
ceaux différents  de  courbes  G/,,  ce  qui  n'est  possible  que  si  par  G» 
on  peut  faire  passer  un  ensemble  doublement  infini  de  courbes  0^, 
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OU  si  les  six  faisceaux  sont  identiques  entre  eux.  Mais  ce  dernier 
cas  doit  être  exclu  de  prime  abord  ;  car  alors  nous  aurions 
4  H-  6  =  lo  points  sur  C7  qui,  conjointement  avec  les  neuf  points 
doubles,  devraient  former  les  points  de  base  d'un  faisceau  de 
courbes  C4,  tandis  que  deux  courbes  C4  ne  peuvent  se  couper 
qu'en  seize  points.  11  ne  reste  donc  comme  possible  que  la  pre- 
mière hypothèse,  ce  qu'il  fallait  démontrer.  Par  conséquent,  si 
quatre  points  G4  sont  situés  de  telle  sorte  sur  C^  que  par  ces 
])oints  passe  un  ensemble  doublement  infini  de  courbes  adjointes 
C4,  on  peut  par  tout  résidu  V ^  du  groupe  faire  encore  passer  un 
système  (  *  )  simplement  infini  de  courbes  C4  de  cette  espèce,  et 
réciproquement. 

Tout  groupe  G4  de  l'espèce  en  question  formant  ensemble  avec 
les  neuf  points  doubles  treize  points  de  base  d'une  famille  double- 
ment infinie  de  courbes  C4,  il  existe  au  moins  un  ensemble  dou- 
blement infini  y'^'^  de  groupes  Te-  La  totalité  de  ces  groupes  se 
trouve  aussi  représentée  par  là,  car  le  système  d'équation  obtenu 
pour  les  six  points  x^'^  est,  d'après  une  proposition  de  la  théorie 
des  détei^minants  que  nous  allons  exposer  incessamment,  équiva- 


(')  On  peut  aussi  employer  les  systèmes  g^y  pour  la  transformation  de  C,  en  la 
forme  normale  indiquée  par  Riemann  {loc.  cit.,  §  13),  c'est-à-dire  en  une  courbe  C,  à 
deux  points  quadruples  et  trois  points  doubles.  Soient,  en  effet,  ^  =:  o,  ;tf  =  o  deux 
adjointes  C,  qui  se  coupent  aux  six  points  a;^'^  de  l'un  des  groupes  Tg  caractérisés 
dans  le  texte,  et  ^'=0,  ■/  =^  o  deux  autres  courbes  C<  qui  ont  en  commun  les  six 
points  «(')  d'un  autre  groupe  F^  de  la  môme  espèce;  on  se  servira  des  formules  de 
transformation 

Une  courbe  quelconque  du  réseau  Kifx'-^  "'■if' X  ~^  '^■»XX' ^=  ^  ^  alors  en  commun 
avec  C,  quarante-huit  points  fixes  (dont  trente-six  se  trouvent  aux  neuf  points 
doubles  et  six  en  chacun  des  groupes  j;(')  et  «^')),  et,  par  suite,  coupe  encore  C,  en 
huit  points  mobiles  (dépendant  des  quantités  a).  Mais  le  faisceau  fp-^).y^  —  o  n'a 
plus  que  quatre  points  d'intersection  mobiles;  il  en  est  de  même  du  faisceau 
<p'-{-  yyj :=o'.  la  courbe  Cg  qui  prend  naissance  a  donc,  en  chacun  des  deux  points 
.?!=  0..?,=  o  et^,=  o,^rs=o,  un  point  quadruple,  ce  qu'il  (allait  démontrer.  {Voir, 
sur  les  formes  normales  de  Riemann,  Bhill,  Math.  Annalen,  t.  1,  p.  \o\.,  et  t.  II, 
loc.  cit.).  L'établissement  de  ces  formes  exige,  d'après  Riemann,  la  recherche  de 
deux  fonctions  algébriques  devenant  nulles  ou  infinies  dans  le  moindre  nombre  de 
points  possible,  c'est-à-dire  des  fonctions  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur 
égalés  à  zéro  représentent  des  courbes  qui  ont  avec  la  courbe  le  plus  grand  nombre 
possible  de  jjoints  communs.  Les  fonctions  de  cette  nature  sont  précisément  ici  les 
quotients  6  :  y  et  •^'  :  y  . 
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lent  seulement  à  quatre  équations  indépendantes  les  unes  des 
autres,  de  telle  sorte  que  l'on  peut  prendre  encore  deux  des  points 
a^'^  à  volonté  sur  C7.  On  reconnaît  ainsi  (la  réciproque  de  ce 
raisonnement  étant  vraie)  que  le  nombre  de  tous  les  groupes  pos- 
sibles Te  sur  C7  est  épuisé  par  les  résidus  en  nombre  doublement 
infini  d'un  nombre  ßni  de  groupes  G»  de  l'espèce  précitée,  et 
inversement  que  tous  les  groupes  G4  sont  résiduels  d'un  nombre 
fini  de  groupes  Fg  du  système  précédent  yé**- 

La  réciprocité  complète  exprimée  en  celte  dernière  circon- 
stance entre  les  systèmes  y«*'  et  ^4'  est,  ainsi  qu'on  le  verra  inces- 
samment, particulière  aux  courbes  du  genre  6  [qui  peuvent  toutes, 
en  général,  être  transformées  en  une  courbe  du  septième  ordre,  à 
neuf  points  doubles,  et,  par  suite,  en  une  courbe  du  sixième  ordre, 
à  quatre  peints  doubles  {voir  p.  Sp)];  on  peut  d'ailleurs  effec- 
tuer la  détermination  des  systèmes  g^^\  et  g^^'  sur  une  courbe 
de  genre  p  absolument  comme  nous  l'avons  fait  pour  le  cas  de 
p=i6.  Si  nous  nous  demandons,  en  effet,  comment^  —  3  points 
J^*^iJ^^\  •  •  -y  J^^~^^  doivent  être  situés  sur  la  courbe  primitive  G« 
pour  que  toute  courbe  adjointe  C/,_3,  menée  par  ces  points,  passe 
encore  par  un  autre  point  fixe  de  G„,  nous  imaginerons  que  l'on 
adjoigne  aux  points  j)'^'^  ...,J'^p~^^  deux  points  mobiles  J^P~^\ 
j(p-*\  et  nous  rechercherons  la  condition  moyennant  laquelle 
une  courbe  adjointe  C„_8  menée  par  ces  p  —  i  points  passe  en- 
core par  un  certain  point  fixej'^^^  de  C,|  pendant  que  les  points 
j(p-'^  etj(p~*^  parcourent  la  courbe  primitive.  Cette  condition  en 
implique  en  réalité  deux.  Nous  regarderons  doncj^'^,  . . . ,  j^P~^^ 
comme  seuls  donnés  arbitrairement,  et  nous  nous  demanderons 
comment  y^P~'>)  ei  j'^P"^^  doivent  être  situés  pour  que  toutes  les 
couî'bes  adjointes  C^.s  menées  par  ces  points  passent  encore  par 
un  point  commun  j^pK  Comme  ici  les  données  comprennent 
quatre  points  de  moins  qu'il  serait  nécessaire  pour  la  fixation 
d'une  telle  courbe  C„_3,  on  peut  par  les  p  —  5  points  donnés  (  *  ) 
faire  passer  cinq  courbes  q),  =  o,  cj>2=  o,  . . .,  (p5=  o  avec  les- 
quelles une  courbe  adjointe  quelconque  C/,_3  passant  parles  points 


(')  Dans  le   cas  de  p  ^^  6,   nous  pouvions  encore  choisir  arbitrairement  urt    des 
quatre  pointsj^W, 
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en  question  se  compose  linéairement;  la  courbe  générale  de  cette 
famille  a  donc  la  forme 


«2?2 


La  condition  imposée  est  que  toute  courbe  de  ce  système  qui 
passe  parj^^/'"*^  etj^P"^^  passe  aussi  parj'^-,  que  conséquemment 
des  équations 


i?i(j^ 


'.?Aj^' 


résulte  d'elle-même  l'équation 


<^ö?i[r 


h?ö{j^"'>) 


Pour  cela,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les  valeurs  des  fonc- 
tions (fi  se  composent  linéairement  avec  celles  des  deux  premières, 
que  par  suite  pour  i  =  i ,  2, . . .,  5  aient  lieu  les  équations 

(2)  ^,{j(P))  =  lrf,[j(P-'^))-^^'f,[jU--^)). 

On  a  là  cinq  équations  qui  renferment  X,  fx  et  les  coordonnées  des 
trois  points  J^P~''\  y^f^^,  J^^\  ^^  qui,  en  tenant  compte  de 
/{j^^"''^)  =  o,  fij^P"^^)  =  o,  f{y^P\)  =  o,  renferment  également 
cinq  inconnues.  On  peut,  comme  on  sait,  les  remplacer  en  posant 

yp-i)—.  j^.^  j'.P-3i  =r  j-,-,  j/j/')  =:  Zi^  par  la  formule  unique 

yi(.r)      ^^(.r)      y3(.r)      ^^(.r)      ^.^[x] 

?i(j)    ?2(j)    ?3(j)    nU)    n[y) 

cpi(3)       ^2(2)       ^2(3)       ^4(2)       ^5(3] 

laquelle  exprime  que  tous  les  déterminants  mineurs  ternaires  des 
fonctions  ç/  formés  avec  la  matrice  comprise  entre  les  lignes  ver- 
ticales doivent  s'annuler  séparément,  et  est  équivalente  à  trois 
équations  indépendantes  les  unes  des  autres.  11  s'agit  alors  de 
répondre  à  la  question  de  savoir  combien  de  systèmes  de  valeurs 
x,y,  z  satisfont  simultanément  à  ce  système  d'équations  et  aux 
équations/(a:)  =  o,  f[y)  =  o,  f{z)  =  o  {^). 

Désignons  provisoirement  le  nombre  de  ces  systèmes  de  valeurs 


(';   Si  l'on  pose  pour  abréger  !p^[x)  ^  a^,  «-(^j)  z=  b-,  ip.(z)^c^,  tous  les  détermi- 
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par  Z  (  '  )  ;  il  existera  pour  p  —  5  points  quelconques  Z  groupes 
ternaires  de  l'espèce  précitée,  et  il  y  a  en  tout  un  nombre  p  —  5 
fois  infini  de  groupes  G^_2  par  lesquels  passe  une  infinité  double 
de  courbes  0,i~i  (^)-  Ces  groupes  se  répartissent  d'une  manière 
remarquable  sur  certains  systèmes  qui  sont  en  nombre  p  —  6  fois 
infini  et  dont  chacun  renferme  un  nombre  simplement  infini  de 
groupes,  c'est-à-dire  sur  les  oo  p~^  systèmes  g^pL^;  chacun  de  ces 
groupes  est  résiduel  par  rapport  à  tous  les  groupes  d'un  sys- 
tème déterminé  yj**,  de  telle  sorte  que  tous  les  groupes  d'un  sys- 
tème gpl^^i  sont  corésiduels  entre  eux.  On  arrive  à  ce  résultat 
comme  on  est  arrivé  au  résultat  correspondant  dans  le  cas  de 
yr)  =  6,  à  l'aide  du  théorème  donné  (p.  35)  sur  les  systèmes 
g\]Li-  Si,  en  effet,  Yp  est  un  groupe  résiduel  d'un  groupe  G^_2 
que  nous  supposerons  composé  des  points  x^^\  x'--^  ...,  x'^p^ 
il  résulte  en  premier  lieu  du  théorème  dont  il  s'agit  que,  par 
chaque  réunion  de  p  —  i  de  ces  points  ji,  on  peut  faire  passer  un 
nombre  infini  de  courbes  C,i_3,  et,  pour  cette  raison,  tous  les  dé- 
terminants mineurs  d'ordre/^  —  i  doivent  s'évanouir  (^voir,  pour 
p  =:  6^  P-  4i  )  dans  le  déterminant  suivant  d'ordre  p  : 


(4) 


M-^^"'] 


?P 


{x(py 


nants  de  la  matrice  (3)  s'annulent  dans  le  cas  (-voir  la  Note  I  de  la  page  Sg)  où  ont 
lieu  les  trois  équations 


(«) 


*,     (>, 


à  moins  que  l'on  n'ait  en  même  temps 

\   a,     a,    \  \    l>,     b. 


Pour  trouver  les  solutions  du  système  d'équations  (3),   il  faut  donc,  des  solutions 
communes  des  équations  (k)  [en  tenant  toujours  compte  des  conditions /(ar)  =  o, 
fix)  =  o,  f{z)  —  o],  retrancher  les  solutions  communes  des  équations  (ß). 
(•)  Zcst  égala  p{p  —  i)[j(p  — i)  — i].  (roir  la  fin  de  la  IV  Section.) 
(')  Ici  et  dans  ce  qui  suit,  il  s'agit  naturellement  toujours  de  courbes  adjointes. 
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Or,  les  équations  qui  résultent  de  là  expriment  précisénaent  que 
par  les  p  points  x'^'^  du  groupe  Y p  on  peut  encore  faire  passer 
un  système  simplement  infini  de  courbes  0„_z  ;  on  démontre  aussi, 
à  peu  près  comme  précédemment,  la  réciproque  de  cette  propo- 
sition. Le  système  d'équations  mentionné  en  dernier  lieu  se  montre 
équivalent  à  quatre  conditions,  c'est-à-dire  que  l'on  peut  prendre 
encore  arbitrairement  p — 4  points  d'un  groupe  T p.  Si  alors 
cj),  =  o,  (^2=0,  (j>3=:o,  cj»4=:o  sout  quatrc  courbes  du  système 
triplement  infini  déterminé  par  les  p  —  4  points,  nous  avons  pour 
la  recherche  d'un  groupe  T  p  à  déterminer  quatre  autres  points  ^, 
y],  ,^,  0  tels,  que  tous  les  premiers  déterminants  mineurs  formés 
avec  le  déterminant 

yi(?)  ?2(?)  ?3(?)  n(?) 

<fi(v3)  f^[-(])  ^3(73)  n(^) 

?i(?)  n['^)  ?3(?)  ?4(?) 

î>,(9)  ^2(6)  ^3(9)  n(9) 

s'évanouissent.  Donc,  tandis  que  d'une  part  la  détermination  des 
groupes  r^  peut  se  faire  directement  par  la  recherche  des  solu- 
tions communes  (c'est-à-dire  par  les  systèmes  de  valeurs  ^,  "/;,  ^,  6) 
du  svstème  d'équations  ainsi  obtenu,  on  aperçoit,  d'autre  part, 
que  le  problème  de  la  déterndnation  des  groupes  T  p  se  trouve 
ramené  à  la  déterndnation  de  groupes  G^_2  de  l'espèce  précé- 
dente, car  tous  les  groupes  Y  p  s'obtiennent  comme  résidus  de  tous 
les  groupes  G^_2. 

Désignant  actuellement  par  Z'  le  nombre  des  groupes  quater- 
naires I,  yj,  ^,  0  de  C/i  qui  satisfont  au  système  d'équations  obtenu 
en  dernier  lieu  (  '  ),  nous  pouvons  résumer  ces  résultats  dans  ce  qui 
suit.  Si  l'on  part  àe  p —  5  points  quelconques,  il  existe  encore  Z 
groupes  ternaires  différents  qui,  ensemble  avec  ces  points,  déter- 
minent un  groupe  Gp_2  par  lequel  passe  une  infinité  double  de 
courbes  C«_3  ;  ces  courbes  G«_.3,  en  nombre  doublement  infini, 
déterminent  par  leurs  intersections  avec  C^  une  famille  y^'  de 
groupes  Tjo  (2),  et  par  chaque  ensemble  F'-'  passe  une  série  sim- 


(')  NoustrouveronspliistardZ'=:^/i(/>  —  i )'(/?— 2)  —  \p[ip  —  ^){p  —  2)  —  (/>-t-i)]. 
(')  La  courbe  C„  peut,   par   suite,  être  transformée  unidéterminalivement  en  une 
courbe  C^,  mais  aucune  réduction  de  l'ordre  n'est  possible  ensuite. 
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plement  infinie  d'autres  courbes  G„_3.  Réciproquement,  l'en- 
semble de  ces  dernières  détermine  sur  G«  une  famille  g-|jLj  de 
groupes  Gp_i  dont  l'un  a  été  notre  point  de  départ.  Il  existe  donc 
en  tout  un  nombre  p  —  6  fois  infini  de  familles  ^^'ij  de  cette  ca- 
tégorie, en  sorte  qu'il  faut  p  —  5  points  quelconques  pour  dé- 
terminer un  groupe  individuel  G^Lj.  Gelles-ci  se  divisent  en  Z 
systèmes  complètement  séparés  qui  répondent  aux  racines  de 
l'équation  du  Z'^""'  degré  dont  dépend  leur  détermination  ;  et  cela 
de  telle  sorte  qu'aucune  famille  d'un  système  n'ait  avec  une  famille 
d'un  autre  système  un  groupe  G^_2  complet  commun,  et  que  l'on 
ne  puisse  pas  arriver  par  variation  continue  d'un  groupe  d'un 
système  à  un  groupe  des  Z  —  i  autres  systèmes  (  '  ).  Or,  comme  à 
toute  famille  gpLi  répond  une  famille  y^'  de  groupes  résiduels,  il 
existe  aussi  un  nombre/;  —  6  fois  infini  de  familles  différentes 
ylf',  ce  qui  concorde  avec  le  compte  direct  fait  précédemment,  et 
ces  dernières  se  partagent  en  Z'  systèmes  séparés.  Ce  nombre  Z' 
coïncide  en  particulier  avec  le  nombre  Z  pour  le  cas  de  p  =  6, 
qui  se  trouve  par  là  caractérisé  de  la  manière  indiquée  plus  haut 
(p.  43).  Si,  en  effet,  p  est  égal  à  6,  il  n'existe  qu'un  nombre//«/ 
de  familles  g'^lL^  et  qu'un  nombre  fini  de  familles  y^'  ;  or  le  nombre 
de  ces  familles  est  nécessairement  le  même,  parce  que  d'une  fa- 
mille g'^Lî  dérive  toujours  unidéterminativement  une  seule  famille 
^^',  car,  dans  ce  cas,  ces  familles  ne  renferment  plus  de  points 
arbitraires.  Au  contraire,  pour  />  >  6,  une  correspondance  unidé- 
terminative  de  cette  espèce  n'a  plus  lieu. 

Faisons  remarquer,  en  terminant,  (/u'il  fie  peut  exister  de 
familles  '/^  et  g'pLîpourp  =:  5  et,  en  général,  pour  p  <^6',  car,  dans 
ce  cas,  le  nombre  p  —  6  des  points  que  l'on  peut  prendre  encore  arbi- 
trairement dans  chaque  groupe  des  deux  familles  deviendrait  né- 
gatif, ce  qui  n'a  aucun  sens.  On  le  vérifie  du  reste  sans  difficulté 
directement.  En  effet,  une  courbe  du  genre  p  =  o  peut  (si  elle 
n'est  pas  hyperelliptique)  être  transformée  (d'après  ce  qui  a  été 


(')  Nous  rencontrerons  plus  tard  encore  de  tels  systèmes  de  groupes  de  points  sur 
C„  complètement  séparés,  lorsque  nous  considérerons  les  courbes  de  contact.  Nous 
en  trouvons  aussi  des  exemples  dans  les  trois  systèmes  de  coui)les  de  pôles  sur  une 
courbe  de  troisième  ordre,  et  dans  les  systèmes  de  points  où  une  conique  peut  avoir 
avec  cette  même  courbe  un  contact  d'ordre  élevé. 
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dit  t.  II,  p.  258  et  267)  en  une  courbe  du  sixième  ordre  à  cinq 
points  doubles;  mais,  s'il  existait  sur  cette  courbe  Ce  un  groupe 
G5  par  lequel  passerait  une  infinité  double  de  courbes  adjointes 
C3(  =  C«_3),  il  faudrait  que  toutes  ces  courbes  eussent  en  com- 
mun, conjointement  avec  les  cinq  points  de  G5,  les  cinq  points 
doubles  de  Ce,  c'est-à-dire  en  tout  dix  points  communs,  ce  qui 
est  impossible. 

Après  avoir  ainsi  expliqué  sur  des  exemples  particuliers  la 
notion  des  groupes  spéciaux  et  démontré  leur  existence,  nous 
passons  à  l'étude  générale  de  ces  groupes.  Nous  allons  d'abord 
établir  le  théorème  appelé  théorème  de  lliemann  et  Roch,  qui  se 
réfère  aux  relations  respectives  des  groupes  de  cette  nature  (et 
que  nous  avons  énoncé  aux  pages  35  et  ^1  pour  des  cas  parti- 
culiers); nous  prouverons  ensuite,  d'une  manière  générale,  l'exis- 
tence de  tels  groupes  par  l'établissement  des  équations  de  condi- 
tion qui  les  concernent. 

Nous  commencerons  par  revenir  à  nos  recherches  précédentes 
sur  les  systèmes  de  points  d'intersection  des  courbes  adjointes 
C«_3,  recherches  interrompues  au  moment  où  nous  énoncions 
cette  importante  proposition  (t.  II,  p.  i43),  qu'' une  famille  li- 
néaire g'ff^  q  fois  infinie  de  groupes  de  Q  points  chacun  peut 
toujours  être  découpée  par  une  fandlle  de  courbes  adjointes  C«_3 
si  la  relation 

(6)  <7^Q  — 7^  +  1     ouQ  — 5-^/?— I 

est  satisfaite  (  '  ). 


(')  Une  famille  g^1\  pour  laquelle  q  ^Q  — /'-h  i,  est  déterminée  par  les  intersec- 
tions de  courbes  C„_,  qui  passent  par  R  =  2^  —  2  —  Q  points  fixes  G^.  Si  donc  on 
a  Q^p — I,  et  que  y  soit  d'ailleurs  un  nombre  positif,  le  groupe  Gjj  sera  nécessai- 
rement d'un  caractère  tout  particulier;  alors  531  =  0,  fj^  o  étant  deux  courbes  G,,-, 
menées  par  Gj(,  —  est  une  fonction  algébrique  qui  deviendra  infinie  pour  Q  points, 

c'est-à-dire  pour  un  nombre  de  points  inférieur  à  p.  Mais,  d'après  la  proposition  du 
texte,  toute  fonction   algébrique   de  cette  dernière  espèce  peut   réciproquement   être 

représentée  sous  la  forme  —  •   C'est  ainsi  présentée  que  la  proposition  se  trouve  dans 

RiEMANS,  loc.  cit.,  §  10.  Mentionnons  encore  un  exemple  du  théorème.  Sept  points 
quelconques  étant  pris  sur  une  courbe  C^,  on  en  déterminera  deux  autres  [et  cela 
de  trois  manières  différentes  (p.  16  et  suiv.)]  de  telle  espèce  que  par  les  neuf  passe 
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Dans  notre  démonstration,  nous  sommes  partis  du  fait  que  la 
proposition  est  exacte  en  toute  hypothèse  pour  </ =  o,  et  nous 
avons  montré  alors  qu'elle  a  encore  lieu  pour  q  =  i  Nous  sommes 
venus  à  bout  des  autres  cas  en  nous  élevant  d'un  système  g^^Zi  à 
un  système  g^^\ 

Nous  avons  déjà  fait  remarquer  qu'il  s'agit  avant  tout  pour  nous 
de  l'étude  de  ce  que  nous  avons  appelé  les  groupes  spéciaux  (*), 
c'est-à-dire  des  groupes  assujettis  à  posséder  les  propriétés  définies 
dans  les  exemples  précédents  (p.  33).  D'une  manière  générale, 
nous  comprendrons  actuellement  sous  le  nom  de  systèmes  spé- 
ciaux g\^^  un  ensemble  linéaire  q  fois  infini  de  groupes  chacun  de 
Q  points,  pour  lequel  on  a 

(7)  '7>Q-/^-+-i» 

c'est-à-dire  un  ensemble  dont  un  groupe  spécial  déterminé  G^^ 
n'est  fixé  que  si  l'on  prend  p/us  de  Q  —  /^  +  i  points  arbitraires. 
Les  systèmes  spéciaux  qui  sont  possibles  sur  une  courbe  C„  ne 
sont  aucunement  indépendants  les  uns  des  autres  et  peuvent 
au  contraire  se  grouper  deux  à  deux,  suivant  une  loi  remar- 
quable, de  telle  façon  que  d'une  famille  donnée  on  peut  tou- 
jours en  déduire  une  autre,  ainsi  qu'il  est  arrivé  dans  les  exem- 
ples précédents,  et  le  fait  a  lieu  en  conséquence  de  la  proposition 
suivante  : 

Si  R  points  Gr  ont  sur  une  courbe  y  non  décoinposable  de  genre 
p  une  situation  particulière  telle  que  les  courbes  adjointes  du 
(«  —  3^>e'ne  oindre  qui  passent  par  ces  points  forment  encore  une 
famille  q  fois  infinie  [q  étant  un  nombre  positif  et  supérieur  à 
p —  1  —  R),  cas  où  leurs  intersections  déterminent  l'ensemble  de 
groupes  y(^/*  (Q  étant  égal  à  ip  —  2  —  R),  le  groupe  Gr  appar- 


uiie  infinité  simple  do  courbes  C3.  Les  trois  points  d'intersoelion  mobiles  forment 
alors  un  système  ^3  '  pour  lequel  la  condition  (6)  est  satisfaite;  ils  peuvent  donc  être 
déterminés  par  les  intersections  d'un  faisceau  de  droites  (C„_,=  C,).  Ce  dernier  en- 
gendre alors  inversement,  avec  lo  faisceau  de  courbes  C,,  la  courbe  C^,  suivant  le 
procédé  de  Chasles  (t.  II,  p.  gS). 

(')  Pour   les  recherches   suivantes,  voir  Brill   et  ÎSOtiikr,  Math,  AnnaJen,  t.  \!l, 
p.  280  et  suiv. 
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tient  à  un  sjstbme  r  fois  infini  pour  lequel  on  a 

r  —  R  —  /?  +  i  +<7=/?  —  I  —  Q-i-<7, 

et  (fui  est  conséqueminent  encore  un  sjstèrne  spécial;  en  d'autres 
termes,  par  tout  groupe  F^'  de  l' ensemble  y'^'  passe  une  famille 
rfois  infinie  de  courbes  adjointes  d'ordre  n  —  3  dont  les  inter- 
sections déterminent  l'ensemble  g-ip  de  groupes  Gr*. 


Pour  le  démontrer,  nous  pourrions  encore,  sous  le  bénéfice  de 
quelques  propositions  empruntées  à  la  théorie  des  déterminants, 
suivre  la  même  voie  que  pour  le  cas  de  R  =  p  —  2,  /•  =  i ,  Q_  =  p, 
y  :=  2  (p.  45  et  suiv.);  mais  on  arrive  également  très  simplement 
au  but  en  faisant  usage  du  théorème  ('  )  sur  les  systèmes  spéciaux 
(t.  II,  p.  143,  et  t.  III,  p.  48),  comme  précédemment  dans  le  cas 
de  ^  =  /•  1=  1 ,  Q  =  R  =  y7  —  I  (p.  35),  et  cela  de  la  manière  sui- 
vante : 

Soit  donné  un  système  spécial  g'^'  à  l'égard  duquel  l'inégalité 
(7)  se  trouve  satisfaite  par  définition,  et  soit 

(  8  )  <7  =iz  Q  —  /?  -4- 1  -f-  r, 

/■  désignant  un  nombre  entier  positif,  mais  tel  que  l'on  ait 
r  <^  p  —  I.  Nous  adjoindrons  atout  groupe  de  l'ensemble  g-'J*  les 
mêmes  /■  points  fixes  (choisis  d'une  manière  quelconque).  L'en- 
semble donné  en  produit  alors  un  autre  g%\  où 

Q'=Q -)-'-,    7'=-- y 

et  pour  lequel  conséquemment  le  nombre  des  paramètres  arbi- 
traires ne  s'est  pas  accru,  tandis  que  le  nombre  des  points  a  subi 
une  augmentation  dans  les  groupes  individuels  de  l'ensemble. 
Actuellement  on  a,  en  vertu  de  (8), 

ou,  en  d'autres   termes,  la  condition  (6)  est  remplie  à  l'égard  du 


(')  Conjointement  avec  la  démonstration  suivante  du  texte,  on  trouve  à  l'endroit 
cité  une  démonstration  obtenue  par  généralisation  des  considérations  qui  ont  été  pré- 
sentées à  la  page  35.  Nous  reprendrons  la  marche  suivie  dans  l'autre  exemple  lorsque 
nous  arriverons  à  la  Section  consacrée  à  l'évanouissement  des  fonctions  0. 
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système  G^,'.  Ce  dernier  système  peut  donc  être  traversé  par  un 
système  d'adjointes  C,i_3,  et  conséquemment  par  tout  groupe  G|J.* 
du  système  passe  une  courbe  adjointe.  Mais  comme,  parmi  les 
Q'  points  du  groupe,  /•  ont  été  choisis  d'une  manière  complèle- 
ment  arbitraire,  on  doit  pouvoir,  par  les  Q' — /■  =  Q  points  du 
groupe  en  question  G|^',  faire  passer  au  moins  une  famille  /•  fois, 
infinie  d'adjointes  C/i_3  ;  en  d'autres  termes,  toutes  les  courbes 
C«_3  de  cette  catégorie  passant  par  le  groupe  G|J*  déterminent  un 
système  g'^^  pour  lequel  R  est  égal  à  2/7  —  2  — ^Q  et  p  au  moins 
égal  à  /•,  c'est-à-dire  qu'on  a,  d'après  (8), 

(9)  ?>1  ~^ P  —  f  —  Q     f^t  conséquemment     >  R  — p  -î-  \  -^  q. 

Mais  p  ne  peut  pas  non  plus  être  supérieur  à  r.  Si  nous  posons 
en  efiet  |0:=R  —  ^y  +  i-i-x,  /.  étant  supérieur  à  </,  on  sera  con- 
duit du  système  g'^  à  un  système  ^q  par  des  considérations  abso- 
lument identiques  à  celles  qui  ont  servi  à  déduire  le  système  g^^  du 
système  g'^\  en  sorte  qu'on  obtiendrait  pour  x  l'inégalité 

(10)  /-^Q  — /^  -I-  I  +  0, 

analogue  à  la  relation  (9),  Mais  les  deux  systèmes  g'^/'  et  g^^  sont 
résiduels  d'un  groupe  quelconque  Gjf ,  ainsi  qu'on  l'aperçoit  im- 
médiatement d'après  notre  construction  des  systèmes  ^jf  et  ^y  ; 
les  deux  systèmes  doivent  donc  comprendre  le  même  nombre  de 
paramètres  arbitraires  (t.  II,  p.  \^i),  et  de  là  résulte  >t  =  //,  d'où 
aussi,  en  vertu  de  (10)  et  de  (8),  p  =  j\  Nous  formulerons  ce 
résultat  dans  le  théorème  suivant  : 

Si  par  un  groupe  G^'  d'un  système  spécial  g'^^  sur  C„,  sjs- 
tèniG  dans  lequel  q  est  donné  par  (8),  c'est-à-dire  oii  l'on  a 
<7  =  Q  —  />  H- I -+-/•,  on  fait  passer  une  courbe  adjointe  du 
[n  —  3 yème  ordre,  celle-ci  coupe  encore  C«  en  ip  —  2  —  Q  =  R 
points  qui,  de  leur  côté,  si  l'on  mène  par  G|^'  toutes  les  courbes 
possibles  C«_3  de  l'espèce  en  question,  forment  un  système  spé- 
cial ^«^K*  de  groupes  Gr'  pour  lequel  r  possède  la  valeur  déduite 
de  (8),  7=  R  — /;h-i  -|- </. 

Or,  c'est  là  encore,  ainsi  qu'on  le  reconnaît  immédiatement,  le 
théorème  de  Riemann  et  Roch,  précédemment  énoncé  sous  une 

4. 


autre  forme  (*),  ihéorème  par  le  moyen  duquel  on  obtient  le  grou- 
pement par  couples  des  systèmes  spéciaux  dont  nous  avons  parlé; 
car,  pour  deux  systèmes  ^jj"  et  ^r'  associés  de  la  manière  pres- 
crite, on  en  déduit  les  relations 

(il)  Q-|-R=:2/?  —  2,       Q  —  R  =  '2^  —  2r. 

Quelques  exemples  serviront  à  mieux  éclaircir  encore  le  sens  du 
théorème. 

A.  Courbe  du  cinquième  ordre  à  un  seul  point  double,  p  =  5.  — 
Nous  pouvons  ici  déterminer  un  sjstème  spécial  gf  par  des  coni- 
ques adjointes,  dont  chacune  se  décompose  en  deux  droites, 
savoir  une  droite  fixe  passant  par  le  point  double  et  une  droite 
mobile  d'une  façon  quelconque.  Comme  on  a  Q  =  5  et  ^/  =  2,  on 
trouve,  en  vertu  de  (i  i),  R=:3,  /•=  i ,  c'est-à-dire  un  système  g-g*' ; 
ce  dernier  prend  naissance  lorsque  la  courbe  adjointe  C2  se  dé- 
compose en  une  droite  fixe  quelconque  et  en  une  droite  mobile 
passant  par  le  point  double. 

B.  Courbe  du  sixième  ordre  à  deux  points  doubles,  p  =iS.  — 
Nous  pouvons  déterminer  un  système  spécial  ^[^'  =  ^7*'  par  une 
famille  de  courbes  C,2_3,  dont  chacfune  se  décompose  en  une  droite 
fixe  passant  par  l'un  des  points  doubles  et  en  une  conique  mo- 
itié passant  par  l'autre  point  double  et,  en  outre,  par  trois 
points  fixes  de  la  courbe  primitive.  Pour  le  système  associé  gj^', 
on  trouve  R=  iy,  /•  =  i  ;  les  sept  points  qui  sont  déterminés  sur 
la  courbe  primitive  par  une  conique  quelconque  du  faisceau 
précité  forment  donc,  ensemble  avec  les  deux  points  doubles  de 
Ce  (la  courbe  primitive),  un  système  de  neuf  points  par  lequel 
passe  une  infinité  de  courbes  du  troisième  ordre  (-).  On  ob- 
tient un  système  spécial  ^|J'  =  g^^'  si  les  courbes  sécantes  G«_;i 
se   composent  d'une  adjointe   fixe    C2    et   d'une   droite    mobile. 


(')  H  a  été  établi  d'une  autre  manière  pour  quelques  cas  particuliers,  par  Riemasn, 
loc.  cit.,  et  §  5,  Journal  de  C relie,  t.  54,  et  Ueber  das  Verschwinden  der  Thetafunc- 
tionen{ibid.,  t.  6G);  il  a  été  presque  immédiatement  démontré  d'une  manière  générale 
par  RoCH,  ibid.,  t.  64,  p.  372.  {Foir  plus  bas  la  Section  XI,  sur  l'évaiiouissemeut  des 
l'oiictions  0). 

(')  C'est  donc  là  un  nouvel  exemple  du  cas  traité  t.  II,  p.  35. 
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Il  vient  pour  le  système  associé  R  =  8,  r=  5,  et  l'ensemble  g'i' 
est  traversé  par  l'ensemble  des  adjointes  Co  (en  y  réunissant  la 
droite  fixe). 

C.  Courbe  du  cinquième  ordre  à  deux  points  doubles.  {Foir  la. 
note  de  la  p.  36.  ) 

D.  Courbe  du  septième  ordre  à  neuf  pointß  doubles.  [Voir 
p.  38  et  suiv.) 

Nous  nous  proposons  maintenant  de  présenter  d'une  manière 
générale  les  explications  qui,  dans  la  courbe  du  septième  ordre 
à  neuf  points  doubles,  nous  ont  conduits  à  certains  systèmes  de 
déterminants^  en  même  temps,  nous  approfondirons  un  peu  les 
propositions  de  la  théorie  des  déterminants  qui  sont  relatives  à 
ces  systèmes.  Pour  le  moment,  nous  ne  ferons  aucune  attention 
au  nombre  de  systèmes  spéciaux  de  groupes  possibles  (nombre 
exprimé  par  Z  dans  l'exemple).  Il  s'agit  actuellement  pour  nous 
de  fixer  pour  les  nombres  Q,  R,  q,  r  certaines  limites  en  deçà 
desquelles  la  recherche  des  systèmes  spéciaux  puisse  encore  avoir 
lieu.  Les  raisonnements  algébriques  nécessaires  à  cet  objet  restent 
les  mêmes  si  l'on  remplace  les  courbes  adjointes  G«_3  par  des 
courbes  adjointes  d'un  ordre  quelconque.  Nous  traiterons  donc 
immédiatement  le  problème  général  qui  suit  : 

Soit  donnée  une  famille  tfois  infinie  de  cowbes  adjointes.  On 
demande  de  déterminer ,  sur  f=  o,  R  points  (  Gr)  tels,  que  par 
eux  passe  un  nombre  q  fois  infini  de  courbes  de  la  famille 
donnée. 

Ce  problème  conduit  de  même  naturellement  à  l'évanouisse- 
ment d'une  matrice,  c'est-à-dire  à  l'évanouissement  d'un  certain 
nombre  de  déterminants  qui  ne  sont  pas  indépendants  les  uns 
des  auti'cs.  La  famille  t  fois  infinie  de  courbes  étant  donnée  par 
l'équation 

on  a,  relativement  à  elle,  les  R  équations 

(l3)  T(x(»)]  =  o,      T(j;(2))=o,      ...,      »F(.r(«))  — o, 
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et  simultanément, 


f[.x('))=0,     /(.r(2))  =  0, 


/(.rW)  =  0. 


Les  équations  (i3)  doivent,  parmi  les  rapports  des  paramètres  a/, 
en  laisser  encore  </  arbitraires;  il  y  en  a  donc  seulement  t  —  {/  qui 
soient  applicables  à  la  détermination  de  ces  rapports,  ou,  en 
d'autres  termes,  de  t — </ 4- i  quelconques  des  équations  (i3), 
chacune  sera  une  conséquence  des  t  —  r/  restantes.  Or  de  là  ré- 
sulte, circonstance  répondant  à  (5),  cette  condition  que  tous  les 
déterminants  de  l'ordre  t  —  q  +  i  du  Tableau 


■^,(.rW)      •;.,(..-W)       ...       .^,^,l.r(^)) 


doivent    nécessairement    s'annuler    (');    qu'il    en   est  ainsi,    par 
exemple,  de  tous  les  déterminants  de  la  forme 


(.5)  D,,= 


^,_,(.r('.))         ^.[.^W] 


où  l'on  doit  mettre  successivement 


pour  /  toutes  les  valeurs.  ..      /  —  7  H-'»     ^  —  Ç  -r-  "?.,      •.••,     t  -h-  i , 
pour  k  toutes  les  valeurs ...      t  —  q  -t-  t ,     t  —  q  -h  o. R. 

Mais  il  est  aussi  précisément  nécessaire  et  suffisant  pour  que 
toutes  les  équations  en  question  soient  satisfaites,  que  tous  les 
déterminants  Dih  s'évanouissent  individuellement  (-),  en  suppo- 


(  '  )  Pour  R  =^  ^  —  7  -+- 1,  ce  problème  a  été  formulé  de  la  môme  manière  par  Clebscii 
et  GoRDAN,   Theorie  der  AbeVschen  Functionen  {^.  2ii  et  suiv.). 

(')  Voir  Kroxecker  dans  la  Théorie  des  déterminants  de  Baltzer,  page  !\i  de  la 
3"  édition.  C'est  à  de  semblables  questions  que  se  réfèrent  les  recherches  de  Rokert, 
publiées  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  G7,  p.  aGü. 
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sant  que  le  déterminant  du  [t  —  ^y^me  ordre 


D=; 


^,(.r(0) 


.^,(.r(»)) 


:(«)' 


4,,  {.r( '-'/))      ^2(j-('-'/)) 


^.-v(--^'-'^^; 


ne  soit  pas  lui-même  nul.  Or,  nous  pouvons  toujours  supposer 
qu'il  en  est  ainsi,  puisque  nous  n'avons  imposé  aucune  condition 
au  système  des  courbes  (12).  Pour  démontrer  notre  proposition, 
nous  développerons  D/^  suivant  les  éléments  de  la  dernière  ligne 
horizontale,  sous  la  forme 


où  la  loi  de  formation  des  quantités  B/ii  comme  déterminants  mi- 
neurs de  Diff  est  facile  à  apercevoir.  Posons  maintenant 

(16)   C,,  =  ^,(x(^))-^  =  -5[-^.(.r(*))B.,  +  . 


11  vienara 


^i[.v('-' 


si  I  ou  k  prend  l'une  des  valeurs  i  jusqu'à  t  —  (/,  D/^  s'évanouis- 
sant  alors;  et  si  l'on  attribue  à  l'indice  i  toutes  les  valeurs, 
depuis  I  jusqu'à  t -{- 1 ,  ä  l'indice  k  toutes  les  valeurs,  depuis 
I  jusqu'à  R,  les  quantités  C,a,  en  vertu  de  la  manière  dont 
elles  sont  composées  avec  les  quantités  t|;  et  B  (*),  forment  un 
système  d'éléments  tel,  que  tous  les  déterminants  de  l'ordre 
t. — <7  +  I  que  l'on  peut  en  déduire  sont  nuls.  Si  l'on  suppose 
donc  que  les  déterminants 


'^t    q+ï.t-q+l'i 


I^/— <7+2./-7-t-2> 


'/— r/4-l,R> 


D^ 


-(7-(-2,R> 


^/-H>R 


es 


sont  tous  nuls,  comme  nous  l'avons  fait  précédemment,  tous  L^ 
éléments  G/a  se  confondent,  en  vertu  de  (16),  avec  les  fonctions 


(')  Cette  conséquence  résulte  du  théorème  sur  la  multiplication  des  déterminants. 
(Voir  Journal  de  Crelle,  t,  67,  p.  38.) 
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t|/,(a:^*^);  c'est-à-dire  qu'ils  forment  de  nouveau  le  Tableau  (i4)- 
Donc,  tous  les  déterminants  de  l'ordre  t  —  q -^  i  des  quantités  (]> 
sont  également  nuls,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Par  conséquent,  dans  le  système  (i4)  sont  uniquement  com- 
prises (^-i-i)(R  —  i-^(j/)  équations  indépendantes  les  unes  des 
autres;  savoir,  par  exemple,  celles  qui  sont  données  par  l'éva- 
nouissement des  déterminants  D/ä  réunis  dans  (17).  Les  solu- 
tions communes  de  ces  dernières  donnent  donc  aussi  celles 
du  système  (i4)j  car  tout  système  de  valeurs  qui  entraîne  l'éva- 
nouissement des  déterminants  (17)  satisfait  aussi  aux  autres  con- 
ditions qui  résultent  de  (i4)j  ^  faut  néanmoins  en  retrancher 
tous  les  systèmes  de  valeurs  pour  lesquels  s'évanouissent  des 
déterminants  de  la  forme  D  (').  Or  dans  les  (^ -h  i)(R  —  ^ -+- ^/) 
équations  figurent  R  inconnues,  savoir  les  coordonnées  des  points 
x^'^,  lesquelles  sont  en  outre  liées  aux  équationsy^(a:^'^)  =  o.  Parmi 
ces  R  points,  on  peut  donc  en  prendre  arbitrairement  sur^ 

(18)  R_(^  +  ,)(R_,+  ^), 

nombre  qui  ne  peut  devenir  négatif  en  aucune  hypothèse.  Par 
conséquent,  pour  que  l'on  puisse  trouver  sur  f  des  groupes  de  R 
points  par  lesquels  passe  une  famille  q  fois  infinie  de  courbes 
tirée  d' une  famille  linéaire  donnée  t  fois  infinie,  il  faut  la  réali- 
sation dé  la  condition 

(.9)  R>f^H_,);R_,+  ^)     [^-], 

On  impose  au  nombre  (18)  une  condition  plus  restrictive  en-, 
core,  si  l'on  demande  que  les  groupes  Gr  forment  un  système  de 
multiplicité  déterminée,  traversé  par  des  courbes  d'ordre  déter- 
miné. L'établissement  de  cette  seconde  condition  présente  un 
intérêt  particulier  si  les  fonctions  ^|>  sont  de  l'ordre  n —  3  et  que 
les  groupes  G.i  eux-mêmes  forment  encore  un  système  spécial  g'^\ 
c'est-à-dire   sont  traversables  par  une  famille  /•  fois  infinie  d'ad- 


(')  Voir  à  CO  sujet  les  exemples  donnés  dans  la  4°  Section  de  ce  Cliapitre,  ainsi 
tjue  la  note  de  la  pa{je  44-  Ces  exemples  montrent  éjalenient  que  le  nombre  des  solii^ 
lions  restantes  n'est  pas  nul  en  général. 

(*)  Sur  la  question  de  savoir  dans  quelle  mesure  ces  considérations  restent  exactes 
à  l'égard  des  courbes  non  adjointes,  voir  ci-dessous  la  Section  relative  aux  systèmes 
do  points  d'intersection. 
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jointes  G,j_3,  les  nombres  /•,  R,  q,  Q  étant  liés  alors  entre  eux 
par  le  théorème  de  Riemann  et  Roch.  Revenons,  par  exemple, 
au  cas  précédemment  mentionné  (p.  43  et  46)  où  nous  avions 

r=i,     R=/>  —  2,     (]^i,     Q=p,     t  =  p  —  I 

et  où,  en  concordance  avec  (i8),  p  —  5  points  pouvaient  être 
choisis  encore  à  volonté  sur/",  pour  trouver  un  groupe  GR=Gy,_2 
par  lequel  passerait  une  infinité  double  de  courbes  C„_3.  Si,  de 
plus,  ici  le  groupe  G^  doit  appartenir  à  un  système  simplement 
infini  (/•  étant  égal  à  i  )  gpLz-,  nous  avons  encore  la  seconde  con- 
dition p  —  5^1,  et  le  nombre  p  —  6  est  le  nombre  (désigné 
plus  loin  par  z)  des  points  qui  peuvent  être  choisis  arbitrairement 
si  Ton  veut  trouver  un  système  g^p-z- 

On  vient  de  la  même  manière  à  bout  de  notre  problème  géné- 
ral concernant  les  courbes  C,/_3,  c'est-à-dire  la  détermination  dos 
systèmes  spéciaux  g^^\  Nous  supposerons  dans  cette  circonstance 
que  t  est  égal  k  p — i,  c'est-à-dire  que  les  courbes  de  la  famille 
(12)  ne  satisfont  à  aucune  condition  autre  que  celles  d'être  du 
[n  —  3)*^'"®  ordre  et  d'être  adjointes  k  f.  Les  déterminants  (i5) 
ou  (i-)  deviennent  dans  ce  cas  des  déterminants  d'ordre  p  —  q,  et 
parmi  les  R  points  qui  figurent  dans  les  équations  résultant  de 
(i4)  on  peut  encore  en  prendre  d'après  (18) 

R-(ry-+-,)(R+^-/,  +  ,) 

arbitrairement.  Mais,  pour  que  nous  arrivions  à  un  système  g^^\  il 
faut  non  seulemenl  que  ce  nombre  ne  devienne  pas  négatif,  mais 
encore  qu'il  ne  descende  pas  au-dessous  de  r.  Or  comme,  en  vertu 
de  (1 1),  on  a  R  —  /^  -h  i  =  /*  —  q,  à  la  place  de  [ig]  se  présentera 
pour  les  groupes  spéciaux  Gi('  la  relation 
(20)  R_  (^  _l_i)^>^, 

et  de  là  résulte,  en  tenant  compte  de  (11), 


ou  encore,  si  l'on  élimine  R  de  (20)  au  moyen  de  (i  1), 
(22)  ^>(,.+  i)(î-J-i). 

Les  différences  des  premiers  et  des   seconds  membres  de  ces 
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inégalités 

(231  ^  Tr:=R-(7-M)r-r  =  R(r  +  i)-r(rH-/.-.) 

donnent  le  nombre  des  points  d'un  groupe  Gr  qui  restent  encore 
arbitraires  après  que  /•  points  de  ce  groupe  ont  été  fixés  à  volonté 
et  qui  doivent  être  eux-mêmes  fixés  de  telle  manière  que  l'on  ob- 
tienne un  nombre ß ni  de  systèmes  ^^''  séparés  de  tous  les  oo'  sys- 
tèmes 7*  fois  infinis  g^^'  satisfaisant  aux  conditions  données.  Or  le 
nombre  T  peut  devenir  aussi  petit  que  l'on  voudra  ;  s'il  est  égal 
à  zéro,  il  n'existe  qu'un  nombre  fini  de  systèmes  g^R*  sur  C„, 
comme  dans  l'exemple  considéré  pour  p  =  6.  Si,  au  contraire,  il 
est  négatif,  le  problème  cesse  d'être  résoluble  (p,  47)- 

Atout  système ^>^r'  de  groupes corésiduels  Gr  correspond,  d'après 
le  théorème  de  Riemann  et  de  Roch,  un  système  pareil  g^^^  ou 
réciproquement;  et  cela  de  telle  sorte,  que  tout  groupe  de  l'un 
des  systèmes  est  résiduel  de  tout  groupe  de  l'autre  système;  les 
nombres  Q,  q  se  déduisent  ici  de  R,  /■  au  moyen  des  équations  (i  1). 
Les  systèmes  en  nombre  t  fois  infini  g'{^^  ont  cette  propriété  qu'au- 
cun d'eux  n'a  en  commun  avec  un  autre  un  groupe  complet  Gr', 
parce  que,  suivant  le  théorème  du  reste,  un  groupe  détermine 
complètement  et  sans  ambiguïté  le  système  auquel  il  appartient. 
La  même  chose  a  lieu  à  l'égard  des  systèmes  g^(l\  dont  il  existe 
naturellement  aussi   un  nombre  x  fois  infini. 

Le  cas  de  r  =  o  est  particulièrement  intéressant  pour  la  suite. 
Lorsqu'il  se  présente,  on  trouve  au  moyen  des  équations  (i3)  ou 
(i4)  ou  au  moyen  de  l'évanouissement  des  déterminants  D/^,  pour 
/'  points  donnés  un  nomhre  ßni  Z  de  groupes  de  R  —  r  =  r[q  -\-i) 
points  dont  chacun  forme,  ensemble  avec  les  r  points,  un  groupe 
Gr',  et  qui  donnent  naissance  par  le  mouvement  des  r  points  à 
Z  systèmes  différents  ^Jj*  (  '  ).  Ces  systèmes  n'ont  entre  eux  rien  de 
commun  et  ne  peuvent  même  pas  être  transformés  les  uns  dans  les 
autres  (d'une  façon  continue)  par  des  variations  infiniment  petites. 
Il  existe  du  reste  un  nombre  égal  de  systèmes  de  groupes  GjJ'  sur 
/=  o  qui  sont  associés  sans  ambiguïté  aux  premiers  comme  rési- 


(')  Ea  d'autres  termes,  la  déteriuinatioa  de  ces  systèmes  dépend  d'une  équation 
du  Z'*"*  degré.  On  n'a  pu  jusqu'ici  faire  connaître  le  nombre  Z;  pour  le  cas  de 
\\  =  t  — 7+1,  sa  valeur  a  été  donnée  sans  démonstration  par  Brill  et  Nöther,  loc.  cit. 
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dus,  et  inversement,  (/^oi/' l'exemple  précédent,  p.  4'6  et  suiv.)  La 
recherche  des  systèmes  g'^|^  conduit,  par  conséquent,  à  une  équa- 
tion du  même  degré  que  celles  des  systèmes  g'^^  ;  le  nombre  des  so- 
lutions  est  le  même  pour  les  deux  problèmes,  et  les  solutions  des 
deux  équations  se  déduisent  les  unes  des  autres,  d'une  manière 
parfaitement  déterminée,  bien  que  les  problèmes  apparaissent 
comme  complètement  différents  au  point  de  vue  algébrique. 

Si,  au  contraire,  t  est  dißerent  de  zéro,  il  n'y  aura  plus 
correspond ance  analogue  de  deux  problèmes  déterminés.  (  F^oir 
l'exemple  cité.)  S'il  existe,  en  effet,  un  nombre  fini  de  groupes 
se  composant  chacun  de  R — /•  —  T  =  /'(<7-f-i)  points  qui  avec 
/• -h  T  points  forment  un  groupe  Gi('',  ceux-ci  conduisent,  d'après 
le  théorème  de  Riemann  et  Roch,  à  des  groupes  G|^'  qui  peuvent 
bien  avoir  q,  mais  non  q  -\-  z  points  communs,  car  par  q  points 
se  trouve  déterminé  un  nombre  fini  de  groupes  G^'  de  cette  espèce. 
Si  l'on  prend  d'après  cela  q  ■+-  r  points  arbitrairement  et  qu'on 
cherche  les  groupes  GJJ'  qui  leur  correspondent,  c'est-à-dire  les 
groupes  de  Q  —  q  points  chacun  qui  les  complètent,  le  chiffre  de 
ceux-ci  est  fini,  mais  d'ailleurs  différent  du  premier  nombre.  Mais 
il  existe  relativement  à  /■  points  donnés,  ainsi  que  la  remarque  en 
a  déjà  été  faite,  un  nombre  t  fois  infini  de  solutions  pour  la  déter- 
mination des  groupes  Gi['',  auxquelles  répondent  unidéterminative- 
ment  pour  q  points  donnés  d'une  manière  quelconque  un  nombre  t 
fois  infini  de  solutions  servant  à  déterminer  des  eroupes  G''/'. 


ipe 


Au  commencement  de  nos  recherches  sur  les  groupes  spéciaux, 
nous  nous  étions  demandé  quels  étaient  les  systèmes  doublement 
infinis  dans  lesquels  le  nombre  R  des  points  mobiles  était  aussi  petit 
que  possible  (p.  3^  et  suiv.).  Notre  condition  (21)  nous  permet 
maintenant  d'indiquer  immédiatement  pour  le  cas  de  /•  =  2  la  plus 
petite  valeur  que  puisse  prendre  R.  En  effet,  d'après  la  relation 
dont  il  s'agit,  on  doit  avoir 

Si   donc  /^=37r,  t,   désignant   un    nombre   entier   positif,    nous 
avons  comme  valeur  minima  de  R  dans  le  cas  de  r  =  1 

R  =  ?.  (ir-i-i)=/^  —  TT-+-2, 

et  celte  valeur  satisfait  encore,  pour/7=  3--1-  i  et  /7=  3:: -h  2,  à  la 


6o 
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condition  posée.  Mais  les  relations  (20),  (21)  ou  (22)  permettent 
(l'indiquer  en  général  la  valeur  minima  du  nombre  R  de  points, 
pour  lequel  r,  étant  donné,  peut  exister  un  groupe  spécial  Gr'. 
sur  f=z  o;  on  obtient  ainsi  en  même  temps,  d'après  (i  i),  la  valeur 
maxima  relative  au  nombre  Q  des  points  formant  les  groupes  rési- 
duels. Les  nombres  ainsi  obtenus  ont  été,  pour  les  cas  de  r  =  i,  2, 
3,  réunis  dans  le  Tableau  suivant,  qu'il  sera  aisé  de  prolonger  d'une 
façon  quelconque;  F  avant-dernière  colonne  de  ce  Tableau  contient 
le  nombre  t  défini  par  (23)  et  relatif  au  nombre  des  paramètres 
linéaires  dans  les  systèmes  correspondants  ^^^  et  g(j^^  nombre  qui 
ne  peut  jamais  devenir  négatif.  En  se  basant  sur  cette  observation, 
on  trouve,  d'après  (22)  et  (23),  les  plus  petites  valeurs  de  p  pour 
lesquelles  le  système  spécial  correspondant  est  possible  ;  ces  va- 
leurs sont  indiquées  dans  la  dernière  colonne.  Des  nombres  en- 
tiers devant  apparaître  pour  R,  etc.,  il  faut  faire  attention  à  la 
nature  du  nombre  p.  Soit  r  un  nombre  entier  positif,  on  trouve 


VaLEIRS  COnnESPONDANTES 

VALEIR 

de  p. 

r. 

Valeur  minima 

de  E. 

T. 

P^- 

de  q. 

de  Q. 

2  TT 

2  77-4-1 

I 

p  —  71  -+-  I 

77  —  1 

/J  -+-  77  —  3 

1     0 

1      I 

' 

Stt 

c 

Stt-hi 

2 

/?  —  77  +2 

77  —  I 

/^  +  77  -  4 

6 

377  -f-2           , 

[^ 

477 

» 

477  +  , 

477  +  2 

3 

/J-77  +  3 

77  —  I 

/?  -4-  77  —   5 

I 

2 

8 

477+3 

3 

(/•+i)77  +  r- 

avec 

r 

P    —  77  -H  r 

77  —  I 

/>>  -i-  77  —  /■  —  2 

T 

2/--I-2    (') 

(')  On  recoiiiiail  rexactitude  de  celte  série  {joiiéralc  de  nombres  en  la  portant  daii' 
lequalion  (21);  il  vient  alors  on  fait,  pour  r  =  o,  (/■  +  i)  K  =  r(r  h-/^  —  i) -,  pom 
T>  0,  cette  condition  se  transforme  en  (/■ -t-  i)(t  +  ;)  >  r(/-  -t- i  -h  t).  Or  cette  der- 
nière est  satisfaite. 
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Ainsi,  par  exemple,  il  existe,  comme  nous  l'avons  fait  observer 
plusieurs  fois  (p.  36),  sur  une  courbe  du  cinquième  ordre  à  deux 
points  doubles  (y[^  =  4,7r=  2),  deux  systèmes  différents  g^^\  puis- 
que z  =  o,  r  =  1,  p  —  71-1-1  =  3;  et  tous  deux  sont  résiduels 
l'un  par  rapport  à  l'autre;  en  effet,  on  a  aussi  (j  =  t:  — 1  =  1, 
Q=jf7-h7r  —  3  =  3.  Un  autre  exemple  nous  est  offert  par  la 
courbe  du  sixième  ordre  à  cinq  points  doubles  [p  =  5).  Pour 
deux  points  P,,  P2  arbitrairement  choisis,  il  existe  ici  un  nombre 
fini  de  couples  de  points  qui  forment,  ensemble  avec  les  pre- 
miers, des  groupes  spéciaux  G^'*,  p  étant  égal  à  2  7r  -h  i  pour  tt  =  2, 
p  —  7T-f-  1  =  4j  '2^  =  ï  j  d'où  résulte  ;•  -h  t  =:  2  (ce  qui  répond  au 
choix  arbitraire  de  deux  points).  Et  il  existe  pour  P,,  P2  précisé- 
ment cinq  groupes  G^,*'  ;  car  si  l'on  transforme  la  courbe  du  sixième 
ordre  au  moyen  des  courbes  adjointes  C3  en  nombre  doublement 
infini  qui  peuvent  être  menées  par  Pf ,  Po,  on  obtient  une  courbe  G« 
qui  aura  encore  nécessairement  cinq  points  doubles  ;  les  couples  de 
points  répondant  à  ces  derniers  sur  Co  forment,  comme  on  le  sait, 
conjointement  avec  P, ,  Po,  les  points  de  base  du  faisceau  de 
courbes  adjointes  C3  qui  rencontrent  Ce  dans  les  systèmes  rési- 
duels gi'==  g'^'  (t.  II,  p.  i45).  On  obtient  en  tout  sur  Ce  un  nombre- 
infini  de  systèmes  ^4'  de  cette  espèce,  puisque  t  =  i.  L'un  d'entre 
eux,  par  exemple,  se  compose  des  groupes  déterminés  par  les  in- 
tersections du  faisceau  de  droites  passant  par  un  point  double;  le 
système  résiduel  de  ce  premier  système  est  formé  par  les  groupes 
G4'  qui  sont  déterminés  par  le  faisceau  des  coniques  passant  par 
les  quatre  autres  points  doubles.  Nous  renvoyons  enfin  à  l'exemple 
relatif  au  cas  de  /;  =  6  qui  a  été  traité  avec  détails.  A  l'égard  de  ce 
dernier,  les  précédentes  propositions  sur  les  déterminants  ont  établi 
la  preuve  qui  nous  manquait  encore  de  l'existence  de  systèmes  ^4*' 
et  y'^'  sur  une  courbe  du  septième  ordre,  à  neuf  points  doubles  ('  ). 

III.  —  La  transformation  en  courbes  normales.  Modules. 

Nous  revenons  maintenant  au  cas  de  ;•  =  2,  qui  présente  une 
importance  particulière   pour  la   transformation  à  détermination 


(')  Pour  les  courbes  spéciales  du  genre  p,  il  peut  d'ailleurs  exister  d'antres  sys- 
tèmes spéciaux  que  ceux  indiqués  au  Tableau;  le  lait,  par  exemple,  se  produit  dans 
le  cas  des  courbes  hyperelliptiques. 
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unique  de  la  courbe  primitive.  En  fait,  nous  pouvons,  d'après  nos 
développements  précédents  (p.  37),  et  en  ayant  égard  aux  valeurs 
minima  de  R  qui  répondent  à  /■  ^=  2  et  qui  ont  été  indiquées  dans 
le  Tableau,  énoncer  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

La  courbe  de  l'ordre  le  moins  élevé  {^courbe  nori)iale)  en  la- 
quelle une  courbe  générale  du  genre  p  peut  être  transformée 
unidéterminativement  est  de  l'ordre  p  —  7r  H-  2  si  le  nombre  p 
est  de  la  forme  3  tt,  Stt  -1-  i ,  3  tt  -f-  2,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
de  V  ordre  27:-}- 2,  27r-t-3,  iti  -\-  f\  respectivement,  et,  comme  le 
genre  de  cette  courbe  normale  doit  de  même  être  égal  à  p,  elle 
possède  T,{p  —  71  -f-  I ) (/>  —  TT )  —  p  ou  respectivement  2 tt ( r  —  i ) , 
2Tr2,  2Tr-H-  2  7r  -+-  I  points  doubles  (  *  ). 


(')  Ces  courbes  normales  ont  été  indiquées  par  Brill  et  Nöther,  loc.  etc.  Déjà,  dans 
la  note  de  la  page  42,  nous  avons  fait  observer,  à  propos  d'un  exemple,  que  les 
courbes  normales  de  Rikmann,  Theorie  der  Abelschen  Functionen,  §  13,  diffèrent  essen- 
tiellement do  celles-là.  Dans  Riemann  il  s'agit,  en  effet,  étant  donnée  une  équation 
V(x,j)=o  du  ni''"^"  dei'.ré  par  rapport  h  x  eX  du  //'*■"»  par  rapport  k  j,  d'abaisser 
autant  que  possible  par  transformation  unidéterminative  les  nombres  m  et  n  séparé- 
ment, ou,  en  d'autres  termes,  de  trouver  deux  fonctions  algébriques  dilférentes  l'une 

de  l'autre,  -  et  —  >  qui  deviennent  nulles  ou  infinies  en  aussi  peu  de  points  que  pos- 

■/.      y. 

sible.  On  est  donc  conduit  à  clierclier  deux  faisceaux  de  courbes 

(«)  e.-H;.;/~o     et     5>'+/;/'=o, 

qui  coupent/=o  en  un  nombre  aussi  réduit  que  possible  de  points  mobiles  ou  qui, 
autrement  dit,  déterminent  sur  f  =■  o  deux  systèmes  ^jj'  relativement  auxquels  R  a 
la  valeur  minima  indiquée  dans  le  Tableau,  c'est-à-dire  Pi=^^  —  :r  +  i  pour  p=z27z 
ou  yj  =  2  ;r  -t-  I .  Les  courbes  de  transformation  dont  on  doit  faire  usage,  savoir 

iß)  '^■ir'x'^- '■'-iXy-^^-.xy.'^o, 

coupent  encore  /=  o  en  2p —  2-  -f-  2  points  mobiles.  Aux  groupes  composés  chacun 
de  Q=/;-4--  — 3  points  de  base  des  faisceaux  («)  correspond  un  point  multiple 
d'ordre  p -h  ti — 3  sur  la  nouvelle  courbe.  Nous  obtenons  donc  (d'accord  avec 
Riemann) : 

Pour /;  =^  2 TT,  des  courbes  d'ordre /> -t- 2  à  deux  points  multiples  d'ordre  3(:r  —  1) 
et  77(71  —  2)  points  doubles; 

Poury>=^  2  7r -)- I  des  courbes  d'ordre /^ -i- 3  à  deux  points  multiples  d'ordre  3  :r  —  2 
et  tt'  points  doubles. 

Sont  exceptés  les  cas  de  p  =  1  et  p  =  2.  Poury;  =  2  7r  -H  1,  on  a  t  =  i;  la  transfor- 
mation peut  donc  être  réalisée  d'un  nombre  infini  de  manières  différentes.  Par  une 
tratisformation  quadratique  dont  les  points  fondamentaux  sont  respectivement  situés 
aux  deux  points  multiples  et  en  l'un  des  points  doubles  (ou  par  des  considérations 
sur  les  courbes  de  l'espace)  ces  courbes  normales  peuvent  aisément  être  transformées 
en  courbes  d'ordre  p  ou  p  -\-i  (pour  ^  >  4)-  (  f^oir  Brill,  Math.  Annaleu,  t.  II,  p.  471- 
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Corrélativement  aux  trois  cas  cités,  on  a  pour  le  choix  du  sys- 
tème de  courbes  de  transformation,  eu  égard  aux  valeurs  de  t 
lorsque  /•==  2,  ou  bien  aucun  paramètre,  ou  bien  un  seul  ou  bien 
deux  à  sa  disposition.  Les  valeurs  de  Q  et  ^  qui  correspondent  à 
la  valeur  R  =  /;  -f-  tt  —  2  permettent  donc  d'énoncer  encore  le 
théorème  précédent,  sous  la  forme  suivante  : 

Pour  p  =  3t:,  Stt  H-  1  ou  3::  -j-  2,  on  peut.  1  elativeinent  à  un 
groupe  spécial  de  p-{-TC  —  4  ou  respectivement  de  /\v.  —  4> 
47r  —  3,  ^v:  —  2  points  par  lesquels  passe  un  nombre  doublement 
inßni  de  courbes  adjointes  d' ordre  n  —  3  et  dont  u  —  1 ,  tt,  7:  -f- 1 
respectivement  peuvent  être  pris  à  'volonté,  trouver  encore 
j[p  —  7rH-i)(p  —  tt) — p  ou  respectivement  it.^ti  —  1),  in-, 
2  7r-+2  7r-+-i  couples  de  points  qui  avec  les  p -h  t: — 4  Jf oints 
cités  forment  un  groupe  spécial  de  q.ti^'K  -\-\)  —  4>  27:(7r4-2)  —  3, 
2ïr(Tr4-3)  —  I  points  par  lesquels  on  peut  encore  faire  passer 
un  nombre  simplement  infini  de  courbes  de  la  même  espèce. 

On  obtient  ainsi,  pour  les  valeurs  les  moins  élevées  de  p  cal- 
culées exactement,  les  courbes  normales  suivantes  :  une  compa- 
raison avec  le  Tableau  donné  plus  haut  (p.  Sj)  pour  les  courbes 
du  [p  -h  1)'*"°*  ordre  montre  comment,  en  fait,  pour/>>  6,  on  obtient 
les  courbes  d'un  ordre  moins  élevé.  On  trouve 

Pour  p  =  3,  Tz  =--  I  des  courbes  du  4*  ordre  à    o  j)oints  doubles, 

"     p  =  ^,  Tt  =z  1  ;)  5*  ordre  à    2  » 

p  =  5,  Tz  =  i  »  6*  ordre  à    5  )) 

/>  =r  6,  7T  =  2  ))  6*  ordre  à    4  " 

/>>  1=:  -j ,  TT  m  2  11  'j"  ordre  à    8  » 

p  =  8,  Tz  =  7.  ))  8*  ordre  à  1 3  » 

p  =  g,  Tz  =z3  »  8®  ordre  à  1 2  n 

Dans  ces  courbes  manquent,  par  exemple,  les  courbes  du  cin- 
quième ordre,  où  p  =  o  etp  =  6.  Ces  dernières  et,  en  général, 
les  courbes  du  genre  p  dont  l'ordre  est  inférieur  à  p  —  tt -1- 2 
s'obtiennent,  au  contraire,  par  transformation  de  courbes  du 
{p  —  71  +  2  )'^'"'' ordre  sur  lesquelles,  en  vertu  de  relations  parti- 
culières entre  les  constantes  qui  les  déterminent,  existent  des  sys- 
tèmes spéciaux  g[l*  ayant  un  nombre  de  points  mobiles  moindre 
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que  cela  n'est  possible  sur  une  courbe  générale  appartenant  au 
genre  dont  il  s'agit. 

La  transformation  d'une  courbe  Cnf{x)  =  o  de  genre  p  en  la 
courbe  normale  correspondante  au  moyen  de  courbes  adjointes 
G«_3  peut,  du  reste,  être  rendue  impossible  par  des  valeurs  parti- 
culières des  constantes  que  nous  avons  déjà  mentionnées  (p.  Sa) 
et  que  l'on  désigne  habituellement  sous  le  nom  de  modules  ('  ). 
Si,  en  effet,  deux  points  sur  f  ont  entre  eux  une  relation  telle 
que  (comme  il  arrive  par  exemple  dans  les  courbes  du  cinquième 
ordre  ayant  un  point  triple)  toutes  les  adjointes  (Zn-^  qui  passent 
par  un  point  quelconque  passent  par  cela  même  par  un  ou  plu- 
sieurs points  associés  au  premier,  l'inversion  uni  determinative  des 
formules  de  transformation  p'yi=^  '^i[^)  devient  impossible,  même 
sous  le  bénéfice  àef[x)  =  o,  de  telle  sorte  que  les  variables  x  ne 
peuvent  plus  s'exprimer  en  fonctions  des  variables  j  rationnelle- 
ment, mais  seulement  à  l'aide  de  radicaux  (ou  en  général  de  quan- 
tités irrationnelles),  et  la  correspondance  cesse  alors  d'être  uni- 
déterminative.  On  se  convaincra  du  reste  aisément  que,  dans 
l'emploi  des  courbes  adjointes  C«_3  comme  courbes  de  transfor- 
mation, il  ne  peut  se  présenter  d'irrationnalités  plus  élevées  que 
les  radicaux  du  second  degré.  Si,  en  effet,  à  tout  point  A  donné 
d'une  manière  quelconque  sur/' il  pouvait  correspondre  y  points 
tels  que  toutes  les  adjointes  C«_s  menées  par  A  passassent  égale- 
ment par  ces  y  points,  on  aurait  déjà,  puisqu'une  courbe  de  cette 
espèce  possède  p  —  i  éléments  déterminateurs,  en  prenant  yy  —  i 
points  à  volonté,  fixé  {j-i-i){p  —  i)  points  d'intersection  de  la 
courbe,  tandis  que  celle-ci  ne  rencontre  /  qu'en  2/?  —  2  points 
mobiles.  Donc/  est  au  plus  égal  à  i. 

Par  conséquent,  dans  le  sjstènie  de  points  d'intersection  d'une 
courbe  Cn  a^^ec  une  adjointe  G,2_3,  ihij  a  qu'un  seul  point  au  plus 
qui  puisse  être  déterminé  par  un  autre  point  du  même  système  (2). 
Or,  comme  il  existe  un  nombre  simplement  infini  de  points  sur  la 
courbe,  une  courbe  de  cette  nature  spéciale  est  caractérisée  par  la 
circonstance  qu'elle  possède  un  système  g^^\  A  son  égard  reste 
vraie  la  proposition  que  p  —  i  points  d'intersection  d'une  courbe 


(')  Nous  reviendrons  incessamment  sur  leur  noniLic. 
(')  Voir  Bkill  et  KoTniiK,  loc.  cit.,  p.  286. 
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adjointe  C^.s  sont  déterminés  par  les  p  —  i  restants,  mais  un 
point  individuel  quelconque  faisant  partie  des  premiers  dépend 
déjà  d'un  point  entièrement  déterminé,  faisant  partie  des  seconds 
et  réciproquement.  On  peut  donc  prendre  p  —  2  points  arbitrai- 
rement ;  par  ces  points  et  par  les  p  —  2  points  correspondants 
passe  un  faisceau  d'adjointes  G^.s  qui  déterminent  sur/'le  système 
g'^*'  dont  il  a  été  parlé.  Un  groupe  individuel  G^*^(=:G{C)  de  ce 
système  forme  alors,  suivant  le  théorème  de  Riemann  et  Roch,  le 
svstème  des  points  de  base  des  courbes  adjointes  Grt_3  qui  sont  en 
nombre  p  —  2  fois  infini  et  déterminent  sur  f  le  système  rési- 
duel g^p~i)  =  gQ^  tandis  que  par  deux  points  quelconques  de  / 
il  ne  passe  plus  qu'un  nombre  p  —  3  fois  infini  de  courbes  de 
cette  espèce.  Un  exemple  des  faits  dont  nous  parlons  nous  est 
offert  par  les  courbes  du  /z^®™^  ordre  à  point  multiple  d'ordre  n  —  2 
(lesquelles  sont  conséquemment  du  genre  n — 2);  en  effet,  ici 
toute  adjointe  C„_9  se  décompose  en  n  —  3  droites  passant  par  le 
point  multiple.  Une  ligne  mobile  et  n  —  4  droites  fixes  de  ce 
faisceau  de  rayons  représentent  donc  ensemble  une  famille  sim- 
plement infinie  de  courbes  G„_3  qui  ne  coupent  f  qu'en  deux 
points  mobiles.  Les  courbées  dont  il  est  question  ici  sont  ordinai- 
rement appelées  hjpej elliptiques  (*). 

Mais  on  a  aussi  réciproquement  cette  proposition  que  toute 
courbe  G«  de  genre  p  sur  laquelle  existe  un  système  spécial  ^â" 
peut  être  transformée  unidéterminatiwement  en  une  courbe  du 
[p  -\-  2)"""®  degré  à  point  multiple  d'ordre  p;  nous  pouvons  donc 
qualifier  d'hyperelliptique  toute  courbe  possédant  un  système  g\}\ 
J^a  transformation  précitée  s'effectue  au  moyen  d'une  famille 
doublement  infinie  de  courbes  adjointes  G^.j  qui  passent  par 
n-+-  p  —  4  points  fixes  de  G«  et  rencontrent  par  suite  cette  der- 
nière en  ^  -H  2  points  mobiles.  Pour  produire  sur  la  nouvelle 
courbe  G^+2  un  point  multiple  d'ordre  p,  il  faut,  parmi  les 
n-i-p  —  4  points  fixes  sur  G,j,  en  placer  n  —  p  aux  points  d'in- 


(')  Cette  dénomination  est  fondée  sur  ce  que,  pour  les  courbes  dont  il  s'agit,  les 
intégrales  hyperelliptiques  {voir  la  6°  Section  de  ce  Chapitre)  ont  une  signification 
semblable  à  celle  des  intégrales  elliptiques  pour  les  courbes  du  genre  /^  =  i.  A  la  fin 
de  cette  Section,  nous  revenons  encore  sur  les  courbes  hyperelliptiques;  consulter 
aussi  la  Section  relative  aux  courbes  du  genre  p  =  2. 

Clebscu.   —  Geometrie,  III.  5 
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tersection  d'une  droite  quelconque  Ux==  o  asec  f==-  o  et  choisir 
les  ip  —  4  autres  de  telle  sorte  que  par  eux  passe,  de  la  façon 
indiquée,  un  faisceau  ç,  +  X^2=  o  de  courbes  adjointes  On-%  dé- 
terminant le  système  g''^\ 

Si  l'on  emploie  alors  les  formules  de  transformation 

OÙ  t|;  =  o  représente  une  courbe  C>n-2  quelconque  passant  par  les 
n-+-p  —  4  points  précités,  le  faisceau  ff  -{-1^2  =  o  coupe  la 
courbe  résultante  C^+a  seulement  en  deux  points  mobiles,  en  dé- 
terminant sur  elle  le  système  caractéristique  ^j^';  autrement  dit, 
le  point  jy,  =  o,  j^2  =  o  est  de  fait  un  point  multiple  d'ordre  p  de 
la  courbe  Cp^o- 

La  détermination  du  nombre  des  constantes  caractéristiques 
ou  modules  d'une  courbe  peut  actuellement  s'effectuer  en  con- 
nexion avec  notre  détermination  des  courbes  normales  de  l'ordre 
le  moins  élevé  (p.  82).  Nous  supposerons  d'abord  que  le  genre  p 
soit  divisible  par  3,  que  par  suite  p  soit  égal  à  Stt;  alors  la  courbe 
normale  correspondante  est  de  l'ordre  271+2  et  a  271(7:  —  i) 
points  doubles,  c'est-à-dire  qu'elle  dépend  de 

(7r-f-l)(27r-i-5)  —  27r(7r —  i)i=g7r-f-5 

constantes.  Mais  on  peut,  par  transformation  linéaire,  faire  dispa- 
raître encore  huit  de  ces  dernières,  en  sorte  qu'il  n'en  restera 
plus  que 

977  —  3  =  3/>  —  3. 

Une  réduction  plus  considérable  de  ce  nombre  par  le  choix 
particulier  des  tt  —  i  points  arbitraires  qui,  dans  la  réduction  de 
notre  courbe  C«  de  genre  Stt  à  la  forme  normale,  servent  comme 
points  de  base  pour  les  courbes  de  transformation  du  [n  —  sy^me 
ordre,  est  impossible.  Deux  groupes  différents  G^_i  de  cette  espèce 
donnent,  en  effet,  lieu  à  deux  familles  d'adjointes  G^.s  qui  déter- 
minent sur  G«  un  même  système  ^ji+s  (  parce  qu'il  n'existe  qu'un 
nombre  fini  de  systèmes  g-gi+2>  '^  étant  égal  à  zéro),  et  sont  par 
suite  complètement  équivalentes  relativement  à  la  courbe /=o. 
Si  donc  deux  transformations  de  cette  espèce  sont  données  par 
les  équations 
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elles  conduisent  à  une  même  courbe  normale  F{j)  =  o.  Par  con- 
séquent, en  choisissant  autrement  les  tt  —  i  points  de  base  surC,,, 
on  obtient  uniquement  le  changement  d'une  autre  famille  d'ad- 
jointes Grt_s  en  une  famille  de  droites  (et  en  une  courbe  fixe  G2Tr_i 
adjointe  à  F  =  o),  sans  que  d'ailleurs  l'équation  F  =  o  elle-même 
varie. 

L'examen  des  hypothèses  p=3t:  -h  i  et/;=37r-f-2  se  fait  d'une 
manière  tout  à  fait  analogue.  On  a  dans  le  prçmier  cas  t  =  i ,  et 
conséquemment  la  transformation  en  courbe  normale  peut  avoir 
lieu  d'une  infinité  de  manières  dißerentes,  de  telle  sorte  que,  par 
le  choix  spécial  des  tt  points  arbitraires,  on  peut  encore  faire  dis- 
paraître une  constante  de  l'équation  résultante  F  =  o.  Le  nombre 
des  constantes  restantes  est  donc  égal  à 

-  (îTT -^  3)  (27r -H  6)  —  27r«  -  8  —  I  =  97r  =r  3p  —  3. 

Pour  compléter  cette  conclusion,  il  faut  encore  démontrer  que 
deux  courbes  normales  difierentes  F(j^)  =  o,  déduites  d'une  même 
courbe  G«,  ne  peuvent  dériver  l'une  de  l'autre  par  transformation 
linéaire,  de  telle  sorte  qu'on  ait  (comme  précédemment)  à  dimi- 
nuer de  huit,  par  suite  des  transformations  linéaires,  le  nombre  des 
constantes.  Gar  si  deux  courbes  F  =  o,  F'=  o  provenant  àef=^  o 
par  les  substitutions  respectives 

étaient  transformables  linéairement  l'une  en  l'autre,  on  pourrait 
poser 

Les  courbes  cf--  appartiendraient  donc  à  la  même  famille  double- 
ment infinie  que  les  courbes  cpj,  et  par  suite  auraient  en  commun 
entre  elles  les  mêmes  points  àe  f=:  o;  les  deux  transformations  ne 
différeraient  donc  pas  l'une  de  l'autre.  On  trouve  enfin,  d'une  ma- 
nière tout  à  fait  semblable,  que  pour  ^  =  3::  -f-  2  le  nombre  des 
constantes  est  égal  à 

(Tr-f-2)(27r-{-7)—  (27i-2-F27r+l)— 8—  2=97r-f-3  =  3/?  — 3. 

Le  nombre  des  modules  d' une  courbe  du  genre  p,  ou  autre- 
ment dit  le  nombre    des   constantes    caractéristiques    de   cette 
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courbe  relativement  aux  transformations  à  détermination  unique, 
est  donc  égal  à  3p  —  3  ('). 

Les  modules  jouent  conséquemment,  dans  les  transformations  à 
détermination  unique,  le  même  rôle  que  les  invariants  absolus 
dans  les  collinéations  (2).  On  peut,  semblablement  à  ce  qui  a  été 
fait  pour  les  seconds,  considérer  les  premiers  comme  des  fonctions 
de  rapports  anharmonique^s ,  ou  même  qualifier  précisément  de 
modules  certains  rapports  anharmoniques,  si  (comme  il  arrive  le 
plus  fréquemment)  on  n'attache  aucune  importance  à  la  représen- 
tation des  modules  comme  fonctions  rationnelles  des  coefficients 
de  f.  On  peut,  en  ejjet,  eni^isager  comme  modules  tous  les  para- 
mètres dépendant  uniquement  des  coefficients  de  l'équatioîi  j  =  o 
qui,  formés  par  un  procédé  algébrique  j'igoureusement  défini, 
ne  changent  pas  de  'valeur  lorsqu'on  les  déduit,  par  le  même 
procédé,  des  coefficients  de  la  courbe  transformée  ou  qui,  dans 
le  cas  otV,  comme  par  exemple  un  rappoj^t  anharmonique,  ils 
seraient  des  fonctions  irrationnelles  des  coefficients,  ne  peuvent 
néanmoins  se  transformer  qu'en  un  nombre  fini  de  ^valeurs  diße- 
rentes  des  premières.  Suivant  l'espèce  de  l'opération  algébrique 
employée,  on  obtiendra  comme  modules  différents  systèmes  de 
grandeurs  ;  pour  représenter  en  particulier  les  modules  comme  des 
rapports  anharmoniques,  le  plus  simple  est  de  chercher  sur  le 
terrain  binaire  un  champ  de  valeurs  lié  à  la  courbe,  et  tel  qu'il 
lui  réponde  unidéterminativement  un  semblable  champ  de  valeurs 
par  rapport  à  la  courbe  transformée.  Ces  deux  champs  de  valeurs 
sont  alors  liés  projectivement  l'un  à  l'autre  (3);  les  rapports  an- 
harmoniques  formés  avec  les  éléments  correspondants  sont  donc 
égaux  et  fournissent  les  modules.  Le  plus  avantageux  est  de  partir 
ici  de  courbes  adjointes  du  [n  —  3yème  o^dre,  car  nous  avons  vu 
qu'aux  systèmes  d'intersections  de  ces  courbes  avec/^=  o  corres- 
pondent sur  la  nouvelle   courbe  du  v'^"**  ordre  des  systèmes   de 


(  '  )  Le  nombre  ?>p  —  3  a  été  donné  pour  la  première  fois  par  Riemans,  loc.  cit.,  §  12. 
Les  cas  de  pz=o  ei  p  =  i  forment  exception.  Le  nombre  en  question  est  encore 
exact  pour  p=  2,  tandis  qu'il  ne  l'est  plus  pour  les  courbes  hyperelliptiques  (p.  72). 
En  général,  le  nombre  vrai  est  inférieur  à  Zp — 3  pour  toute  courbe  sur  laquelle 
existent  d'autres  systèmes  spéciaux  que  ceux  figurant  au  Tableau  ci-dessus. 

(2)  Voir  t.  I,  p.  3ioet  332. 

(')  Foir  t.  Il,  p.  i4i,  note. 
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points  qui  sont  déterminés  par  des  courbes  adjointes  du  (v  —  S^ème 
ordre.  Maintenant,  dans  un  faisceau  d'adjointes  C/i_3,  dont  p —  2 
points  de  base  sont  situés  sury=o  d'une  façon  quelconque,  il 
existe,  d'après  des  formules  données  plus  haut  (t.  II,  p,  172), 
^p  —  2  courbes  tangentes  à  la  courbe  y*,  et  dans  les  faisceaux  cor- 
respondants de  courbes  Gv_3  il  y  a  un  nombre  égal  de  courbes  qui 
touchent  la  courbe/"  (  *  ). 

Le  système  des  4/' — 2  tangentes  de  ces  Qourbes  en  un  point 
de  base  du  premier  faisceau  est  donc  projectlf  au  système  des 
/\p  —  2  tangentes  des  courbes  correspondantes  dans  le  second 
faisceau,  et  les  4/>  —  5  invariants  absolus  des  formes  binaires  cor- 
rélatives, c'est-à-dire  les  ^p  —  5  rapports  anharmoniques  des 
deux  systèmes  de  tangentes  sont  égaux  entre  eux.  Mais  ces  rap- 
ports anharmoniques  dépendent  encore  des  coordonnées  des  p  —  2 
points  de  base  choisis  arbitrairement  sur  f=:  o;  donc,  par  élimi- 
nation de  ces  dernières  quantités,  on  pourra  former,  d'après  le 
compte  précédent,  3p  —  3  fonctions  de  ces  4p — 5  rapports  an- 
harmoniques,  indépendantes  l'une  de  l'autre  et  ne  dépendant 
plus  que  des  coefficients  de  la  courbe  primitive  ;  ces  fonctions 
doivent  donc  être  légitimement  considérées  comme  modules  [-). 
On  vérifie  aussi  ces  dernières  propriétés  par  le  fait  qu'en  choisis- 
sant d'une  façon  spéciale  les  p  —  2  points  en  question  on  obtient 
directement  3/^  —  3  rapports  anharmoniques  Indépendants  entre 
eux,  et  cela  de  la  manière  suivante  : 

Dans  la  famille  p  —  i  fols  infinie  d'adjointes  C,i^3i  il  existe, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  t.  II,  p.   172, 

p[ip  _  2  -4-  (/7  —  i)  /^  -  (/p  —  l)]  =  (/?  —  l)p[p  +  1) 

courbes  qui  ont  avec  G«  un  contact  d'ordre  p  —  i  (c'est-à-dire  la 
rencontrent  en  p  points  consécutifs);  ces  courbes  sont,  par  suite, 
données  avec  C„  et  dépendent  uniquement  des  coefficients  de  cette 
dernière.  Actuellement,  choisissons  les  autres  p  —  2  points  d'inter- 


(')  La  présence  éventuelle  de  quelques  points  de  rebroussement  ne  doit  entraîner 
ici  aucune  réduction  du  nombre  [\p  —  2.  [Voir  les  remarques  faites  p.  8.) 

(')  Ce  mode  de  détermination  des  modules  a  été  donné  par  Riemann,  loc.  cit.;  la 
question  abordée  en  dernier  lieu  dans  le  texte  est  traitée  par  les  transcendantes  dans 
ce  passiif^e. 
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section  d'une  semblable  courbe  C„_3  pour  points  de  base  de  notre 
faisceau.  Parmi  les  4p  —  2  courbes  tangentes  de  ce  dernier,  p  —  i 
s'absorbent  dans  la  courbe  unique  ayant  un  contact  d'ordre  p  —  i , 
et  3^ —  I  courbes  C«_3  ayant  un  contact  simple  restent  encore 
comprises  dans  le  faisceau;  les  tangentes  de  ces  courbes  et  de  la 
courbe  de  contact  précédemment  signalée,  en  un  point  de  base 
du  faisceau,  représentent  alors  une  forme  binaire  de  l'ordre  3/?, 
telle  que  les  ^p  —  3  rapports  anharmoniques  en  relation  avec  elle 
dépendent  uniquement  des  coefficients  de  la  courbe  primitive  (*). 
On  peut  donc  considérer  ces  rapports  anharmoniques  comme  des 
modules,  étant  admis  avant  tout  qu'ils  soient  en  général  indépen- 
dants les  uns  des  autres.  Or,  on  prouve  qu'il  en  est  bien  réelle- 
ment ainsi  (2),  en  montrant  que  réciproquemcjit,  par  les  valeurs 
de  ces  'dp  —  3  paramètres,  un  nombre  ßni  de  courbes  ^p+\  est 
déterminé,  attendu  que  Von  considère  comme  identiques  entre 
elles  toutes  les  courbes  qui  dérivent  les  unes  des  autres  par 
transformation  à  détermination  unique,  et  cela  de  la  manière 
suivante  (^  ).  Au  lieu  d'une  courbe  C«  de  genre  p,  nous  pourrons 
prendre    pour   base    de  notre    examen    une   courbe    C^+i    ayant 

-p{p  —  3)  points  doubles;  on  peut  ensuite,  sans  nuire  à  la  géné- 
ralité, attribuer  à  cette  courbe  la  propriété  de  posséder  un  point 
dans  lequel  elle  a  un  contact  d'ordre  p  —  i  avec  une  droite;  car, 
pour  déduire  une  courbe  de  cette  espèce  d'une  courbe  générale 
Cß,  il  suffit  de  choisir  le  réseau  des  courbes  de  transformation 
de  telle  sorte  qu'il  renferme  une  des  courbes  Cn-z  ayant  un  contact 


(  '  )  Ce  mode  de  détermination  des  modules  a  aussi  été  employé  par  Weierstrass. 
(  Voir  Brill  et  Nöther,  loc.  cit.)  Dans  ce  Mémoire  sont  également  indiqués  d'autres 
modes  de  détermination. 

(')  S'il  devait  en  être  autrement  dans  des  cas  particuliers,  c'est  que  l'on  aurait 
précisément  assigné  aux  modules  des  valeurs  spéciales,  certaines  relations  invariantes 
étant  alors  satisfaites  à  l'égard  de  la  forme  binaire  correspondante  représentée  par 
les  3/J  tangentes  en  un  point  de  base.  Ces  relations  peuvent  être  données  par  des 
valeurs  particulières  des  invariants  absolus  (c'est-à-dire  par  l'évanouissement  d'inva- 
riants) ou  aussi  par  l'évanouissement  identique  de  covariants.  Cette  dernière  circon- 
stance indique  encore  généralement  des  relations  entre  les  rapports  anharmoniques, 
en  sorte  que  l'on  embrasse  les  deux  cas  si  l'on  considère  seulement  des  rapports 
anharmoniques  (c'est-à-dire  des  paramètres  irrationnels);  on  renonce  néanmoins 
par  là  d'abord  à  la  représentation  rationnelle  des  modules  par  les  coetticienls  de  C„. 

(')   Voir  Cayley,  Proceedings  of  thé  London  Math.  Societj,  t.  I. 
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d'ordre  p  —  i.  La  droite  tangente  d'ordre  p  —  i  dont  nous  avons 
parlé  coupera  C^+i  en  un  autre  point  P  duquel  on  pourra  encore 
mener  Zp  —  i  tangentes  à  cette  courbe.  Les  rapports  anharmo- 
niques  des  Zp  droites  ainsi  déterminées  sont  les  paramètres  que 
nous  cherchons.  Considérons  actuellement,  à  l'inverse,  ces  para- 
mètres comme  donnés  d'une  façon  complètement  arbitraire  ;  alors 
on  peut  toujours  trouver,  ainsi  qu'il  suit,  une  courbe  C^+i  à 
laquelle  ils  appartiennent  comme  modules.  Neus  prendrons  un 
point  quelconque  P  et  nous  mènerons  par  ce  point  trois  droites 
quelconques;  on  pourra  alors  tracer  par  P  encore  Zp — 3  autres 
droites  qui,  avec  les  trois  premières,  formeront  les  3^  —  3  rap- 
ports anharmoniques  donnés.  Si  maintenant  nous  imposons  à  une 

courbe  G^+t   les  conditions  de  passer  par  P,  d'avoir -/7(/?  —  3) 

points  doubles,  de  toucher  les  3p  droites  précitées,  le  contact  avec 
une  d'entre  elles  étant  d'ordre  p  —  i,  le  nombre  des  constantes 
dont  on  peut  encore  disposer  pour  OpJ^^  est  égal  à 

^  (p -M) (p -i- 4)  -  ^/^ (/>  -  3)  -  (4/' -  2)  -  I  =  3. 

Soit  F'=ro  l'équation  d'une  courbe  satisfaisant  à  ces  condi- 
tions, et  soient  Xt  =  o,  Xi=  o  les  coordonnées  du  point  P  :  nos 
conditions  seront  encore  satisfaites  par  toute  courbe  F  =  o  déri- 
vée de  F'  par  la  transformation  linéaire  (*) 

et  cette  courbe  F  =  o  renferme  trois  constantes  arbitraires  a<,  «j, 
«3.  Il  en  résulte  que  toutes  les  courbes  qui  satisfont  aux  condi- 
tions précédentes  doivent  pouvoir  être  déduites  d'un  nombre  fini 
de  courbes  F'=  o  par  transformation  linéaire.  Il  est  donc  prouvé 
en  premier  lieu  par  là  que  les  Zp  —  3  rapports  anharmoniques 
introduits  plus  haut  comme  modules  sont  indépendants  les  uns 
des  autres,  et  en  même  temps  aussi,  que  ces  3p  —  3  modules  dé- 
terminent réciproquement  une  classe  de  courbes  du  genre  p,  si, 
avec  Riemann,  nous  rangeons  dans  une  classe  toutes  les  courbes 


(')  CeUe  transformation  est  une  coHinéalion  perspective  dont  le  centre  (à  savoir 
le  point  X,  =  o,  x,^  o)  est  donné  (t.  I,  p.  819  et  suiv.). 
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qui  peuvent  être  transformées  unidéterminativement  les  unes 
dans  les  autres. 

Nous  mentionnerons,  pour  terminer,  les  modifications  que  cette 
détermination  des  modules  subit  dans  les  courbes  hyperelliptiques 
(p.  65),  c'est-à-dire  dans  les  courbes  qui  possèdent  un  système  spé- 
cial ^2*'.  Un  faisceau  d'adjointes  Cn^s  mené  par  p  —  2  points  de^* 
passe  encore  par  p  —  2  autres  points  fixes  de  cette  même  courbe, 
et  dans  ce  faisceau  il  existe  seulement  2(2-1-/7  —  i)  =  2/74-2 
courbes  tangentes.  Or,  comme  tous  les  faisceaux  constructibles 
de  courbes  C«_3  sont  ici  équivalents,  les  2/?  —  i  rapports  anhar- 
moniques  des  paramètres  de  ces  courbes  de  contact  sont  indépen- 
dants du  choix  des  points  fixes,  et  ce  sont  les  Q.p  —  i  modules  de 
la  courhe  hyper  elliptique.  Il  suit  également  de  là  que  si  U7ie  courbe 
du  genre  p  doit  posséder  un  système  spécial  g^^\  cela  équi^^aut  à 
Zp  —  3  —  2p  -\-  i:=p — 2  conditions  [*).  Si  l'on  part,  en  parti- 
culier, de  la  forme  normale  précédemment  indiquée  pour  une 
courbe  hyperelliptique,  c'est-à-dire  d'une  courbe  d'ordre /?-}- 2  à 
point  multiple  d'ordre  p,  les  adjointes  Cn^z  sont  données  par  les 
groupes  de  p  —  i  droites  qui  passent  par  le  point  multiple  ;  les 
m.odules  sont  donc  les  :2p- — i  rapports  anharmoniques  [les  inva- 
riants absolus)  des  ip -\- 1  tangentes  que  l'on  peut  mener  du 
point  multiple  à  la  courbe. 

Il  est  au  surplus  facile  de  mettre  l'équation  d'une  semblable 
courbe  C^+s  sous  une  forme  dans  laquelle  ces  2/7 — i  modules 
figurent  seuls  explicitement  comme  constantes.  Supposons,  en 
effet,  que  le  point  multiple  soit  situé  au  sommet  x^  =  o,  X3=  o, 
l'équation  de  la  courbe  C^+2  aura  alors  la  forme 

les  (jp  désignant  des  fonctions  de  leurs  arguments  et  étant  de  l'ordre 
indiqué  par  leur  indice  inférieur.  Pour  les  coordonnées  des  points 
de  contact  des  tangentes  issues  du  point  multiple,  cette  équation 
doit,  une  valeur  de  Xi  '.  x^   étant  donnée,  fournir  deux  valeurs 


(')  On  reconnaît  en  môme  temps  qu'une  courbe  de  genre  p  =  i  est  toujours  hyper- 
elliptique  et  peut  conséqiiemment  toujours  être  transformée  en  une  courbe  de  qua- 
trième ordre,  à  point  double,  ce  qui  sera  plus  tard  démontré  directement.  {Foir  la 
Section  relative  aux  courbes  du  genre  p  =  2.) 
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égales  deXz'.Xs.  Ces  2)^+2  tangentes  sont  donc  données  par 
l'équation 

Or,  par  rotation  du  système  de  coordonnées  autour  du  point  mul- 
tiple, on  peut  toujours  obtenir  que 

et  les  grandeurs  1\^^\ . .  .,K''-P~^Kso7it  alors  les  modules  de  la  courbe. 
Si  l'on  fait  à  présent  la  transformation 

I 

PXl  =  ^l  ?p^       PXi  =  ^'2  ?p-^  -  ?/'+!  »      PXi  =  -^3  ?;>, 

notre  courbe  se  transforme  en 

courbe  du  (2^^7  +  2)'^™^  ordre  qui,  d'après  les  explications  don- 
nées t.  II,  p.  2i4,  possède  en  j  ,  =  o,  j'^a  =  o  un  point  multiple 
d'ordre  ^p  dont  les  tangentes  coïncident  par  couples,  en  sorte 
qu'il  existe  seulement  p  tangentes  séparées.  L'équation  de  ces 
dernières  est  précisément  donnée  par  <^p=  o. 

Dans  notre  dernière  équation  sont  encore  comprises,  en  dehors 
des  ^p  —  I  modules,  les  p  constantes  de  la  fonction  cc^;  on  peut 
également  se  débarrasser  encore  de  ces  constantes  par  une  trans- 
formation à  détermination  unique.  La  courbe  donnée  0^4.2  se 
transforme  en  effet  évidemment  en  une  autre  courbe  C„_j.j,  si  l'on 
emploie  pour  la  transformation  un  réseau  de  courbes  adjointes  du 
pleine  Q^àve  passaut  par  ip — 2  points  simples  fixes  de  0^4.8  ;  car, 
en  fait,  ces  courbes  coupent  Gy,+2  encore  en 

p[p  -\-  7.)  —  p{p  —  \]  —  ip  -\- 1  =  p  +  0. 

points  mobiles.  Si,  en  particulier,  la  courbe  C^+a  qui  prend  nais- 
sance   doit   avoir   encore   un   point   multiple   d'ordre   p   [et  non 

-p{p  —  i)  points  doubles  ordinaires],  il  faut  que  dans  le  réseau 

soit  compris  un  faisceau  dont  les  courbes  rencontrent  C^+2  en 
deux  points  mobiles  seulement.  Mais,  comme  il  n'existe  qu'u« 
seul  système  ^g*  sur  la  courbe  primitive,  ce  faisceau  se  composera 
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d'une  courbe  j^xe  du  {p  —  i)''^'''«'  ordre  (^p_^  =  o  possédant,  au 
point  multiple  d'ordre  /?,  un  point  multiple  d'ordre  p  —  2  et  du 
faisceau  de  droites  Xi-\-  1x3=.  o.  La  courbe  ^p_i  =  o  coupe  en- 
core Cp^2  en 

(^  ._!)(/,  +  2)  —p[p  —  2)=3p  —  2 

points  simples;  par  2/; — p  de  ces  derniers  nous  ferons  passer 
une  courbe  $^=0  ayant  un  point  multiple  d'ordre  p  —  i  en 
Xt  =  o,  ^^3  =  0;  alors  les  courbes 

forment  un  réseau  de  l'espèce  demandée  à  /? -(-  2  points  mobiles. 
La  courbe  Cp+2  se  transforme  donc  en  une  courbe  C  3  à  point 
multiple  d'ordre  p  enj^i  =  o,  j'^3  =  o  au  moyen  de  la  transformation 

Ici,  aux  2/^-1-2  tangentes  de  0^+2,  faisant  partie  du  faisceau 
Xi-\-'kx3=  o,  correspondent  les  ip-{-i  tangentes  de  C  3  faisant 
partie  du  faisceau  j^j-f- Xj  3  =  o.  Mais  on  peut,  en  particulier, 
disposer  la  courbe  Op_i  =  o  de  telle  manière  que  p  des  points  de 
contact  des  tangentes  de  ce  dernier  faisceau  reviennent  en  ar- 
rière au  point  p^"^^"  j^z=  0,^3=  o,  c'est-à-dire  que  les  p  tangentes 
aux  branches  respectives  de  la  courbe  en  ce  point  deviennent  à 
la  fois  des  tangentes  d'inßexion.  Cette  circonstance  se  produira 
évidemment  si  les  p  points  d'intersection  de  G^+2  avec  <î)yr,_,  =  o 
qui  ne  sont  pas  situés  simultanément  sur  la  courbe  $^=ose 
confondent  avec  p  des  points  de  contact  des  tangentes  du  faisceau 
x^-\-  Xx3=  o;  car  ce  sont  précisément  ces  p  points  d'intersection 
de  ^p_\  =  o  avec  Cp+2  qui  se  réunissent  pour  former  le  point 
multiple  de  Cj,^j.  Or,  comme  parmi  les  points  d'intersection  de 
*^_i  avec  C;,+o, 

-  (/>  -  i)  (/^  -+-  2)  -  ^  [p  _  2)  (/^  -  1)  =  2;?  -  2 

peuvent  encore  être  pris  arbitrairement,  on  peut,  en  toute  hypo- 
thèse, faire  coïncider  p  de  ces  points  avec  p  des  points  de  con- 
tact précités;  parmi  les  ip —  2  points  de  base  communs  du  ré- 
seau précédent,  p —  2  peuvent  encore  être  choisis  arbitrairement. 
Chacune  des  p  tangentes  du  point  multiple  de  la  courbe  C^+2  ainsi 
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obtenue  coupe  déjà  la  courbe  p -t- 2  fois  en  ce  point;  si  donc 
l'ensemble  de  ces  tangentes  est  représenté  par  Xpl^Tn  JTs)  =  o, 
l'équation  de  la  courbe  devra,  pour  X/^^  o,  être  indépendante  de 
J21  c'est-à-dire  être  de  la  forme 

^p+i{jh,Jz)  étant  une  fonction  .homogène  du  degré  p -h  1  par 
rapport  à  j^,  et  J3.  Les  points  d'intersection  âe  j^a  =  o  avec 
t|/^^2=  o  sont  alors  les  points  de  contact  des  tangentes  que  l'on 
peut  mener  du  point  multiple  à  la  courbe,  abstraction  faite  des 
p  -\-  2.  tangentes  de  ce  point  même.  Aux  ap  H-  2  points  de  con- 
tact des  tangentes  du  faisceau  x^-\-'kxz•=  o,  qui  sont  détermi- 
nés sur  la  courbe  primitive  par  l'équation  X(j:,,a:3)  =  o,  cor- 
respondent donc,  sur  la  courbe  transformée,  les  yw  +  2  points  de 
4'/»+s(jr«  ij^)  =  o  et  les  p  points  qui  se  trouvent  infiniment  voisins  du 
point  multiple  j>^4  ^  0,^^3=0  sur  les  différentes  branches  issues  de 
ce  point.  Ces  derniers  points  satisfont  à  l'équation  X/>  (  /)  ,J^  )  =■  o. 
Par  conséquent,  le  produit  ^p  •  ^/)+2  étant  une  fonction  homogène  du 
degré  ^p  -\-  2,  on  doit  avoir,  par  notre  transformation  des  j^^-  enxi, 

de  plus,  on  peut  faire 

L'équation  de  la  courbe  dépend  donc  bien  des  ap  —  i  modules 
seulement,  et  nous  avons  ce  théorème  : 

Toute  courbe  hjperelliptique  peut  être  transformée  en  une 
courbe  d'ordre  p  -h  2,  à  point  multiple  d'ordre  p,  de  telle  façon 
que  les  tangentes  {Xp=  o)  de  ce  dernier  soient  en  même  temps 
tangentes  d'inflexion  {*),  en  sorte  qu'il  n'en  parte  plus  que  p -\-  1 
autres  tangentes  {^p^^z=o).  Les  points  de  contact  de  ces  der- 


(')  Cette  transformation  a  été  effectuée  diine  autre  manière  par  Cremona,  Suîle 
trasformazione  délie  ciirve  iperelUptiche  {Rendiconti  del  reale  Istituto  Lombardo, 
série  II,  vol.  II,  29  aprile  1869). 
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nières  sont  alors  situés  sur  une  droite  (j)^2=o)>  ciinsi  qu'on  le 
reconnaît  immédiatement ,  d'après  l'équation  de  la  courbe 

IV.  —  Généralisation  des  formules  de  correspondance.  —  Détermination 
de  quelques  systèmes  spéciaux. 

Dans  nos  recherches  précédentes  sur  le  théorème  de  Riemann 
et  Roch,  nous  n'avons  pas  eflfectué  réellement  la  détermination 
du  nombre  des  solutions  pour  les  problèmes  qui  s'ofFraient,  et 
nous  nous  sommes,  au  contraire,  contentés  de  démontrer  la  pos- 
sibilité de  les  résoudre  et  de  déduire  de  là  les  limites  dans  les- 
quelles elle  existait.  Nous  nous  proposons  actuellement  de  réa- 
liser, pour  quelques  cas  particuliers,  la  détermination  dont  il 
s'agit,  en  nous  rattachant  aux  formules  de  correspondance  don- 
nées plus  haut. 

Les  développements  généraux  dont  l'exposition  préalable  est 
nécessaire  présentent  d'ailleurs,  indépendamment  des  applications 
qui  viendront  plus  tard,  un  grand  intérêt  pour  la  théorie  de  l'éli- 
mination, et  nous  nous  en  occuperons,  pour  cette  raison,  avec 
d'assez  grands  détails.  Il  s'agit  au  fond,  dans  cette  théorie,  du 
problème  suivant  : 

Soient  données  n  équations 

yi(a;(i),a;^2),  .  .  .,;r(«))  =0,      ^»^(xCi),  .rC^),  .  .  . ,  .r("^  )  =  o,       ..., 

dans  lesquelles  les  systèmes  de  variables 

j,{\)     _^(l)     j,(\)  ^[%     ^{%     _y(21  _  _  ^        ^(n)     _^(n)     _^(;j) 

entrent  chacun  séparément  d' une  façon  homogène,  et  supposons 
qu'une  même  équation  f=  o  soit  simultanément  satisfaite  pour 
eux  tous,  en  sorte  que  l'on  ait 

On  demande  de  déterminer  le  nombre  des  groupes  de  chacun 
n  points  x^^\  x^^\  .  .  . ,  o:^"^,  situés  séparément  sur  f=  o,  qui  satis- 
font en  même  temps  aux  n  conditions  Çj  =  o . 
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Pour  le  cas  de  «  =  2,  le  nombre  (9^^'),  établi  t.  II,  p.  i53,  a 
déjà  fourni  la  réponse  à  cette  question.  Un  examen  plus  appro- 
fondi de  cette  formule,  pour  l'hypothèse  où  les  correspondances 
cj),  çp'  possèdent  des  points  exceptionnels,  formera  le  point  de  dé- 
part de  nos  considérations.  Nous  aurons  particulièrement  l'occa- 
sion de  reconnaître  qu'en  fait  l'application  du  principe  de  cor- 
respondance de  Chasles  est  d'une  très  grande  utilité  pour  le 
discernement  des  facteurs  étrangers  qui  se  présentent  dans  le 
résultat  des  éliminations  algébriques.  Nous  pourrons  ensuite 
passer,  d'une  manière  simple,  à  la  détermination  des  assemblages 
ternaires  de  points  qui  satisfont  simultanément  à  trois  cor- 
respondances. On  trouvera  ainsi  dans  ce  qui  suit  de  nombreux 
compléments  à  nos  précédentes  recherches  sur  les  correspon- 
dances. 

Pour  donner  un  exemple  simple  de  la  manière  de  traiter  les 
problèmes  qui  s'offrent  ici,  nous  nous  attacherons  d'abord  à  des 
résultats  connus,  pour  les  établir  d'après  une  méthode  nouvelle  et 
susceptible  de  généralisation  ultérieure.  Déjà,  dans  la  théorie  des 
transformations  à  détermination  unique,  nous  avons  considéré  une 
courbe,  que  nous  avons  désignée  par  M,  et  qui  était  rapportée, 
d'une  manière  complètement  déterminée,  à  une  courbe  primitive 
donnée/  =  o  et  à  un  réseau  donné 

(1)  a,i|/i(x)  -l-a2  4/2(.r)  -f-«3-|/3(j7)  =0 

(p.  4)-  Cette  courbe  avait  été  définie  comme  étant  le  lieu  des 
autres  points  de  base  d'un  faisceau  choisi  dans  le  réseau  (i),  lors- 
qu'un point  de  base  de  ce  faisceau  parcourt  la  courbey"=  o.  Nous 
avons  déterminé  l'ordre  de  la  courbe  M  =  o,  ainsi  que  la  manière 
dont  elle  se  comporte  aux  points  fixes  communs  des  courbes  (i), 
et  nous  avons  vu  qu'elle  passe  par  toutes  les  intersections  de  la 
jacobienne  du  réseau  (i)  a\ecf=o,  et  qu'elle  détermine,  en 
outre,  par  ses  autres  intersections  avec  /",  les  couples  de  points  x, 
y,  par  lesquels  passe  une  infinité  simple  de  courbes  du  réseau, 
c'est-à-dire  ceux  dont  les  coordonnées  satisfont  (p.  34)  au  sys- 
tème d'équations 


(r)    Uï)    4-3 (j) 
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On  peut,  et  c'est  là  en  quoi  ces  précédentes  recherches  sont,  a 
titre  d'exemple  très  simple,  importantes  pour  la  suite,  rempla- 
cer ce  dernier  système  [en  faisant  abstraction  de  ^i[x)  =  o, 
t|(j  (^j^  =  o]  par  les  deux  équations 

lesquelles  représentent,  relativement  à  la  courbe  primitive /"=  o, 
deux  correspondances  (v — i,  v — i)i  {*)  symétriques  par  rapport 
aux  X  et  aux  y;  à  tout  point  x  def=  o  répond,  en  vertu  de  cha- 
cune de  ces  deux  correspondances,  une  courbe  du  réseau  (i)  pas- 
sant par  X,  et  les  autres  points  d'intersection  de  ces  deux  courbes 
décrivent  la  courbe  M  =  o  si  x  parcourt  la  courbe  f=  o.  On  est 
aussi  conduit  à  la  même  courbe  M  =  o,  en  vertu  de  la  symétrie 
dont  il  a  été  parlé,  si  l'on  considère  les  courbes  (2)  qui  répondent 
à  des  points  j  de  /.  Le  nombre  des  couples  de  points  x,  y  qui 
satisfont  aux  équations  (2)  devra  alors  s'obtenir  au  moyen  des 
formules  de  correspondance  précédemment  données  par  («p«^') 
(t.  II,  p.  i53),  à  la  condition  d'avoir  égard  aux  modifications  que 
cette  dernière  peut  éprouver  par  suite  de  la  présence  des  points 
fixes  du  réseau,  et  de  faire  subir  une  réduction  au  nombre  ainsi 
obtenu,  en  tenant  compte  des  solutions  qui  correspondent  aux 
équations  <];i(x)  =  o,  ?|;i(j^)  =  o. 

Dans  le  même  ordre  d'idées,  on  est  conduit  à  prendre,  au  lieu 
des  équations  (2),  deux  correspondances  quelconques  (a,  ß)^, 
(a',  ß')^.  données  sur^parles  équations 


.(.r,jj  =  o,     <f'\x,y)  =  o. 


(3) 

Si  alors  x  se  meut  sur  la  courbe  primitive  fixe,  les  autres  points 
d'intersection  des  deux  courbes,  répondant  à  x  en  vertu  de  (3), 
parcourront  une  courbe  que  nous  désignerons  dans  ce  qui  suit 
par  01lLy=  o,  et  l'on  obtiendra  une  autre  courbe  3TLx=  o  comme 
lieu  des  points  d'intersection  des  courbes  qui  répondent  aux 
points  y  de  f.  Les  deux  courbes  se  confondront  si  les  deux  cor- 
respondances (3)  sont  symétriques  en  x  el  J-,  comme  dans  le  cas 
des  équations   (2).  Nous  nous  proposons  d'abord  d'exposer  les 


(')  Sur  cette  notation,  voir  t.  II,  p.  1^9,  et  t.  III,  p.  2. 
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propriétés  de  ces  courbes  dXLy=-  o  et  ^\lx==  o,  car  nous  serons 
ainsi  conduits  à  la  détermination  exacte  des  couples  de  points  qui 
satisfont  simultanément  aux  deux  correspondances  (3). 

Pour  éclairer  la  marche  à  suivre,  qu'il  nous  soit  permis  de  don- 
ner d'abord  à  la  question  posée  une  réponse  pour  le  cas  relative- 
ment simple  des  équations  (2),  c'est-à-dire  d'étudier  encore  ime 
fois  la  courbe  M  =  o,  en  partant  des  points  de  vue  qui  dominent 
ici  la  question.  Cette  étude  repose  essentiellement  sur  les  appli- 
cations du  principe  de  correspondance  de  Chasles  (*). 

Supposons  que  les  courbes  ^  du  réseau  (i)  soient  de  l'ordre  s, 
et  qu'elles  aient,  aux  p  points  de  base  communs  S|,  So,  .  . .,  S^ 
respectivement,  des  points  multiples  de  l'ordre  t,,  t.2,  •  • .,  îj,  (tous 
à  tangentes  séparées).  Admettons  que  la  courbe  /"=  o  soit  du 
^lème  Qr(ji.g  Qi  possède,  en  Si,  So,  .  .  . ,  Sp  respectivement,  des  points 
multiples  d'ordre  «1,  a,,  .  . . ,  «p  (ces  derniers  nombres  pouvant 
d'ailleurs  être  nuls).  Les  courbes  Q  du  système,  qui  passent  par  un 
autre  point  arbitrairement  choisi  de  G«,  se  coupent  encore  en 
.v2 — Si-  —  I  (2)  points  j^  qui  sont  situés  sur  la  courbe  M  =  o. 
Actuellement,  pour  déterminer  l'ordre  m  de  cette  dernière,  on 
prendra  dans  le  plan  deux  points  fixes  quelconques  A  et  B  ;  on 
fera  passer  par  A  et  x  une  courbe  Q  du  réseau,  puis  une  sem- 
blable courbe  par  B  et  x,  et  l'on  fera  mouvoir  x  sur  C„.  Alors  les 
points  d'intersection  de  ces  deux  courbes  Q  avec  une  droite  fixe 
quelconque  forment  sur  cette  dernière  une  correspondance 

[s[ns  —  ^aiti],     s[ns  —  2«/^,)]. 

Les  points  de  coïncidence  de  cette  correspondance  sont,  pour 
partie,  des  points  de  la  courbe  G^  (M  =  0),  pour  partie,  des  points 
de  G,,,  et  enfin,  pour  partie,  des  points  de  celle  des  courbes  G^  du 
réseau  qui  passe  à  la  fois  par  les  deux  points  fixes  A  et  B  ('). 
Ghacun  de  ces  derniers  points  de  la  droite  absorbe  ns  —  ^aiti 


(')  L'auteur  (M.  Lindemann)  doit  la  détermination  suivante  des  propriétés  de 
M  =  o  et  de  la  jacobienne  du  réseau  (i)  à  une  communication  de  M.  Brill. 

(')  Le  signe  sommatoire  se  rapporte  à  tous  les  p  points  fixes  du  réseau. 

(')  Ces  points  doivent  être  choisis  de  telle  façon  qu'ils  ne  soient  pas  points  de  base 
d'un  seul  et  même  faisceau  compris  dans  le  réseau.  Si  A  est  un  point  d'intersection 
de  ^,  avec  ^,  et  B  un  point  d'intersection  de  lp^  avec  ^„  les  deux  courbes  en  question 
sont  précisément  données  par  (2),  et  la  courbe  mentiounce  en  dernier  lieu  est  ^,  =  o. 
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coïncidences  ;  car  c'est  en  ce  nombre  de  points  que  la  courbe  pré- 
citée Cs  coupe  Cm  et  à  chacun  d'eux  correspond  encore  la  même 
courbe  Q  comme  courbe  de  l'autre  faisceau.  On  a  donc  la  relation 

7.s[ns  —  '^»iti)  =  m  H-  «  -f-  s[ns  —  l.aiti), 

d'où  l'on  déduit  l'ordre  de  la  courbe  M  =  o  (p.  4)  : 

(4)  m  =  ni^s^  —  i] — slaiti=vs  —  n, 

v  =  ns  —  Sa/f/  désignant  le  nombre  des  intersections  mobiles 
d'une  courbe  ^  axec  f=  o.  Faisons  d'ailleurs  observer  que,  si  x 
chemine  sur  C„,  les  t/(  tangentes  (mobiles  avec  x),  qui  peuvent 
être  menées  en  un  point  fixe  S/t  aux  courbes  C^  passant  par  x  et  A 
ou  par  X  et  B,  forment  également  une  correspondance 

[t/c[ns—  laiti),  tj,[ns  —  'Laiti]]. 

Or  les  coïncidences  de  cette  dernière  correspondent  : 

1°  Aux  a/c  tangentes  de  la  courbe  G^  en  S^; 

2°  Aux  t/i  tangentes  à  la  courbe  C^  qui  passe  en  même  temps 
par  A  et  B,  chacune  comptant  ns  —  'Laiti  fois  comme  rayon  de 
coïncidence  ; 

3**  Aux  ock  tangentes  de  M  :=  o  en  S^,  ce  nombre  a^  étant  pré- 
cisément encore  à  déterminer. 

Nous  avons  donc 

2  ?/,  [ns  —  l  ai  ti)  =  v.k  +  «A-  -^tk[n  —  2a,/,-  ) , 

ce  qui  donne  la  multiplicité  du  point  S^  pour  la  courbe  M  =  o 

(p.  5): 

( 5 )  «A  =  tu  ( ns  —  ^Oiti)  —  au  =  V ti,  —  au. 

En  combinant  (5)  avec  (4),  on  obtient  encore  la  formule  symétri- 
quement construite 

(6)  ^  s[au+uk)=tu[n  +  m]      {']. 

Pour  trouver  enfin  le  nombre  des  couples  de  points  x,  y,  nous 
aurions  encore  besoin   de  faire  usage  des  propriétés  de  la  jaco- 


(')  Les  résultats  exprimés  dans  les  équations  (4),  (5),  (6),  sont  ceux  qui  ont  été, 
par  occasion,  énoncés  par  Cayley  pour  le  cas  de  ^  =  3,  sous  la  dénomination  de  Théo- 
rème de  Geiser  et  Cotterill  {Math.  Annalen,  t.  VIII,  p.  36o.) 
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bienne  (i];it|^a4'3)  =  o  (p.  lo),  c'est-à-dire  du  lieu  des  points  où 
se  touchent  deux  (et  par  conséquent  une  infinité)  des  courbes  du 
réseau,  où,  par  suite,  se  touchent  deux  courbes  des  faisceaux  pas- 
sant par  A  et  B.  Remarquons,  au  surphis,  que  l'ordre  de  ce  lieu 
peut  aussi  être  établi  de  la  manière  suivante.  En  dehors  des  points 
V  et  B,  nous  prendrons  deux  droites  auxiliaires  quelconques  F  et 
G.  Par  A  et  par  un  point  mobile  P  de  F,  faisons  passer  une  courbe 
Cj  et  menons-en  également  une  autre  par  B  et  P^puis  construi- 
sons les  tangentes  en  P  à  ces  deux  courbes.  Nous  cherchons  le 
nombre  des  points  P  pour  lesquels  ces  deux  tangentes  coïncident. 
Or  si  autour  d'un  point  Q,  arbitrairement  choisi  sur  F,  on  fait 
tourner  une  droite  quelconque,  et  que,  pour  une  des  positions  de 
celle-ci,  on  cherche  celles  des  courbes  G^  du  faisceau  passant  par 
A,  pour  lesquelles  elle  est  tangente,  il  y  en  aura  2  (.v  —  i),  et  le 
lieu  des  points  de  contact,  pour  toutes  les  positions  de  la  droite 
menée  par  Q,  est  une  courbe  de  l'ordre  i[s  —  i)h-i  =  is  —  i  qui 
a  un  point  simple  en  Q  (*).  Gette  courbe  coupe  la  droite  G  en 
■ts  —  I  points  ;  on  a  donc  entre  les  points  d'intersection  de  G  avec 
les  couples  de  tangentes  construites  aux  points  P  une  correspon- 
dance (25 —  1,  2  5  —  i).  Or  parmi  les  ^s — 2  coïncidences  de  cette 
dernière  se  trouvent  encore,  en  outre  des  points  d'intersection  de 
G  avec  {'^i'^-i^z)  =  o,  les  points  d'intersection  de  la  courbe  C^,  qui 
passe  à  la  fois  par  A  et  B,  ainsi  que  le  point  de  rencontre  des  deux 
droites  G  et  F.  Il  reste  conséquemment,  pour  l'ordre  de  lajaco- 
bienne,  le  nombre 

(7)  ^s  —  1  —  s  —  \  =  ^[s  —  l). 

On  peut  parvenir  à  des  considérations  tout  à  fait  analogues  si, 
au  lieu  de  partir  des  faisceaux  appartenant  à  un  même  réseau  qui 
passent  par  A  et  B,  on  prend  pour  base  deux  faisceaux  quel- 
conques 

t'  +  ^X^O,       i^'-f-  )v;;i^'=  o, 

(le  l'ordre  s  et  de  l'ordre  s'  respectivement;  seulement,  on  ne  doit 
alors  apporter  aucune    réduction  aux  résultats  obtenus  à  raison 


(')  Cela  résulte  aussi  d'un  théorème  général  donné  par  Zeuthen  dans  son  Méinoin 
'iir  les  systèmes  de  Courbes,  cité  t.  II,  p.  127  (n"  29  de  ce  Mémoire}. 

Clebsch.  —  Géométrie,  III,  6 
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d'une  courbe  commune  aux  deux  faisceaux.  Donc,  à  la  place  de  la 
courbe  M  =  o,  intervient  une  courbe  de  l'ordre 

(  ^["■'''  —  la/t'^) -{- s' [ns —  laiti)  —  « 

(8)  j 

(        =--  n[  O.SS'  —  i)  —  sZoit'^  —  s' ^aiii, 

formule  où  les  nombres  ti  se  rapportent  aux  points  multiples  com- 
muns du  faisceau  d'ordre  s,  et  les  nombres  t'^  aux  points  multiples 
communs  du  faisceau  d'ordre  s'.  Pour  la  multiplicité  de  cette 
courbe  en  un  point  î'^'"  du  premier  faisceau,  «''?'''  du  second  et 
ßipie  (jg  y__  Q^  Qjj  obtient,  à  la  place  de  (5),  le  nombre 

(9)  K-=i'[ns  —  lait:^)  +  t  [ns'  —  lait'^)  —  a 

On  trouve  enfin  que  l'ordre  du  lieu  des  points  où  se  touchent 
deux  courbes  des  faisceaux  est  égal  à 

(10)  [is  _  i)  +  (^/-  i)  -  .  ==  2(.v  -)-  .s')  -  3       (»). 

On  pourrait  enfin  généraliser  encore  davantage  ces  résultats  en 
remplaçant  les  deux  faisceaux  par  deux  systèmes  de  courbes,  sim- 
plement infinis,  des  ordres  s  et  s',  ayant  pour  caractéristiques  [x,  y 
et  |u',  v'  respectivement,  et  en  considérant  alors  ces  systèmes  dans 
leur  relation  avec  une  courbe  C«  quelconque  f=z  0(2).  Mais,  pour 


(')  Voir  aussi  Cremona,  Einleitung  in  die  Theorie  der  algebraischen  Curven,  p.  127. 
dans  la  traduction  do  Curtze;  il  est  aussi  montré,  p.  i3o  du  même  Ouvrage,  que  les 
tangentes  communes  des  courbes  des  deux  faisceaux  aux  points  oii  ces  courbes  se 
touchent  enveloppent  en  général  une  courbe  de  la  classe  4^' —  3(i  -\-s').  —  On  peut 
aussi  utiliser  deux  faisceaux  de  l'espèce  considérée  ici  pour  une  transformation  à  dé- 
termination unique;  aux  points  doubles  de  la  nouvelle  courbe  correspondent  alors 
les  couples  de  points  par  lesquels  passe  une  courbe  faisant  partie  de  chacun  des  deux 
faisceaux  {^itoir  les  notes  des  pages  ^2  et  62). 

(')  On  obtient  du  reste  aisément,  et  en  suivant  une  marche  analogue,  à  la  place  do 
(8),  le  nombre 

fj.fji's{ns'  —  2a.t'^;-h  fi/x's'Çns  —  Sa^r,)  —  ///a'w  =  ft/x' [n{2  ss' — i)  — la^{s't^-^ st'^)], 

à  la  place  de  (9)  le  nombre 

///[^'(«j  — Sß,.^,)-f-  t{ns'  —  lait'^)  —a], 

enfin,  à  la  place  de  (10),  le  nombre 

/A'(/i-i-v)-f-/A(/-+-v')— .a/=/^v'  +  v/+  fifx'. 

Des  réductions  sont  encore  à  apporter  ici  si  les  deux  systèmes  ont  une  courbe  com- 
mune (cas  de  s  =  s'),  ou  si  (pour  s'^s')  une  courbe  C,  du  premier  système  se  décom- 
pose en  une  courbe  C,,  du  second  et  en  une  autre  C^_,,. 
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nous,  le  cas  qui  présente  un  intérêt  extrême  est  celui  où  les  deux 
systèmes  de  courbes  sont  liés  à /'par  des  relations  d'un  caractère 
tout  à  fait  spécial,  car  cette  hypothèse  se  présente  si  deux  corres- 
pondances quelconques  sont  données  sous  Informe  (3),  ainsi  qu'il 
sera  montré  incessamment.  Nous  passons  donc  à  l'examen  des  faits 
dont  il  s'agit,  tout  en  étant  forcés,  pour  de  nombreuses  particula- 
rités, de  nous  borner  à  de  simples  indications. 

Dans  les  équations  (3),  qui  donnent  naissance  aux  correspon- 
dances (a,  ß)^,  («',  ß')^  sury=  o  (/"étant  encore  supposé  de  l'ordre 
n  et  du  genre  p),  nous  pouvons  considérer  les  quantités  j/,  par 
exemple,  comme  des  coordonnées  ponctuelles  variables,  et  les 
quantités  x,  comme  trois  paramètres  entrant  d'une  façon  homo- 
gène, etliés  par  la  condition/(x)  =  o.  Une  équation  o[x^j)  =  o 
nous  représente  alors  un  système  de  courbes  qui  dépend,  de  la 
manière  la  plus  générale,  d'un  paramètre  entrant  d'une  façon  irra- 
tionnelle (t.  II,  p.  ii4)-  Dans  les  équations  (3),  nous  avons  donc 
deux  systèmes  de  courbes  qui  sont  liés  avec  leur  paramètre  par  la 
même  irrationnalité-  Mais  ces  systèmes  se  trouvent  dans  des  cir- 
constances particulières  à  l'égard  de  la  courbe  /=o,  en  ce  que, 
conformément  à  l'hypothèse  faite,  les  fonctions  (j)(x,j  ),  ^{x,j) 
doivent,  en  vertu  dey=:  o,  s'évanouir  respectivement  au  degré  y 
et  y'  pour  x  =J,  tandis  que  ce  dernier  fait  n'a  pas  lieu  en  général 
pour  un  point  quelconque  du  plan.  Nous  pouvons  exprimer  la 
même  chose  en  disant  que,  parmi  les  courbes  du  système  qui  pas- 
sent par  un  point  quelconque  x  de  la  courbe  f,  il  s'en  trouve 
toujours  figurer  une  [savoir  celle  qui  répond  à  x,  en  vertu  de  (3)], 
dont  y  ou  /  intersections  avec  la  courbe  primitive  sont  situées  en  j; 
même;  pour  chacune  des  autres  courbes  passant  par  x,  il  existe 
un  autre  point  de  f=  o,  dans  lequel  se  confondent  y  ou  y'  points 
d'intersection  de  cette  courbe  avec  /"=  o. 

A  l'égard  du  système  des  courbes  du  5'^'"®  ordre  9  =  0,  nous 
admettrons  maintenant  que  les  points  Si,  So,  . . .,  S^,,  ainsi  que  leurs 
nombres  caractéristiques  i,,  ^25  •••5  t^  et  «,,  «2>  •-•i  «p  aient  le 
même  sens  que  dans  l'exemple  précédent  d'un  faisceau  ;  pour  les 
courbes  du  /''^■^«  ordre  (^'=  o,  nous  désignerons  d'une  manière  ana- 
logue les  points  qui  présentent  le  même  caractère  par  Sj,  Sj, ..., 
Sj,  et  les  nombres  qui  leur  appartiennent  par  t\,  fj, ...,  /pi  a'i,  aj,..., 
a^.  Quelques-uns  des  points  S',  ou  même  tous,  peuvent  se  con- 

6. 


fondre  avec  les  points  S.  On  a  alors  les  relations 

(îï)  p  =  ns  —  2a,ti—y,      ß' =  ns'  —  ^n'^t'^ — y' , 

car  ß,  par  exemple,  est  le  nombre  des  points  où  une  courbe 
f{x,j)  =  o,  répondant  au  paramètre  x,  rencontre  C„,  et  qui  ne 
sont  pas  situés  en  x  même,  mais  sont  tous  mobiles  avec  .r  ;  et  Haïti 
est  le  nombre  des  intersections  fixes  de  la  courbe  Q((j;-=o)  avec 
la  courbe  Cn{f=o).  Faisons  encore  observer  qu'il  nous  suffit 
d'avoir  égard  aux  points  S,,  pour  lesquels  on  a  a/^i,  c'est-à-dire 
qui  sont  situés  sury=  o;  les  autres  points  fixes  des  deux  systèmes 
de  courbes  n'entrent  point  en  considération  dans  ce  qui  suit. 

Naturellement,  nous  aurions  pu  considérer  les  quantités  ji 
comme  des  paramètres  liés  par  la  condition y"(j}'^)  =  o,  et  les  quan- 
tités Xi  comme  des  coordonnées  ponctuelles.  Dans  cette  circon- 
stance, les  équations  (3)  nous  représentent  deux  systèmes  de 
courbes  d'ordre  r  et  r'  respectivement.  En  admettant  que  ces  der- 
nières possèdent  les  points  exceptionnels  fixes  R^  R25  •  •  •>  R»  et 
Rj,  R'a, . . .,  R„ ,  et  que,  par  rapport  à  eux,  les  nombres  corrélatifs 
des  nombres  a,,  f^,  qui  répondent  aux  points  S/,  soient  a,-,  T,,  a^-,  rj, 
nous  avons  également  les  équations 

(12)  K  =  nr  —  léO-iZi—y,      a.' =  nr' — 2a|.-)— 7'. 

Pour  déterminer  maintenant  L'ordre  de  la  courbe  3TL^=  o,  qui, 
en  vertu  ô.ef=.  o,  est  engendrée  par  les  deux  systèmes  de  courbes 
du  s^^^^  et  du  /»<='"e  ordre  (p.  78),  nous  établirons,  ainsi  qu'il  suit, 
une  correspondance  entre  les  points  d'une  droite  quelconque, 
semblablement  à  ce  que  nous  avons  fait  plus  haut  pour  la  courbe 
M=o  (p.  79).  Le  nombre  des  courbes  C^[(ç(x,j  )  =  o]  qui 
passent  par  un  point  quelconque  z  du  plan  est  égal  au  nombre  des 
solutions  communes  de  (^[x^  z)  =  o  ei  f[x)  =  o  qui  dépendent 
de  z  (c'est-à-dire  qui  ne  tombent  pas  en  des  points  exceptionnels 
fixes  S/),  et  il  est  le  même  pour  tous  les  points  du  plan,  à  la  seule 
exception  des  points  fixes  communs  du  système  des  courbes  C^. 
Or  nous  connaissons  ce  nombre  pour  le  cas  où  z  est  situé  sury=  o, 
car  alors  il  est  égal,  d'après  (12),  à  y -\- a.  (').  Chacune  des  y -\-  y. 


(')  La  méthode  employée  ici  est  d'une  (jrande  utilité  pour  les  recherches  de  ce 
genre.  M.  Zeuthen  s'en  est  beaucoup  servi  dans  le  Mémoire  cité.  Elle  consiste,  rela- 
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courbes  correspondantes  G^  coupe  y  fois  /en  lui  point  déterminé, 
et,  en  ce  dernier,  une  courbe  déterminée  Gj/  (celle  qui  lui  répond  en 
vertu  de  f/=o)  a  une  intersection  y"P'®  avec/*.  A  un  point  quel- 
conque z  sur  une  droite  fixe  correspondent  donc  aussi  7  +  a 
courbes  Gy,  et  celles-ci  coupent  la  droite  en  s![y-\-oi.)  points  z' 
correspondant  au  point  z.  Ainsi  prend  naissance  une  correspon- 
dance [-^'(y  -4-  a) 5  -^(7' H-  ="')]•  Les  points  de  coïncidence  de  celle-ci 
sont  les  points  de  la  droite  fixe  où  se  coupent  deux  coiwbes  homo- 
logues Gj  et  Os>  (c'est-à-dire  deux  courbes  repondant,  en  vertu 
de  (3),  à  un  même  point  de  /=  o  dans  lequel  elles  ont  avec  cette 
courbe  des  contacts  des  ordres  7  —  i  et  7' —  i  respectivement)^  ce 
sont  donc  les  points  d'intersection  de  la  droite  fixe  avec  01ij=  o, 
et,  en  outre,  ses«  points  de  rencontre  avec/".  Par  suite,  l'ordre  de 
la  courbe  3ïLy  =  o  est  ßnaleineiit  égal  à 

,3|  \  /^,-=.v'(7  +  «)-f-.v(/-f-«')-r« 


=.  n  (  1!,'  -\-  sr')  —  s'^L  v-iZi  —  .s'Lv.\-:\  —  T /i, 

r  désignant  un  nombre  qui  reste  à  déterminer  ('  ). 

Nous  rechercherons  ensuite  comment  se  comporte  la  courbe 
OÎLj,=  o  aux  points  S/  et  S|- (p.  80  et  p.  83).  Nous  avons  ici  à 
distinguer  les  cas  suivants  : 

a.  Le  point  S  est  en  même  temps  un  point  S'. 

b.  Le  point  S  nest  pas  en  même  temps  un  point  S'. 

Dans  le  casa,  nous  déterminerons  le  nombre  Vj  au  moyen  d'une 
correspondance  qui  est  établie  entre  les  rayons  du  faisceau  ayant 
pour  sommet  S/  par  les  deux  systèmes  (3),  comme  elle  l'était  dans 
l'exemple  précédent  par  les  deux  faisceaux  de  courbes   (p.  80). 


livement  au  nombre  des  solutions,  à  déterminer  le  résultat  général  par  des  cas  par- 
ticuliers et  facilement  saisissables.  Elle  a  été  désignée  récemment  sous  le  nom  de 
Principe  de  la  situation  spéciale,  et  employée  sur  une  grande  échelle  par  Schcbert, 
dans  son  Ouvrage  intitulé  :  Kalkül  der  abzählenden  Geometrie,  Leipzig,  1879;  voir 
aussi  Göttinger  Nachrichten,  1874,  p.  37'i,  et  Math.  Annalen,  t.  X. 

(^')  11  sera  montré  incessamment  que  f  est  le  nombre  des  points  d'intersection 
situés  en  X  =/  sur/=  o  de  deux  courbes  homologues  53,  ©',  en  sorte  que  le  lieu  des  points 
d'intersection  de  semblables  couples  de  courbes  est  donné  par  la  courbe  .')lLy=  o, 
conjointement  avec  \_f{x)'\^  =^  o. 


Ce  sera  là  une  correspondance 

Parmi  les  coïncidences,  V ni  se  produisent  par  confusion  avec 
)3S  tangentes  du  point  a/^'"  que  /possède  en  S/.  Les  coïncidences 
de  cette  correspondance  se  rapportent  effectivement,  en  général, 
au  lieu  des  points  d'intersection  des  deux  courbes  homologues  C^, 
Os'  de  nos  deux  systèmes  simplement  infinis  ;  mais  ce  lieu  se 
compose  de  la  courbe  OIL^  et  de  la  courbe/",  cette  dernière  devant 
être  comptée  P  fois  si  T  intersectiojis  mobiles  de  deux  courbes 
homologues  des  correspondances  (3)  sont  situées  au  point  de  f, 
qui  donne  précisément  lieu  à  la  dépendance  respective  des  deux 
courbes  (*).  Par  là  est  également  rendu  visible  le  sens  du  nombre 
r  dans  (i3).  D'autre  part,  la  correspondance  obtenue  en  dernier 
lieu  nous  donne  ce  théorème  : 

En  un  point  S/  [ou  S-),  qui  est  un  point  commun  ti^P^^  des 
courbes  Cç,  un  point  commuji  t'/P^^  des  courbes  Cs/  et  un  point 
fi-ipie  ^e  J^  la  courbe  .TÏLj  possède  un  point  singulier  dont  la  mul- 
tiplicité est  donnée  par  le  nombre 

(l4)  ^f  =  t'A7  +  «)  +  ^-(7'  +  «')  -  ra,: 

Pour  le  cas  b,  c'est-à-dire  si  l'un  des  nombres  t,  t'  est  égal  à 
zéro,  ce  même  résultat  reste  exact,  mais  il  doit  être  démontré  de 
nouveau.  Il  existe  a' -\-  y'  courbes  C/  déterminées  qui  passent  par  S 
et  entre  lesquelles  figure,  comptant  y'  fois,  la  courbe  C/  qui  répond 
au  point  S  lui-même.  Il  y  a  donc  aussi  ol' -\-y'  courbes  C^  homo- 
logues de  celles-ci  (p.  85).  Pour  tout  couple  de  pareilles  courbes 
homologues  [-)•,  t  points  d'intersection  sont  situés  au  point  S, 
tandis  que  cela  n'a  pas  lieu  pour  un  couple  quelconque  de  courbes 


(')  On  suppose  ici,  comme  dans  ce  qui  suit,  que  deux  courbes  çj(a-,_j')  =  o, 
y'C*^»^)  =0)  répondant  à  un  môme  point  x  de/,  ne  se  coupent  plus  en  dehors  du 
point  X  lui-môme  en  aucun  point  mobile  avec  x  et  situé  snr  f=  o.  Le  cas  où  les  deux 
systèmes  de  courbes  ont  une  courbe  mobile  commune  est  d'ailleurs  toujours  exclu. 

(')  La  courbe  C^,  homologue  de  la  courbe  C/  qui  répond  au  point  S  lui-même,  est, 
il  est  vrai,  indéterminée;  il  faut  la  remplacer  par  la  courbe  C^  qui  répond  à  un  point 
voisin  ;  pour  le  couple  de  courbes  qui  a  cette  origine,  T  autres  intersections  se  trouvent 
voisines  de  S,  circonstance  qui  correspond  au  fait  que  /=  o,  compté  T  fois,  fait  aussi 
partie  du  lieu  considéré. 
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homologues  C:ç,  Cs',  de  telle  sorte  que  ces  t  points  d'interseclion 
doivent,  en  toute  hypothèse,  être  comptés  parmi  les  points  mobiles 
qui  décrivent  la  courbe  DXLy=^  o.  Donc,  tandis  que  pour  un  couple 
voisin  ils  ont  encore  sur  uïly=  o  une  situation  séparée,  ici,  pour 
le  couple  considéré,  ils  se  réunissent  tous  vers  S.  Mais,  du  nombre 
total  t[<x'-i-y')  d'intersections  de  tels  couples  de  courbes  qui  se 
trouvent  ainsi  situées  en  S,  il  faut  retrancher,  comme  dans  le  cas 
rt,  le  nombre  F«/,  si  la  courbe /=:  o  a  un  point  a/?'^  en  S. 

D'une  manière  absolument  analogue,  on  déduit  de  (i3)  et  (i4)i 
pour  la  courbe  OTt^  =  o  (p.  78  et  suiv.)  les  nombres 

^ '     '  i        =n{rs'-\-  s)^)  —  /■'  1  Oiti  —  ri a\ t\  —  F //, 

(,6)  vî;-'  =  r;.(v  +  p)  +  r,(/+P')-ra,. 

Les  autres  recherches  que  nous  nous  proposons  de  rattacher  à 
ces  calculs  (et  en  particulier  la  détermination  du  nombre  F) 
prennent  une  tournure  différente,  suivant  que  le  point  de  7  ou  7' 
valeurs  des  correspondances  (3)  en  x  =  }^  prend  naissance  ou  non 
par  contact  avec  la  courbe  primitive.  i^Voir  t.  II,  p.  i48.)  Nous 
distinguerons  les  trois  cas  fondamentaux  suivants  : 

i"  Le  point  en  question  est  produit  dans  9  et  cj-'  par  un  point 

multiple  des  courbes  Cj  et  Q/  en  x  '=J' 
•i"  Il  est  produit  dans  cf  et  c^'  par  contact  avec/". 
3^  Il  est  produit  dans  o  et  <f'  par  des  circonstances  différentes. 

Il  est  certain  que  si  l'on  n'attribuait  d'importance  qu'aux  résul- 
tats numériques  (c'est-à-dire  au  nombre  des  solutions  des  pro- 
blèmes qui  se  présentent),  il  suffirait  de  traiter  le  second  cas, 
puisque  tous  les  autres  peuvent  se  réduire  à  celui-là.  Mais  si  l'on 
veut  se  rendre  compte  un  peu  à  fond  des  circonstances  algébriques 
qui  s'offrent  dans  les  problèmes  d'élimination,  il  est  très-utile  de 
prêter  d'abord  quelque  attention  au  premier  cas.  La  réduction 
énoncée  se  fait  de  la  manière  suivante  : 

Soient/^,  (/  deux  nombres  choisis  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

p-hr>n,     (/H-,v>//,     p^o,     (j^o; 

introduisons  deux  fonctions  arbitraires  '^{x)  et  y^{j)  des  ordres 
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p,  q  respectivement,  soit  de  plus  A  une  fonction  arbitraire  du 
degré  r  -+-  p  —  n  en  x  et  du  degré  s  -\-  q  enj]  nous  pouvons  alors 
prendre  pour  base  de  nos  considérations,  au  lieu  de  la  correspon- 
dance ^[x,j)  =  o,  la  correspondance 

?(^-Nj)  •^(•^)  •/.(/)  +  A./(J7)  =  o, 

laquelle  fait  répondre  à  tout  point  x  les  mêmes  points  mobiles  y, 
et  à  tout  point  j  les  mêmes  points  mobiles  x  que  l'équation 
cf(j:,j')  =  o;  les  points  fixes  de  la  correspondance  sont  seuls  en 
plus  grand  nombre,  el  le  point  de  y  valeurs  en  x  =j  prend  nais- 
sance par  contact,  comme  dans  le  cas  n°  2. 

La  courbe  f=  o  sera  supposée  ne  posséder  que  des  points 
doubles  ordinaires,  et  non  des  points  de  rebrou ssement  ou  des 
points  multiples  d'ordre  élevé  ;  les  nombres  «/,  a.i  ne  peuvent  alors 
prendre  que  la  valeur  \  ou  i. 

i"  Nous  considérerons  donc  d'abord  le  cas  où  le  point  de  plu- 
sieurs valeurs  en  x=j'',  dans  les  deux  correspondances,  est  pro- 
duit par  un  point  multiple  des  courbes  qui  répondent  à  x  ou 
à  y.  Nous  désignerons  encore  les  premières  par  C^,  C^^;  les 
secondes  par  C^,  C,-/.  En  tout  point  x  de  y  sont  dans  ce  cas  situées 
yy'  intersections  des  deux  courbes  C^,  C^  répondant  à  x,  si  nous 
admettons  que  les  y  tangentes  de  la  première  en  x  soient  distinctes 
des  /  tangentes  de  la  seconde.  D'après  une  observation  précé- 
dente   (p.  86),  nous   devons   donc  poser  dans  les  formules  {\Z) 

à  (i6)  r  =  7/. 

Parmi  les  couples  de  points  x-j  qui  satisfont  en  même  temps 
aux  deux  correspondances  (3),  les  points  j^  seront  manifestement 
déterminés  sur  y==  o  par  les  points  d'intersection  de  01Lj=:o 
[voir  aussi  p.  »yS)  et  les  points  x  correspondants  par  la  courbe 
01^^=  o,  car,  pour  chaque  point  semblable  x,  une  autre  intersec- 
tion de  deux  courbes  homologues  Q,  C^/  est  située  sur  f.  L'équa- 
tion D]'i'y=  O  est  donc  le  résultat  de  l'élimination  des  xj  entre  les 
équations  (3)  et  entre  y(x)  =  o,  en  supposant  qu'on  supprime 
préalablement  dans  ce  résultat  certains  facteurs  étrangers;  car, 
considéré  en  lui-même,  il  serait  de  l'ordre  n[rs'-\-  sr')  par  rapport 
auxj}^.  Parmi  ces  facteurs,  la  courbe  y  elle-même  est  comprise  yy' 
fois,  puisque  r=  yy'  (p.  86).  La  détermination  des  autres  fac- 
teurs exige  l'étude  spéciale  de  nombreux  cas  particuliers  auxquels 
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il  faut  avoir  égard,  et  dont  l'examen  complet  nous  entraînerait  troji 
loin.  On  effectuera,  au  surplus,  aisément  cette  détermination  dans 
chaque  hypothèse  en  s'attachant  aux  réflexions  suivantes  : 

Les  facteurs  en  question  ne  peuvent  dépendre  que  des  points 
exceptionnels  des  correspondances  (3),  car  c'est  là  la  condition  de 
leur  présence.  L'exemple  suivant  pourra  servir  à  expliquer  com- 
ment les  choses  se  passent  dans  le  détail. 

La  courbe  Csy  répondant  à  un  point  simple  Si  de  y,  qui  est  un 
point  commun  «'?'*  des  courbes  G^  et  un  point  t'p'"  des  courbes  C^, 
sans  être  en  même  temps  un  point  S',  est  indéterminée.  A  S<  ap- 
partient, au  contraire,  une  courbe  complètement  déterminée  C^^, 
dont  l'équation  sera  désignée  par©^=o,  et  conséquemment  tout 
point  de  cette  courbe  q«^/=o  peut  être  considéré  comme  point 
d'intersection  de  (f^  avec  la  courbe  G^  répondant  à  cj)^;  autrement  dit, 
la  courbe  9)^  est  une  partie  du  lieu  des  autres  intersections  (non 
situées  sury)  des  deux  courbes  homologues  ^,  c^',  et  comme  telle 
elle  doit  être  comptée  t/  fois,  d'après  l'équation  (  i3)  (a/  étant  égal 
à  i).  Nous  avons  donc  cette  proposition  que,  dans  le  résultat  de 
l'élimination  des  X/  entre  les  équations  (3)  et  entre  f{x)  =  o,  se 
trouve  compris  le  facteur  (^^)^'.  Les  intersections  de  <p^=  o  avec 
0]t,=  o  sont  alors  les  points  de  rencontre  de  q5^=  o  avec  la  courbe 
Cs  qui  correspond  à  un  point  de/^infiniment  voisin  de  S.  On  traitera 
de  la  même  manière  le  cas  où  S  est  en  même  temps  un  point  S',  etc. 
Si,  au  contraire,  S  est  un  point  double  dej},  il  existe  deux  points 
différents  voisins  de  S,  et,  par  conséquent  aussi,  deux  courbes  voi- 
sines différentes  G^j  ç^  doit  donc  être  compté  ar,  fois,  comme  le 
demande  l'équation  (i3). 

Il  faudrait  encore  distinguer  les  cas  où  les  points  S  ne  sont  pas 
en  même  temps  des  points  R  (p.  84),  et  réciproquement,  etc. 
Nous  laisserons  toutefois  là  ces  développements,  et  nous  nous 
contenterons,  dans  ce  qui  suit,  de  jeter  un  coup  d'œil  sommaire 
sur  l'application  des  résultats  obtenus  [*). 

Si  parmi  les  points  d'intersection  j  de  deux  courbes  G^,  G^/ 
répondant  à  un  même  points  il  en  est  un  situé  sur  /",  ce  dernier 
forme  ensemble  avec  x  un  couple  de  points  satisfaisant  simultané- 

(')  Nous  revenons  plus  tard  sur  un  de  ces  cas  (p.  99). 
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ment  aux  correspondances  (3)  ;  nous  ne  compterons  pas,  d'ailleurs, 
un  tel  couple  parmi  ceux  cherchés  sij^  s'est  rapproché  de  x  lui- 
même.  Le  nombre  des  couples  dont  il  s'agit  est  donc  égal  au 
nombre  des  points  de  rencontre  de/"  avec  d\1y  (non  situés  aux 
points  fixes  des  courbes  9,  ^'  ou  aux  points  doubles  de/)  diminué 
du  nombre  des  points  oh  une  branche  de  la  courbe  Q  qui  répond 
à  X  touche  une  branche  de  la  courbe  Cy  qui  répond  de  même  à  x. 
Nous  imaginerons  que  ces  derniers  points  sont  découpés  sury=  o 
par  une  courbe  AJj=  o,  dont  l'ordre  est  aisé  à  déterminer.  Admet- 
tons d'abord  qu'il  ne  se  rencontre  aucun  point  exceptionnel  dans 
les  correspondances  et  aucun  point  double  de/";  on  aura 

(17)  d\-L^.=      X^y.^y-^rXf, 

diy  étant  actuellement  la  courbe  qui  découpe  sur  f  les  points  y 
des  couples  cherchés  x-y.  Or  le  nombre  des  points  d'intersec- 
tion de  cette  courbe  avec  /"nous  est  connu  (t.  II,  p.  i53);  car  il 
est  égal  à  (9»''/),  et,  puisque  l'ordre  de  OTLj  est  donné  par  (i3),  on 
obtient  en  conséquence  pour  l'ordre  de  ,D&/  le  nombre 

(,8)       7.,=  .u,--^(y./)=7'(r  +  .)+7(/-'  +  .^')-37v'     ['). 

Pour  l'ordre  de  îH'j=  o,  nous  avons  donc  le  nombre 

(19)      /,-^.=  n[rs'+ir']-y[r'  +  s')-y'[r  +  s)-r/[n~Z), 

et  il  vient 

(  20  )  [n']  =  "f'y  =  «ß'  +  P«'  —  2  VV'/A 

jt^  étant  égal  à  -  («  —  i)(//  —  2). 

Les  expressions  DlLj,  Xy,  ty^y  et  A  sont  des  invariants  fonction- 
('  )  On  peut  aisément  aussi  trouver  ce  nombre  directement.  Que  l'on  pose,  en  effet, 

la  courbe  !Xry  =  o  s'obtiendra  par  élimination  des  dx^  entre  les  équations 

<^'x  ß'~''ß'iu  =  0.     «X  ^'''  ^''ux  =  o.     '\U  =  O' 
k^  étant  égal  à  i.  Du  résultat,  qui  doit  être  indépendant  des  quantités  A,,  on  peut 
séparer  un  facteur  Äg'  ;  il  reste  alors,  en  fait,  une  expression  de  l'ordre  (18).  On  peut 
donc  aussi,  à  l'inverse,  obtenir  directement  le  nombre  (çjj)'). 
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nels  simultanés  des  formes  fondamentales  y, cp(j:,j>^),  (^'(x,  7),  et 
l'équation  (17)  donne  une  relation  qui  existe  entre  elles  (  '  ).  Mais 
une  telle  relation  ne  peut  être  modifiée,  de  quelque  façon  que 
puissent  varier  les  coefficients  de  ces  formes  fondamentales;  elle 
doit,  en  particulier,  persister  si  sur  la  courbe/  les  variations  dont 
nous  parlons  donnent  naissance  à  des  points  doubles,  cas  que 
nous  considérerons  d'abord.  ISous  nous  proposons  d'ailleurs  de 
déterminer  précisément  les  intersections  de  t>{y=o  axec  f=  o 
qui  ne  tombent  pas  aux  points  doubles. 

Comme  nous  n'attribuons  plus  aux  correspondances  cf,  9'  aucun 
point  exceptionnel,  deux  courbes  complètement  déterminées  Q, 
Cgi  répondent  au  point  double  en  question;  et,  parmi  les  inter- 
sections de  celles-ci,  y/  sont  situées  au  point  double  lui-même, 
comme  en  un  point  quelconque  def.  La  courbe  011^  ne  passe  donc 
pas  par  le  point  double,  et  il  en  est  conséquemment  de  même,  en 
vertu  de  (17),  des  courbes  Xy  et  »Cj.  Le  nombre  des  couples  cher- 
chés est  par  suite  encore  égal  à  nky,  c'est-à-dire  à 

(21)  cf.S'  -+■  3c/.'  —  2  yy'p  —  2  77'  <■/, 


si  y  possède  d  points  doubles  et  que  p  =  -  (^7i  —  i)(«  —  î)  —  d 

désigne  le  genre  de  y.  Si  donc  les  courbes  G^,  Gy  fie  passent  pas 
par  les  d  points  doubles  de  f,  la  'valeur  trouvée  (t.  il,  p.  i53) 
pour  (cpcj*')  doit  être  abaissée  de  idyy'. 

Nous  ferons  maintenant  varier  les  constantes  des  correspon- 
dances 9  et  (p'  de  manière  à  produire  sur/"  des  points  exception- 
nels. Toutefois  nous  ne  considérerons  que  des  cas  particuliers 
nécessaires  pour  les  applications  ultérieures.  Nous  supposerons 
qu'un  point  simple  x  de  y  soit  en  même  temps  un  point  S  et  un 
point  S',  et  qu'il  soit  caractérisé  par  les  nombres  t,  t,  t',  t'  de  la 
manière  convenue.  Nous  déformerons  d'abord  la  correspondance 
o',  de  telle  sorte  que  le  point  multiple  d'ordre  t'  des  courbes  G^^  (et 
d'ordre  z'  des  courbes  G,-/)  soit  séparé  de  x,  mais  se  trouve  encore 
sur  y,  en  y,  par  exemple.  Alors  cj)(x,x)  s'évanouit  au  degré  t -\-  ' 


(')  Le  fait  que,  dans  (17),  il  ne  peut  plus  se  présenter  d'invariant  simultané,  pro- 
prement dit,  comme  coefficient  de  3TL  ou  cX  se  reconnaît  par  des  raisonnements 
semblables  à  ceux  établis  t.  JI,  p.  i83. 


de  multiplicité,  c'est-à-dire  que  la  courbe  ©,  répondant  à  un  point 
voisin  de  x,  a  en  x  un  point  multiple  d'ordre  t  -+-  z  ',  par  consé- 
quent, {t -h  x)-/  intersections  de  cette  dernière  avec  la  courbe  a/ 
qui  répond  à  x  tombent  en  x.  De  même  [^-\-'i:')y  intersections 
d'une  courbe  ^'  répondant  à  un  point  voisin  de  j,  avec  la  courbe  cf 
qui  répond  à  y  se  trouvent  réunies  en  j.  Si  maintenant  x  coïn- 
cide avec  j,  il  se  trouvera  en  x 

(?-hT)7'+(/'  +  r')7 

points  d'intersection  des  deux  courbes  tp,  c^'  qui  répondent  à  x  -h  dx. 
Mais  comme,  pour  chaque  couple  de  deux  courbes  homologues  cf, 
^',  yy'  intersections  sont  situées  en  x,  le  nombre  des  intersections 
qui  se  présentent  à  nouveau,  ou,  en  d'autres  termes,  le  nombre 
qui  exprime  la  multiplicité  de  S^y  ^  o  en  un  point  commun  VP^^ 
pour  les  cf  et  t'^P^^  pour  les  9'  est  égal  à 

(22)  [t+zY/ +  [t'  +  ^')y-r/. 

Ce  résultat  reste  vrai  si  l'un  des  nombres  t,  t'  est  égal  à  zéro. 

Dans  (17),  à  la  place  de  0\i>y  figure  maintenant,  si  f'=  o,  d'après 
des  développements  précédents  (p.  89),  le  produit  DTtj( 9^)',  de  telle 
sorte  que  l'équation  (17)  doit  être  remplacée  par 

( 23 )  OÏL,. [i,Y=  Xy. .  fKy -h  A/. 

Si  t  et  t'  sont  différents  de  zéro,  nous  obtenons 

(24)  DXby{f,Y[?sY-'=?^-y.^y+Af, 

(fs=  o,  ^■^'s=  o  étant  les  deux  courbes  Cj,  Q/  qui  répondent  à  un 
point  de  /voisin  de  S.  De  même,  s'il  se  présente  plusieurs  points 
S  de  cette  espèce,  figurera  avec  OK^,  dans  le  premier  membre  de 
(17),  un  produit  TIj,  dont  les  facteurs  individuels  sont  de  la  forme 
((fg)"",  ....  Les  points  cherchés^  ne  sont  donc  plus  les  seules  inter- 
sections de  la  courbe  d^y=  o,  mais  cette  courbe  passe  aussi  par  les 
points  de  rencontre  de  11^=0  avec /"=  o.  Actuellement,  les 
points  d' évanouissement  du  quotient 

...  ^  &t\.       DIL, 

non    situés   aux   points    exceptionnels ,    nous   donnent   seuls   les 
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points  j  des  couples  cherchés  x-y .  Les  points  correspondants  x 
sont  les  points  d' évanouissement  d'un  quotient  formé  corrélati- 
vement : 

Nous  allons  déterminer  le  nombre  de  ces  points  d'évanouisse- 
ment pour  le  cas  considéré  dans  (22). 

Le  quotient  j^  s'évanouit  en  S,  en  vertu  de  (14)5  (22)  et  (23), 
à  l'ordre  de  multiplicité 

j   ^'(«  +  v)  +  ^(«'  +  v')-77'-(^-+-^)7'-(''4-^')7+v/ 
^    ^^      (        =t^+i'. -ry'-r'y      (»), 

Cl  le  nombre  des  intersections  simples  de  Jt^^y  =  o  avecf=  o  sera 
égal  à 

i  «(f^r-/o) -'«'-''«  ^-7'+ -'7 
i        =ccß'-{-pa  — 77' («  —  l)(«  — 2), 

en  posant  maintenant 

K  :=  nr  —  T  —  y,       P  =  ff  —  i  —  7, 
a' =:  nr' — r' — 7',      ß' =  ns' — t'  —  y'. 

Le  Jiombre  résultant  n'est  donc  pas  inßuence  par  le  point  fixe 
des  correspondances . 

On  peut,  au  surplus,  démontrer  d'une  manière  tout  à  fait  ana- 
logue que,  pour  les  points  doubles  de  f,  par  lesquels  passent  les 
courbes  Q,  Csh  le  nombre  (ipcj.')  apparaît  sous  la  forme 

(y/)  =  aß' H- Sa'—  iyy'{l)  -^  d'), 

si  l'on  entend  par  p  le  genre  de^et  par  d'  le  nombre  des  points 
doubles  de/  qui  ne  sont  pas  des  points  exceptionnels  des  cor- 
respondances. Nous  résumerons  en  un  théorème  le  résultat  obtenu, 
après  de  courtes  explications,  sur  les  deux  autres  cas  mentionnés 
encore  page  87. 

2"  Nous  admettrons,  en  second  lieu,  que  le  point  de  y  ou  y' 


(')  Ce  nombre  concorde  avec  celui  qui  a  été  obtenu  d'une  autre  manière  par  Bhill 
(  Math.  Aimalen,  t.  VI,  p.  46). 


valeurs  respectwement  en  x=:  y  pour  les  deux  correspondances 
prend  naissance  par  contact.  Ce  cas  présente  de  l'intérêt,  en  ce 
sens  que,  d'après  les  considérations  précédentes  sur  la  nature  de 
semblables  correspondances,  nous  pouvons  préciser  beaucoup  plus 
que  dans  le  cas  précédent.  On  peut,  en  effet,  admettre  que  les 
deux  correspondances  soient  données  sous  la  forme  suivante  (com- 
parer, t.  II,  p.   i85)  : 

^0=0  étant  la  courbe  qui  détermine  sury=  o  les  points  de  con- 
tact des  courbes  du  ^'^™®  ordre  ayant  un  contact  d'ordre  y  —  i  qui 
font  partie  du  système 

et  les  autres  courbes  4>/=  o,  <i>'^  =  o  étant  définies  de  la  manière 
correspondante.  Ici,  l'ordre  /'  des  courbes  $,  ainsi  que  leur  multi- 
plicité aux  points  communs  des  courbes  «p  et  aux  points  doubles 
de  f,  est  complètement  donné  par  le  mode  d'existence  des 
courbes  g).  En  fait,  la  détermination  de  /•  par  s  peut  s'effectuer  de 
la  manière  suivante  (^).  La  courbe  de  coïncidence  d'une  corres- 
pondance c^(jf,j)  )  =  o  est  (t.  II,  p.  161)  de  l'ordre 

/•  -t-  i-  -f-  7  (  /2  —  3  ) . 

Donc,  en  particulier  pour  7  =  1,  r  =  5,  la  courbe  de  coïncidence 
de  la  correspondance 

?o(-^)fi(j)  —  'Pi(-^)?o(j)  =  o 

est  de  l'ordre  is  -^  n  —  3.  Par  suite,  pour  7  =  2,  dans  la  corres- 
pondance 

*o(-^)-?o(r)  +  *i(-'^).?i(7) -i-*2(-^)-?2(j)=o     (t.  II,  p.  l65), 

l'ordre  /•  des  $  est  égal  à  -is-i-n  —  3,  et  l'ordre  de  la  courbe  de 
coïncidence  égal  en  conséquence  k?>[s  -\-  n — ■?));  on  trouve  ainsi 


(')  Foii  aussi  la  nute  de  la  p.  i83,  l.  II. 
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fie  même  par  là  l'ordre  de  la  courbe  de  coïncidence  dans  le  cas  de 
y  =  3  égal  à4-y-i — [i"- —  3),  et  ainsi  de  suite.  E/?,  général. 
L'ordre  de  la  courbe  de  coïncidence  sera  égal  à 

(3o;  (y4.,)[^,  +l(„_3)yj. 

Or  les  courbes  du  /''^'"^  ordre  $/ =  o  dans  (29)  sont  des  courbes 
de  coïncidence  d'une  correspondance  à  point  de  •/  —  i  valeurs 
en  a:  =  7  ;  d'où 


30)*  '--y[^+^(«-3)(7-i)]      (' 


b 


Nous  avons,  du  reste,  vu  (t.  II,  p.  164)  qu'en  tout  point  simple 
def,  où  sont  situées  a  intersections  fixes  des  courbes  ©,,  se  trou- 
vent ya  intersections  des  courbes  ^,,  sans  d'ailleurs  qu'il  y  ait  lieu 
de  se  préoccuper  de  savoir  si  les  courbes  (^  ont  à  cette  place  un 
])oint  commim  multiple  d'ordre  g,  ou  si  elles  y  ont  un  contact 
d'ordre  g  —  i  avec/",  tandis  que  pour  l'établissement  du  nombre  v'" 
dans  (i4)  nous  avons  admis  expressément  la  première  circonstance. 
Mais  le  nombre  (i4)  est  également  exact  pour  la  seconde.  Sup- 
posons, en  effet,  que  pour  un  point  simple  S/  de  y  (c'est-à-dire 
pour  ai=  i)  on  ait  «,=  i  et  que  les  (p'  aient  en  ce  point  un  point 
commun  multiple  d'ordre  t'^  :  il  faut  alors  employer  ime  corres- 
pondance [^/(yH-  a),  (y'-f-  a')]  dont  le  nombre  des  coïncidences 
est  égal  à 

«'/(V  +a)-4-(7'-f-a'). 

Si  maintenant  les  courbes  9  passent  toutes  ensemble  par  ti — i 
points  de  y  voisins  dé  S/,  il  y  a  /-h  a'  intersections  de  deux 
courbes  homologues  (p,  (j-'  qui  se  confondent  en  chacun  d'eux.  Par 
conséquent,  le  nombre  des  intersections  de  pareils  couples  de 
courbes  qui  se  trouvent  réunies  en  S/  devient  égal  à 

<•('/  +  «)  4-  (7'-+-  a')  -+-  (?,.— i)(/— a')  =t'i{y-hoi)-hii{y'-\-c^.']. 


(  '  )  Le  nombre  ß  de  la  correspondance  se  trouve  donc  être  déjà  déterminé  par  œ  et  y. 
Ce  même  résultat  peut  être  obtenu  par  l'application  de  la  théorie  des  intégrales  abé- 
liennes  de  seconde  espèce.  (Foir  Lindemann,  Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Herraite, 
Journal  de  Crelle,  t.  84,  p.  3io.) 


Il  en  faut  encore  retrancher  le  nombre  T  pour  retrouver  pour  la 
multiplicité  de  3nL>-=  o  en  S/  le  résultat  exprimé  par  (i4)' 

Un  fait  analogue  a  lieu  si  les  9'  ont  simultanément  en  S,-  un  con- 
tact d'ordre  t'^ —  i  avec  la  courbe  primitive,  et  la  question  se  résout 
de  même  pour  un  point  double  de /"(c'est-à-dire  pour  «/=  2).  Il 
suffît,  dans  ce  dernier  cas,  de  remplacer  a  par  at^-;  le  nombre 
y  (a  4- 7  —  i)  donne  alors  encore  le  nombre  des  intersections 
fîxes  des  0  situées  en  un  point  fixe  comme  celui  dont  nous  par- 
lons. 

Les  nombres  t/,  t^  qui  ßgurent  dans  les  foi'mules  précédentes 
(12),  (ï3),  (16),  (22),  (27)  sont  donc,  pour  un  point  simple  def, 

(3i)  ^i=ta,    <  =  «:>'; 

pour  un  point  double  de  f, 

(32)  T,=  y^,-f^v(y-.),      T:.=:y'<.^-^y'(y'-I)    [']. 

Actuellement,  supposons  d'abord  y'~^y-  Parmi  les  points  d'in- 
tersection de  deux  courbes  quelconques  tangentes  respectivement 
d'ordre  y  —  i  et/ — i  au  même  point  a:  de  y,  y  sont  voisins  de  x; 
il  faut  donc  (p.  86)  prendre  r=  y  dans  les  formules  (i3)  «  (16). 

La  détermination  des  facteurs  qui,  dans  le  résultat  de  l'élimi- 
nation des  X  entre  (34)  et  entre  f[x)  =  o,  se  présentent  conjoin- 
tement avec  uïij  et  y^,  s'effectue  absolument  comme  dans  le  cas 
précédent,  et  n'a  pas  besoin  d'être  expliquée  à  nouveau. 

On  doit  au  contraire  remarquer  la  manière  spéciale  dont  se 
comporte  ici  la  courbe  5C-j=  o,  très  importante  pour  l'établisse- 
ment de  l'équation  (17),  et  qui  détermine  sur^par  ses  intersections 
les  points  x  pour  lesquels  un  (y -i- i )''"'"'  point  d'intersection  de 
deux  courbes  homologues  Q,  Cg'  retombe  sur  j:^.  Mais,  comme  nous 


(')  Toute  correspondance  à  point  de  y  valeurs  en  x=jy  pouvant  être  réduite,  à 
l'aide  de/=  o  (voir  p.  Syetsuiv.),  à  une  correspondance  comme  celle  envisagée  plus 
haut,  les  résultats  énoncés  dans  les  formu!es(3o),  (3i),  (Sa)  s'appliquent  encore  au  cas 
que  nous  avons  traité  en  premier  lieu.  M.  Krey  suppose,  dans  ses  recherches  relatives 
à  ce  sujet  {l\tathematische  Annalen,  t.  XII,  p.  /176),  que  toutes  les  courbes  C^,  C^„ 
C^,  C^,  passent  une  seule  fois  au  plus  par  les  points  exceptionnels  qui  sont  des  points 
doubles  de/.  Cependant  on  reconnaît  par  (82)  que  cette  hypothèse  ne  peut  jamais 
être  admise  que  pour  les  cas  de  ;/  =  0  et  y  =  i. 
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supposons /^  y,  ce  (7 -f- i)''-™"  point  d'intersection  est  nécessai- 
rement situé  aussi  sur  la  courbe  f^  et  le  fait  n'a  lieu  que  dans  deux 
cas  :  i"  si  une  courbe  G^  a  un  contact  d'ordre  y  (cas  où  y  4-  i  points 
consécutifs  sont  communs),  ce  qui  se  produit  aux  points  de  coïn- 
cidence de  la  première  correspondance  (  29)  ;  2°  si  une  courbe  9'  a 
en  X  un  point  double,  hypothèse  où  il  j  a  y  points  communs  con- 
sécutifs seulement,  mais  où  l'un  d'eux  compte  double  comme 
point  de  rencontre  de  ip  et  o'.  Les  points  de  la  première  espèce, 
dont  chacun  doit  être  compté  y'  fois  ('  ),  sont,  d'après  (3o),  déter- 
minés sury  par  les  points  de  rencontre  d'une  courbe  de  coïnci- 
dence Ly=  o  de  l'ordre  (y  +  i)    .v  -h  -  (/z  —  3)y  h  les  points  de  la 

seconde  espèce,  dont  chacun  compte  y  fois,  par  une  courbe  qui  se 
détermine  de  la  manière  suivante  (2)  : 

Du  premier  membre  de  la  deuxième  équation  (29)  doit,  pour 
X  =  y,  se  séparer  un  facteur  y,  en  sorte  que  l'on  a 

(33)  K[^).<f',[.v)  +  .  .  .  -\-^'^{x).^\.[œ)  =  Y .f 

Pour  les  points  d'intersection  de  ^'  avec/i  le  premier  membre  de 
cette  équation  s'annule  doublement,  c'est-à-dire  que  la  courbe  ^', 
répondant  à  l'un  de  ces  points  d'intersection,  y  possède  un  point 
double.  Par  suite,  les  points  mentionnés  de  la  seconde  espèce  sont 
découpés  par  la  courbe  ^'=  o,  relativement  à  l'ordre  de  laquelle 
on  déduit  de  (33)  le  nombre 

(34)  4,'z=r'-4-,v'-«  =  (/-f-l)5'-fi/(7'-l)(/i-3)  — «. 

Commençons  par  admettre  encore  que^n'ait  pas  de  point  double, 
et  qu'aucun  point  fixe  commun  de  G,  et  G^^  ne  soit  situé  sur^"; 
alors  intervient,  à  la  place  de  (17),  l'équation 

(35) 

On  trouve  par  là,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  l'ordre  de  [X\- 


(')  On  le  reconnaît  immédiatement  par  ce  qui  a  été  dit  t.  II,  p.   i5i. 
(')  Le  cas  de  -/'=  •/  est  toujours  excepté.  Comparer  l'exemple  •/'=:  3,  p.  iH.')  et  i8ç) 
'note),  t.  II,  où  T'  devient  la  jacobienne  des  trois  courbes  jj'g,  çj'i,  j»',. 
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est  égal,  en  vertu  de  (i3),  (3o),  (3o)*  et  (34),  à 
Pj-  vf  -  7'(7  -»-  0  U  +  ^71«  -  3)  j 
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nlrs  +  sr 


71'-  +*  )  — 7  i'--^-'«]  —  ni« 


Le  reste  de  la  recherche  s'effectue  comme  au  cas  précédent;  il 
faut  seulement  remplacer  toujours  l'expression  5C-  par  le  produit 
(^')ï(Ly)f'.  La  manière  dont  se  comporte  ce  produit  aux  points 
exceptionnels  de  la  courbe  y  ou  des  correspondances  (29)  est  éga- 
lement facile  à  déterminer,  parce  que,  d'après  ce  qui  précède, 
on  connaît  la  manière  dont  se  comporte  L^,  et  qu'il  est  aisé 
de  tirer  de  (33)  ce  qui  est  relatif  à  'F'.  Les  points  cherchés  j'  se 
trouveront  finalement  au  moyen  des  points  d'évanouissement 
simples  des  quotients  4^^  de  la  forme  (aS),  et  les  points  cor- 
respondants X  par  ceux  des  quotients  4^^  de  la  forme  (26).  A 
l'égard  de  ces  quotients, le  nombre  (2'j)  reste  également  exact; 
il  suffit  d'y  exprimer,  d'après  (3i)  et  (32),  les  nombres  z,  x' 
par  t,  t' . 

Il  est  d'ailleurs  à  observer  que  le  cas  où  Q,  Q/  ni  C/-,  Gr/  ne 
passent  par  un  point  double  de^ne  peut  pas  se  présenter  ici.  Car 
bien  qu'on  ait  en  un  tel  point  t  =  t'z=  o,  nous  avons  néanmoins, 
d'après  (32), 

^/=-7(7-i)'     <-=-7'(7'-0- 

Or,  si  nous  admettons  la  survenance  d'un  point  de  cette  espèce  S, 
il'  lui  correspond  deux  courbes  G,  diff'érentes  cf^=o,  <^s>=  O5  et 
deux  courbes  Gy  difî'érentes  (p^=  o,  (p'y=  o,  et  à  la  place  de  (35), 
s'il  ne  se  présente  pas  d'autres  points  exceptionnels,  intervient 
l'équation 

Or  de  cette  identité  nous  ne  pouvons  ici  rien  conclure,  car  nous 
ne  connaissons  pas  encore  le  mode  d'existence  de  DTLy  en  S.  Mais 
le  nombre  des  points  cherchés  j>^  est  égal  au  nombre  des  points  x, 
qui  forment  un  couple  avec  chacun  d'eux.  Nous  pouvons  donc,  au 
lieu  de  OTlj,   employer  l'expression  OXij:.  La  multiplicité  de  cette 
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dernière  est,  d'après  (  i6),  eu  égard  à  (32), 

r.  =  T;(v  +  .8)+T,(v'  +  ;3')_2v 
=  '-/W  -  0(7  -t-  ß)  +  ;7(7  -  ')(7'  +  f^')  -  27, 
ß  étant  égal  kiis  —  7,  ß'  à  ns' —  7'.  On  a  d'ailleurs,  d'après  (35), 
(37)  DlI.,=  (r)-r(L,)v'9C,4-A/       ' 

Mais  nous  ne  savons  pas  non  plus  comment  se  comporte  la 
courbe  ^'=0  au  point  double  S,  de  sorte  que  cette  équation  ne 
nous  sert  à  rien.  Pour  résoudre  la  question,  il  nous  faut  recourir 
au  résultat  obtenu  sous  l'hypothèse  étudiée  en  premier  lieu 
(p.  91).  Ce  résultat  doit  en  effet  rester  exact  pour  le  cas  actuel, 
comme  nous  l'avons  fait  voir  au  commencement  de  nos  recherches 
(p.  87).  Le  nombre  des  couples  cherches  sera  donc  encore  donné 
par  (21). 

Le  cas  de  y  =  /  mérite  une  mention  spéciale.  On  aperçoit  aisé- 
ment qu'il  faut  prendre  encore  ici  F  =7,  mais  qu'il  n'y  a  plus 
décomposition  de  la  courbe  5G  =  o  en  courbes  ['^')'^z=o  et  (Lf)^'==  o 
et  que  tout  demeure  symétrique. 

3"  Enfin,  quelques  mots  peuvent  trouver  place  ici  relativement 
au  troisième  cas  cité  plus  haut  (p.  87),  cas  dans  lequel  le  point 
de  y  'Valeurs  de  Cj)(x,  j^)  en  x  =y  est  produit  par  un  point  y'P^^ 
des  courbes  cj»,  tandis  que  le  point  de  •/  valeurs  de  ^' {x^y^  en 
X  =-j  est  au  contraire  produit  par  un  contact  d'ordre  y' —  i  des 
courbes  cf.  On  doit  ici  prendre  r=y,  indépendamment  de  la  cir- 
constance que  /  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  y.  D'ailleurs,  un 
autre  point  d'intersection  des  deux  courbes  ç,  a/  qui  appartiennent 
à  x  se  réunit  à  x,  en  premier  lieu  s'il  intervient  en  x  une  coïn- 
cidence de  (f[x,y),  en  second  lieu  si  la  courbe  ç'  tangente  en  x  a 
en  X  un  point  double.  A  la  place  de  l'équation  fondamentale  (17) 
se  présente  alors  la  suivante  : 

aTL,.=  M'ï(L,]T'.Dt^.-}-A/, 

oij  L^:=  o  désigne  la  courbe  de  coïncidence  de  (f[x,j-)=  o,  tandis 
que  W  est  défini  par  l'équation  (33).  La  détermination  du  mode 
d'existence  des  courbes  qui  se  présentent  ici  aux  points  excep- 


t 


lionnels  des  correspondances  se  fait  encore  comme  précédem- 
ment. 

Nous  résumerons  enfin  dans  la  proposition  suivante  les  résultats 
obtenus,  dans  la  mesure  au  moins  où  nous  devons  plus  tard  en  faire 
usage. 

Lorsque  deux  correspondances  (a,  ß)^  et  (a',  ß')-^/,  pouvant  pos- 
séder des  points  exceptionnels  (ßxes)  quelconques,  sont  données 
par  deux  équations  g>(a:,  ;^)  :=  o,  cj('(x,  j^)  =  o,  le  nombre  des 
couples  x-j  qui  satisfont  à  toutes  les  deux  et  sont  formés  chacun 
par  deux  points  séparés  est  égal  à 

(38)  [n'  )  =  «^'  +  «'^  -  'iT/[p  +  D). 

s'il  existe  D  points  doubles  de  f  par  lesquels  ne  passent  pas 
toutes  ensemble  les  courbes  ip,  (p'  répondant  à  x  [^).  Les  points  j 
sont  ici  les  points  racines  simples,  non  situés  en  des  points  excep- 

tionnels^  du  quotient  -^7= — ^»   TI  désignant  le  produit  connu 

déterminé  par  les  points  exceptionnels  et  qui  se  présente  dans 
(23),  (24)  comme  facteur  de  OHy.  La  multiplicité  de  ^j,  pour 
un  point  exceptionnel  d'ordre  t  ou  ^  des  courbes  répondant  à  x 
en  vertu  <fe  cp  =  o  ou  9'=  o,  si  ce  point  est  un  point  simple  def^ 
est  donnée  par  le  nombre  (27),  lequel  devient,  en  vertu  de  (3i), 
ta.  -+- 1! CL  —  77'(f  H-  ï');  [quelques-uns  des  nombres  t,  r,  t!^  x'  pou- 
vant être  individuellement  nuls).  De  même  les  points  correspon- 
dants X  sont  les  points  racines  simples,  non  situés  aux  points 
exceptionnels,  d'un  quotient  j^x- 


(')  Il  faudrait  distinguer  au  premier  abord  trois  cas  différents,  savoir  : 

x"  s  <ir  et  ^'  <  r',  r  et  r'  étant  donnés  en  toute  hypothèse  par  (3o)*;  c'est  à  ce  cas 
que  nous  nous  sommes  bornés  dans  les  remarques  précédentes,  en  parlant  des  équa- 
tions (29).  Les  courbes  qui  répondent  &  j  passent  toujours  par  les  points  doubles 
de  /.  {Voir  p.  98  et  la  note  de  la  p.  96.) 

1°  s<Cr  et  s' >  r' ;  r  s'exprime  par  s,  d'après  (3o)*,  mais  s'  est  déterminé  par  /•', 
en  vertu  d'une  relation  analogue. 

3°  i  >  r  et  i'  >  r. 

Néanmoins,  il  n'est  pas  nécessaire  d'étudier  plus  à  fond  les  deux  derniers  cas,  car 
on  peut  les  ramener  au  premier  en  se  servant  de  la  loi  de  réciprocité  qui  existe  entre 
les  courbes  jj,  tp'  et  *,  *'  figurant  dans  (29).  {Foir  t.  II,  p.  176  et  suiv.) 


Of  MATHEMATICS 


"^^eSvoncCTO 


LA    GEOMETRIE   SUR    UNE    COURBE   ALGEBRIQUE. 


Toutefois,  au  cas  où  chacune  des  correspondances  9  et  (/  reste 
invariable  par  permutation  de  a:  avec  y^  le  nombre  des  couples 

de  points  est  égal  à  -(99') ,  les  courbes  ^x=:  o  et  S^y^  o  coïn- 
cidant alors  l'une  avec  V autre  (*  ). 


Une  circonstance  où  il  y  a  ainsi  symétrie  se  rencontre  dans 
l'exemple  d'où  nous  sommes  partis,  et  dans  lequel  la  courbe 
OTlj^OTLx=o  doit  être  remplacée  par  la  courbe  M  =  o  (p.  77 
et  suiv.).  Ici,  nous  obtenons  une  équation  de  la  forme 

dans  laquelle  la  jacobienne  du   réseau  considéré   a  pris  la  place 
de  la  courbe  <X^=  o,  et  H  est  une  expression  dépendant  des  points 

fixes  des  courbes  du  réseau.  Du  nombre  -(99')  il  faut  ici  retran- 


cher encore  le  nombre   -v(v  —  i)    des    couples    de    points  x-y, 

situés  sur  ip,  =  o,  qui  satisfont  aussi  aux  deux  correspondances  (2) 
(v  désignant  le  nombre  des  points  d'intersection  mobiles  des 
courbes  du  réseau  avec/").  Le  nombre  des  couples  de  points  cher- 
chés est  donc,  en  tenant  compte  de  a  =  ß  =  a'=ß'=v  —  i, 

(  =-   (v  -  l)(v-  -2)  --(«-!)(«-  2)  +rf", 

si  toutes  les  courbes  tp  passent  par  dl'  points  doubles  de  /*,  et 
ce  nombre  concorde   en  fait  avec  celui  qui  a  été  trouvé  pour  y 

(p.  16). 


(•)  Une  symétrie  de  cette  nature  se  présente,  par  exemple,  si  le  point  -/p''  des 
courbes  en  x  =  r  prend  naissance  par  le  fait  que  la  courbe  répondant  à  x  se  décom- 
pose en  •/  courbes  séparées,  de  telle  manière  qu'on  ait  à  considérer,  par  exemple, 
un  système  simplement  infini  de  courbes  parmi  lesquelles  y  passent  par  tout  point  du 
plan.  Les  cas  non  encore  examinés  dans  le  texte,  et  où  des  branches  particulières  du 
point  multiple  des  courbes  çj  touchent  la  courbe/,  etc.,  se  résolvent  par  combinaison 
des  méthodes  employées  pour  les  hypothèses  séparées.  D'ailleurs,  le  résultat  numé- 
rique reste  toujours  le  même.  {Foir  p.  87.) 
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Nous  nous  proposons  de  faire  usage  de  la  formule  établie 
relativement  à  (çcj-')  pour  traiter  quelques  exemples  dont  plu- 
sieurs nous  seront  utiles  incessamment;  nous  passerons  ensuite 
à  l'établissement  d'une  formule  similaire  pour  trois  correspon- 
dances. Ces  exemples  se  référeront  à  la  considération  d'une  fa- 
mille linéaire  de  courbes  dépendant  de  trois  paramètres  [^)^ 
savoir  : 

(4o)  ).i<p,  (.r)  -H  \^,_[x)  -f-  >3î-3(,r)  -i-  \f,{a:)  =  o. 

Nous  admettons,  pour  plus  de  simplicité,  que  toutes  les  courbes 
de  la  famille  soient  adjointes  ày(  c'est-à-dire  qu'elles  passent  par  les 
points  doubles  de/)  et  qu'elles  rencontrent  en  outre /en  M  points 
mobiles.  Les  diverses  propositions  que  nous  allons  établir  ont  été 
choisies,  pour  partie,  en  tenant  compte  de  problèmes  que  nous 
traiterons  plus  tard  et  qui  montreront  clairement  la  connexion, 
mentionnée  en  commençant,  de  ces  explications  avec  la  théorie  des 
systèmes  spéciaux.  Nous  distinguerons  les  différents  exemples  par 
des  lettres  majuscules. 

A.  Par  tout  point  de /passe  un  réseau  de  courbes  du  système  (4o) 
à  M  —  I  points  d'intersection  mobiles  ;  on  peut  donc  pour  tout 
point  de  f  trouver,  d'après  (Sp), 

(40  N  =  ^(M-..)(M-3)-y. 

couples  de  points  tels  que  par  chaque  groupe  ternaire  ainsi 
formé  passe  un  nombre  simplement  infini  de  courbes  du  sys- 
tème (4o)- 

B.  On  demande  de  déterminer  le  nombre  de  ceux  des  faisceaux 
de  courbes  compris  dans  (4")  dont  les  courbes  se  touchent  toutes 
en  un  point  et  y  ont  en  même  temps  un  contact  du  premier  ordre 
avec  f=  o,  tandis  qu'un  autre  point  de  base  [lequel  est  mobile) 


(  '  )  Les  exemples  dont  il  s'agit  présentent  un  intérêt  particulier  pour  la 
théorie  des  courbes  de  l'espace.  {Voir  Brill,  Math.  Annalen,  t.  IV,  p.  522,  et 
t.  VI,  p.  5o.) 
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est  situé  sur  f[^).  Nous  extrairons  d'abord  du  système  (4o)  l'en- 
semble des  courbes,  en  nombre  doublement  infini,  qui  touchent  yj 
et  de  cet  ensemble  doublement  infini  les  deux  systèmes  simple- 
ment infinis  qui  passent  respectivement  par  deux  points  fixes  A 
et  B  non  situés  sur  f.  Par  A  et  par  un  point  quelconque  de  f 
passent  alors,  d'après  la  formule  de  la  p.  171,  t.  II,  encore 
2 (M H-/? — 2)  courbes  tangentes.  Les  deux  systèmes  simplement 
infinis  nous  donnent  donc  sur  f  deux  correspondances 

[M -2,    2(M-+-p-2)]2 

et  le  nombre  de  leurs  couples  communs  est  égal  à 

4(M  — 2)(M+p--2J—  8/?. 

Or  par  A  et  B  passent  encore  2  (M  -\-  p  —  i)  courbes  tangentes 
qui  sont  communes  aux  deux  correspondances;  et  le  point  de 
contact  de  chacune  d'elles  forme  avec  chacun  de  leurs  autres  M  —  2 
points  d'intersection  un  couple  de  l'espèce  cherchée.  Le  nombre 
dctnandé  est  par  conséquent  égal  à 

^  4(M-2)  (Mh-p  — 2)  — 8/>  — 2(M  — 2)(M-+-/^  — i) 
^^''''     \       =2(xM-2)(M-3)  +  2p(M  — 6). 

C.  On  demande  de  trouver  sur  f  le  nombre  des  groupes  ter- 
naires de  points  par  lesquels  passent  les  courbes  en  nombre  sim- 
plement infini  et  formant  un  faisceau  du  système  (4o)  dans  lequel 
se  rencontre  dans  un  faisceau  de  cette  nature  une  courbe  qui 
touche  f  en  deux  des  trois  points  du  groupe  ternaire. 

A  tout  point  z  de  y  répondent,  d'après  (40' 

N  =  -(M-2)(M-3)  — /? 

couples  de  points  x-j,  en  sorte  que  par  z,  x  el  y  passe  encore  un 
faisceau  de  courbes  du  système  (4o)-  Ces  2N  points  (les  points  x  et 


(')  Ce  nombre  est  égal  au  nombre  des  tangentes  d'une  courbe  gauche  d'ordre  M 
et  de  genre/»  qui  rencontrent  encore  une  fois  la  courbe  dont  il  s'agit,  tandis  que  (^i) 
donne  le  nombre  des  cordes  triplement  sécantes  qui  passent  par  un  point  quelconque 
de  cette  même  courbe. 
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les  points  j^  à  cause  de  la  sjmétrie)  sont,  d'après  ce  qui  précède 

(p.  92) ,  les  zéros  simples  d'un  quotient  J^y  =  — ^  dans  lequel  ^j  et  II 

dépendent  rationnellement  des  coordonnées  du  points;  car  l'équa- 
tion ^^  =  o  prend  ici  naissance  par  élimination  de  .r  entre 
f[x)  =  o  et  entre  le  système  d'équations 


(43; 


?l(z)         ?l[z)         ?3(2)         <?4(2) 
?l(-^)         ?2(-*')         T3(-^)        ?4(-^) 

<pi(j)    <P2(j)    n{y)    TÀr) 


Cette  observation  permet  en  même  temps  de  reconnaître 
que  ^y  est  symétrique  en  y  et  z.  Eu  égard  à  ce  fait,  nous  écrirons 
X^yz  au  lieu  de  ^y,  ^yz^=  o  nous  donnant  ainsi  entre  j)^  et  z  une 
correspondance  en  vertu  de  laquelle  à  tout  point  y  répondent 
2N  points  z  et  à  tout  point  z  2N  points  y,  correspondance  dont 
la  multiplicité  de  valeur  en  y  =  z  est  donnée  par  le  nombre 

(44)  2(M  — 2)  — 2  — (M  — 2)==M  — 4. 

C'est  là  une  conséquence  de  ce  que,  dans  (27),  on  a  à  poser 

/^  rr:  /^'  z=  T  =  t'  =  y  :=  7'  =  I ,      a  =  a'  =  M  —  2  ; 

il  faut  alors  retrancher,  du  nombre  résultant,  M  —  2,  à  cause  de  la 
courbe  qui  passe  par  A,  B  et  z,  A,  B  étant  deux  points  quelconques 
du  plan  introduits,  comme  précédemment  dans  un  réseau,  pour 
l'établissement  des  correspondances  (p.  79).  Or,  nous  pouvons 
employer  la  correspondance  à  laquelle  nous  avons  affaire,  bien 
qu'elle  ne  soit  pas  représentée  par  l'évanouissement  d'une  fonction 
entière  de  ^,  y,  de  la  même  manière  qu'une  correspondance  ordi- 
naire, tant  que'les  nombres  caractéristiques  a,  ß,  y  (  ici  les  nombres 
respectifs,  2N,  2N,  M  —  4)  ne  figurent  que  linéairement.  Si  nous 
désignons  en  eff'et  ces  nombres  pour  iX'j^  par  «,  b,  c,  pour  II  par 
a',  b' ,  c',  on  a 

«  =  «  —  a' y     ß  =^  b  —  6' ,     Y  =  c  —  c' 

et  puisque  diyz  passe  par  tous  les  points  de  rencontre  de  II  avec  f 
le  nombre  des  coïncidences  devient  égal  à 

a  -\-  fj  -h  2cp  —  (a'+  ^'+  2c'/î)  =  K+  ß  H-  2yp; 
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enfin  le  nombre  des  couples  de  points  qui  lui  sont  communs  avec 
une  autre  correspondance  (a',  ß')^  {*)  est  égal  à 

ûp'+  bx'  —  -icy'p  —  a'p'  —  b'  a.'  ■+-  ic'Yp  =  a  S'  +  ßx' —  2yy'p, 

Nous  ferons  plusieurs  fois  usage  de  cette  remarque. 

Il  existe  d'ailleurs  dans  le  système  (4o)  2(M  -hyy  —  3)  courbes 
qui  touchent  f  en  z  et  en  un  autre  point  y,  ce  qui  nous  donne 
une  correspondance 

[2(Mh-/.-3),  2(M  +  /;-3)];. 

Gomme,  d'autre  part,  nous  avons  trouvé  une  correspondance 
(2N,  2N)m_^  représentée  par  ^^^=0,  le  nombre  des  groupes 
ternaires  cherchés  devrait  être  d'abord  égal  à 

8N(M-f-/;  — 3)  — «(M  — 4)/> 
=  8N(M  +  /.  —  i)  _  8(M  —  2)  (M  —  3)  -  8(M  -6)p. 

Mais  dans  ce  nombre  sont  compris,  chacun  comptant  deux  fois, 
les  groupes  ternaires  déterminés  par  (42);  car,  s'il  existe  un  nombre 
simplement  infini  de  courbes  tangentes  en  z  et  passant  en  outre 
par  X  et  j  ,  il  j  a  parmi  elles,  en  toute  hypothèse,  une  courbe  qui  est 
tangente  à  la  courbe  primitive  en  x  et  une  autre  qui  lui  est  tan- 
gente en  j\  Si  donc  nous  retranchons  du  nombre  trouvé  le  double 
du  nombre  (42),  le  nombre  cherché  ici  sera  égal  à 

(45)      8N(M  +  7.-i)— i2(M— 2)  (M  — 3)  — i2(M-6)/p. 

Ce  nombre  donne  en  même  temps,  comme  il  est  aisé  de  le  voir, 
le  nombre  des  points  x  de  f  pour  lesquels  deux  des  N  couples  de 
points  correspondants  (4i)  sont  situés  infiniment  près  les  U7is  des 
autres.  Si  en  effet  une  courbe  du  système  triplement  infini  passe 
par  X  et  est  tangente  en  y  et  z,  elle  appartient  en  même  temps  au 
faisceau  déterminé  parjy  et  à  celui  déterminé  par  z  -^  dz  qui  fait 


(')  Il  n'est  pas  non  plus  nécessaire  que  cette  autre  correspondance  soit  représen- 
table par  l'évanouissement  d'une  fonction  entière.  {Voir  la  note  de  la  p.  iio.) 

Dans  la  circonstance  que  nous  avons  reconnu  la  représentabilité  des  correspon- 
dances qui  se  rencontrent  ici,  sous  la  forme  4^  =:  o,  se  trouve  précisément  la  grande 
utilité  des  explications  qui  précèdent  pour  les  questions  qui  s'offrent  actuellement; 
car  c'est  par  là  seulement  que  la  formule  de  correspondance  devient  applicable. 
{Voir  la  note  de  la  page  i53,  t.  II.) 
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partie  du  réseau  passant  par  x.  Mais  ce  dernier  faisceau  a  un  autre 
point  de  base  dans  le  voisinage  de  y,  et  ce  point  doit  en  même 
temps  être  situé  sur^,  puisque  la  courbe  de  ce  faisceau  de  laquelle 
il  a  été  parlé  passe  par  le  point  j^-f-  dy  voisin  de  j  sur  y.  Donc 
les  points  y,  z  d'une  part  et  les  points  y-\-dj,  z -h  dz  d'autre 
part  forment  un  des  N  couples  de  points  qui  répondent  à  x. 


D.  O/i  demande  d'obtenir  sur  f  le  nombre  des  groupes  quater- 
naires par  lesquels  passe  un  nombre  simplement  infini  de  courbes 
du  système  [^o),  c  est-à-dire  le  nombre  des  solutions  communes 
du  sjstème  d'équations 


/{-) 


=  o,    /(j)  =  o,    J[z)  =  o 

,       J 

?.(-^)    ?i(r)    ?i(=)    ?i(0 

Xi 

?2(^)      7.(j)      ?2(-'0      Î^IO 

X, 

<P3(-^)        ?3(j)         ?3(3)        «P3(?) 

X3 

^(■'0        T4(j)        <P4(^)        ?.V(§) 

X, 

/(?] 


les  quantités  X^  étant  des  grandeurs  arbitraires,  de  telle  façon 
que  l'on  puisse  remplacer  cette  dernière  relation  par  l'évanouis- 
sement de  tous  les  déterminants  mineurs  du  déterminant 
S±9,(x)cf,(j)93(^)cf,(^). 

Par  tout  point  z  de  y  passe  une  courbe  4^^^  =  o,  qui  possède, 
d'après  (44)?  enj=.  z  un  point  de  M  —  4  valeurs  et  qui,  d'après  (41), 
détermine  sur/* 2N  autres  points  }  ^^\  J^^^  •  •  -•,  y^^^\  Ces  points  se 
rangent  en  N  couples,  tout  point  j^'^  formant  avec  un  autre  point, 
que  nous  désignerons  par  j •''*"'"'•  =  x^'\  un  couple  tel  que  par  j'^^\ 
x^'^  et  z  passe  encore  un  nombre  simplement  infini  de  courbes  du 
système  (4o).  Construisons  maintenant  pour  chaque  point  j^'^  la 
courbe  correspondante  4^^(')yj=  o,  qui  est  à  l'égard  de  j^'^  ce  qu'est 
J(^-y  =  o  par  rapport  à  z.  Cette  courbe  s'évanouit  M  —  4  fois 
en  j^'^  =  Yi,  passe  une  fois  par  x^'^  et  par  z  et  détermine  en  outre 
sur^par  ses  intersections  2N —  2  points  yj  (non  situés  sur  41  ^j  =  o) 
qui  se  rangent  de  nouveau  en  couples  ri^  ^.  Désignons  par  Il^yj  le 
produit  de  toutes  les  expressions  41j'"rj;  alors  l'équation 

n,,  =  41yi)v  Jiir^s  •  •  •  "Cy>-'o  0''\  O'^'  •  •  -t'''^>  =  o 
représente  une  courbe  correspondant  à  z  qui  s'évanouitM  —  4+  ' 
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lois  en  tout  point  j^'^  et  2N  fois  en  z,  et  qui  de  plus  détermine 
sur/par  ses  intersections  2]N(2N  —  2)  points  n,  chacun  comptant 
une  fois.  Si  l'on  prend  parmi  ces  derniers  un  point  •/)  et  le  corres- 
pondant \,  on  a,  en  partant  d'un  point  y^^\  les  relations  suivantes. 
Les  points  z,  j^'^,  x^'^  forment  un  groupe  ternaire  de  l'espèce 
considérée  dans  l'hypothèse  A;  les  points  j^'\  m,  \  forment  un 
second  groupe  ternaire  ainsi  défini  :  toute  courbe  du  système  tri- 
plement infinr  qui  passe  parj^^'^  et  z  passe  aussi  par  xf'\  et  toute 
courbe  qui  passe  par  j'^'^  et  n  passe  aussi  par  \.  ' 

Actuellement,  pour  des  positions  particulières  de  z,  il  peut  arri- 
ver que  m  coïncide  avec  ^,  et  alors  chaque  courbe  menée  parj'^'^  et 
z  passe  aussi  bien  par  jt^'^  que  par  ^,  c'est-à-dire  que  les  points  z, 
y{i)^  xii)^  I  forment  un  groupe  quaternaire  de  l'espèce  cherchée. 
Toutefois  rj  ne  doit  pas  ici  se  confondre  avecj^''\  c'est-à-dire  se 
trouver  parmi  les  points  découpés  sur /" par  4^zr,  =  o,  points  par 
chacun  desquels,  d'après  ce  qui  précède,  Il-yj  passe  M  —  3  fois. 
Les  points  cherchés  z  sont  donc  les  points  de  coïncidence  de  la 
correspondance  représentée  par  l'équation 


correspondance  qui,  d'après  les  remarques  ci-dessus  sur  Il-r,,  pos- 
sède en  s  =  vj  un  point  de  la  valeur 

2N  _  ( M  —  3  )  f  M  —  4  )  =  2  ( M  —  3 )  —  2/?. 

Le  nombre  de  ses  points  de  coïncidence  est,  d'après  les  expli- 
cations données  dans  l'hypothèse  C,  égal  à 

2N(2N  — 2)  -f-2N(2N  —  2)-t-  2/7[2(]M  —  3)  —  2/?] 

=  2(M  — i)(M-2)(M  — 3)(M  — 4)  — 4/>(2i\P— iiM-M3)-f  ^p\ 

Mais  si  Yi  coïncide  avec  ^,  il  peut  arriver  en  même  temps  que  le 
point  correspondant  \  coïncide  avec  a:^'^  cas  où  les  deux  groupes 
ternaires  z,  j^^'^,  x^'^  et  j^^\  yj,  ^  deviennent  identiques;  y'^^^  est 
donc  alors  un  des  points  considérés  dans  l'hypothèse  G,  pour 
lequel  deux  des  N  couples  correspondants  (4i)  se  confondent. 
Nous  avons  par  suite  encore  à  soustraire  du  nombre  trouvé  le 
nombre  (45).  Gomme  d'ailleurs  les  points  z,  j^  x,  ^  entrent  sy- 
métriquement dans  chacun  des  groupes  quaternaires  restants,  il 
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nous  faut  encore  diviser  le  reste  par  2.  3.  4  =  24.  Le  nombre  des 
groupes  ijualernaires  cherché  se  trouve  finalement,  d'après  cela, 
être  égal  à 

(46)  -i(M-2)(M-3)MM-4)-l/,[(M-3)(M-4)-p  +  i]. 

Ces  résultats  étant  ainsi  obtenus  à  l'égard  de  deux  correspon- 
dances simultanées  et  du  nombre  de  leurs  coïncideiices,  nous  en 
ferons  actuellement  usage  pour  la  considération  simultanée  de 
trois  correspondances  entre  trois  points  x,  j,  z  de  la  courbe  pri- 
mitive (p.  77).  A  ce  sujet  se  rattachera  l'examen  d'un  exemple 
très  instructif  pour  la  théorie  des  systèmes  spéciaux. 

Soient  donc  données  les  trois  équations 

(47)  ?i("P,J,2)  =  o,     ^^{x,y,z)  =  o,     'f.^[x,j,z)  —  0 

et 

/(.r)=o,     /(j)  =  o,     /(^)=o; 

trouver  le  nombre  des  groupes  ternaires  composés  de  trois  points 
situés  séparément  qui  satisfont  simultanément  à  ce  sj  stème  d'équa- 
tions. Supposons  que,  en  vertu  des  conditions  ft  =  0,  cpa  =  o, 
cj,3  =  0,  à  tout  couple  de  points  x,  j  respondent  respectivement 
^,,  ]Xi,  ^3  points  z  àe  f  non  situés  en  x  ou  j  ,  qu'à  tout  couple 
j,  z  répondent  de  même  respectivement  ■A.^,  y„2,  ^3  points  x,  et  à 
tout  couple  z,  X  respectivement  X,,  Ag,  X3  points  j)^  Admettons 
ensuite  qu'une  équation  a-,  =  o  s'évanouisse  à  l'ordre  «/  poury  =  z, 
à  l'ordre  ß/  pour  z  =  x,  à  l'ordre  y^-  pour  jr  =  j^.  Supposons  en 
outre,  pour  plus  de  simplicité,  que  les  courbes  répondant  à  j-z, 
z-x  ou  x-j  en  vertu  des  équations  (47)  passent  par  tous  les  points 
doubles  de  /' =  o  (  *  ) . 

L'élimination  de  x,  j^  ou  z  entre  ^,=z:o,  ©2  =  "  ei  J  =  o 
nous  donne  d'abord  les  équations  (-) 

(48)  -Ci2(j,^)=o,     il,,{z,x):=o,     S^,^[x,y)  =  o, 


(')  Les  modifications  qu'il  sera  nécessaire  d'apporter  dans  le  cas  contraire,  prin- 
cipalement aux  nombres  {fifk)xri  ®t*^-'  ^°"*  faciles  à  déterminer,  d'après  ce  qui  a 
été  dit  p.  gi. 

(')  Sur  l'emploi  de  semblables  correspondances  représentées  par  des  fonctions 
fractionnaires,  voir  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  problème  C. 


I 


LA    GÉOMÉTRIE   SCR    USE   COCRBE   ALCÉRRIOUE.  IO9 

OÙ  les  fonctions  4^rt  (comme  à  la  page  92)  ne  sont  pas  nécessai- 
rement des  fonctions  entières.  Le  nombre  des  points  x  qui  sont 
associés  à  un  point  z  en  vertu  de  ^^{z^x)  =  o  est  alors  égal  à 
{^{<^2)xy,  ce  dernier  nombre  désignant  le  nombre  des  couples  de 
points  x,j  qui,  dans  Thypothèse  de  z  fixe,  satisfont  simultanément 
aux  correspondances  Ç)  =  0,^2  =  o»  en  sorte  que  l'on  ait 

(  ?i  ?2  )xy  =  ■''•1  ^2  +  --«a  5^1  —  2  7i  y^p.. 

C'est  également  là  la  mesure  du  nombre  des  points  j^  qui  répondent 
à  s:  en  vertu  de  4^,2  (7,  z)  =  o,  et  la  signification  correspondante 
se  retrouvera  dans  les  nombres  suivants  : 

(    (  ?'■  fk  )  yz  =  ^  J  H-  +  ^-A-  y-i  —'i-'^i  a-kP  > 

(49)  (  9i9k]zx  =  l^r^k  +  H'^i—  ^piPkP, 

!    (?/?-t)xj  =  --«Ayt  H-  '^k\  —  2  7/7ytP. 

Désignons  ensuite  par  [jT^]'*  la  multiplicité  de  valeur  du  point 
j  =  z  dans  l'équation  ^ik{Y,  z)  =  o,  c'est-à-dire  dans  le  résultat 
de  l'élimination  de  x  entre  les  équations  '^/=o,  Ok=o\  nous 
aurons  alors,  d'après  (27), 

i[y^]ik  =  ^i'^k  +  «A-  >'/  —  Pnk  —  Pkth 
[zx]ik  =  Pih  +  h'^i  —  7i"-k  —  7&«/, 
[•'y-]/A-=  7iH--^7ky-i—  '^iPk—<^-kPi- 

Par  le  point  z  et  par  chacun  des  {<f\^'i)xy  points  x  associés  à  z  en 
vertu  de  ^\2{x^z)-:=o,  faisons  passer  la  courbe  ^3  (x,j",z):=o 
qui  correspond  à  ce  point  o:  et  à  z.  Toute  courbe  de  cette  espèce  a 
encore  X3  autres  points  d'intersection j^,  tandis  qu'en  outre  y^  sont 
situés  en  x  et  a^  en  z.  Le  produit  de  toutes  ces  courbes  égalé  à 
zéro,  ou  autrement  dit  le  résultat  de  l'élimination  de  x  entre 
-t«2(^,j)  =  o,  93  =  0  et/(a:)  =  o, 

p  étant  égal  à  (■p»  92)0:^5  représente  alors  une  correspondance  entre 
y  et  z,  en  vertu  de  laquelle  à  un  point  z  de  la  courbe  primitive 
'sont  associés  Çhi->ryz){^{<^i)xy  points  j)^.  Parmi  ces  derniers, 
Y3('f)^2):rj  sont  situés  aux  points  de  rencontre  x  de  la  courbe 
4^i2(x,  z)  =  o  avec  y^  à  cause  de  ces  points  qui  tombent  en 
X  =j) ,  Jious  aurons  donc  plus  tard  à  opérer  une  réduction.  En 
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j  =  z  la  correspondance  11^3=  o  a  d'ailleurs  un  point  de  la  mul- 
tiplicité de  valeurs  a3(^iy2)xj-  Le  nombre  des  points  z  qui,  inver- 
sement, répondent  k  j  ne  doit  pas  être  immédiatement  tiré  de 
l'expression  choisie  pour  Tl^^,  parce  que  les  quantités  x^*^,  x^-\. . ., 
x^f'  dépendent  encore  de  z,  mais  ce  nombre  doit  être  égal  au 
nombre  des  couples  de  points  x-z  qui,  en  vertu  des  équations 
4^12  (jKj  -z)  =  o,  ^3=  o,  l'épondent  à  un  point  j^  donné,  et  dont  les 
points  z  ne  sont  pas  situés  enj^  (les  points  homologues  x  ne  pou- 
vant d'ailleurs  se  confondre  avec  z,  mais  le  pouvant  avec  j"),  c'est- 
à-dire  que  le  nombre  en  question  sera  égal  au  nombre 

La  correspondance  ïlyz=^o  doit  nécessairement  être  satisfaite 
pour  qu'il  existe  par  rapport  à  j  ,  z  un  troisième  point  x  tel  que  le 
groupe  ternaire  x,j,z  satisfasse  aux  trois  équations  (p,-=o.  Une 
seconde  correspondance  nécessaire  de  cette  espèce  entre  j,  z  est 
donnée  par  la  condition  4^i2(jr)  ^)  =  o,  et  cette  correspondance 
est  de  la  forme 

Nous  trouverons  par  suite  le  nombre  de  leurs  couples  communs 
à  toutes  les  deux  égal  à  (  '  ) 

{fl?2)xy\{?lf2)yz{H+  7z]  +  (  ?l?2)xyl^3—V'ßi[-^^]ll] 
-+■  (?l?2)a:z(?l?2W(>'3+  73)  —  ^P[jz]liCt3{fif^)^y. 


(')  On  peut  aussi,  en  fait,  employer  directement  la  formule  relative  à  (yp')  pour  la 
détermination  des  couples  communs  de  deux  correspondances  données  sous  la  forme 

<S>,  *'  passant  respectivement  par  tous  les  points  de  rencontre  de  Y,  Y'  avec/",  tandis 
que  la  réalisation  de  la  division  n'est  pas  possible,  à  cause  des  circonstances  qui  se 
présentent  aux  points  fixes,  etc. 

Soient,  en  effet,  les  correspondances  *,  Y,  *',  Y'  respectivement  caractérisées  par 
les  nombres 

(a  -4-  a,  *  +  ß)^^,     (a,  *),.,     («'+  a',  *' +  ^'),..+^.,     («',  b')^.; 

il  faudra  retrancher  du  nombre  des  couples  communs  des  correspondances  *,  4', 
c'est-à-dire  du  nombre 

(fl -h  a)  (*' -I- /3' )-(-(«'-+-«')(* -H /5)—  2{c-{-y){c'-h-/)p: 
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Ce  nombre  indique  combien  de  couples  de  points  x-z  en 
4^,2(x,  z)  forment  conjointement  avec  un  couple  j-z  en  •Ci2(j5  -) 
un  groupe  ternaire  x-y-z  de  (^3  =  0.  Mais,  pour  chacun  des 
{'i\^i)xy  couples  x-z  répondant  à  z  [en  vertu  de  ^,2(x,  z)  =  o], 
il  n'y  en  a  qu'un  seul,  parmi  les  (<pi<f2)a-/  couples  j-z,  qui  satis- 
fasse aussi  à  la  troisième  équation  (48),  savoir  4^, 2(^7, j))  =  u, 
c'est-à-dire  qui  puisse  donner  lieu  à  un  groupe  ternaire  commun 
des  trois  équations  (^i=  o.  Or,  comme  nous  aVons  considéré  tou- 
jours uniformément  tous  les  (cpicp2)ay  couples,  il  nous  faut  consé- 
quemment  diviser  encore  le  nombre  trouvé  par  (cf,  <f-i)xx'i  ce  nombre 
devient  alors  égal  à 

{?lfi]yz{y'i-^7i]  -+■  {fl?2]x2{\-^  7i) 

Mais,  d'après  ce  qui  précède  (p.  109),  sont  encore  compris  dans 
ce  total  les  groupes  ternaires  pour  lesquels  x  coïncide  avec  7 %  Cette 
circonstance  ne  peut  se  présenter  qu'aux  points  de  coïncidence  de 
l'équation  J^f2{^jj)  =  o,  puisque  tous  les  groupes  ternaires 
trouvés  doivent  satisfaire  à  cette  dernière,  et  pareillement  aussi 
chacun  de  ces 

points  de  coïncidence  donnera  lieu  à  un  groupe  ternaire  impropre- 
ment dit  de  la  nature  dont  il  s'agit,  groupe  comptant  y^  fois  à 
cause  du  point  de  ^3  valeurs  de  ©a  en  x  =J-  On  obtient  donc  le 
nombre 

(?1?2?3)  =  [fin)yzH-^  {9l?2]zx'^3 

+  {?i?i)xyl^-s—  2pj[Jr2]l2a3-^[^.r],2p3^-[.r^],2).3|, 

et  enfin,  comme  ce  nombre  doit  dépendre  symétriquement  de  9,, 
92,  <p3  [ce  dont  on  s'assure  facilement  aussi  par  le  calcul  en  ayant 
égard  à  (49)  et  (5o)],  on  a  la  proposition  suivante  : 

Le  nombre  des  groupes  ternaires  qui  satisfont  simultanément 

1°  le  nombre  ab'  -f-  ba'  —  2  ce'/»  des  couples  communs  de  Y  et  Y'  ; 
a"  le  nombre  a ß'-h  bx'  —  icy' p  des  couples  communs  de  *'  et  Y  ; 
3°  le  nombre  a.' ß+  b'  ot.  —  2c' y p  des  couples  communs  de  *  et  Y'. 
Il  reste  alors  de  nouveau  le  nombre  ocß'-h  ßx' — 2yy'p,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


CHAPITRE  1. 


(lux  trois  correspondances  (4")  ct.  se  composent  chacun  de  trois 
points  def  séparés  les  uns  des  autres,  est  donné  par  l' une  des  trois 
formules  [r,  5,  Z  =  i ,  2,  3)  : 

f  -*-  {?r?s)ccyy-t  —  2^!  [j^],,  Ci,  -h  [z.r],,S,  +  [.rj ],-,),,  j, 

dans  lesquelles  x/,  ^j,  p./  o7it  les  signißcatiojis  précédentes,  et  en 
outre  {(fiCf>fi)xzj  -  •  -,  sont  définis  par  (49)>  [x^J/Aj  •  •  •?  P^f  (5o). 
Si  en  pai'ticulier  chacune  des  correspondances  est  formée  symé- 
triquement par  rapport  à  chaque  'variable,  cas  ou  l'on  a  nécessai- 
rement 

le  nombre  des  groupes  ternaires  communs  devient  (  <  ) 

(  52  )        g  (  yi  ¥2  ?3  )  =  "-«i  ■''-2 ■''-3  —  P  (  H  «2  «3  +  ■''-2  «3  «)  +  ■''-3  «1  «2 )  +  2/?  Kl  ag  aj. 

Faisons  encore  observer  que  la  formule  (5i)  ne  cesse  pas  d'être 
vraie  lorsque  les  correspondances  ©,,  ^2  ne  sont  pas  représentées 
par  deux  équations  particulières,  mais  par  la  coexistence  simul- 
tanée de  trois  équations  de  la  forme  (48) 

*(/,  zjzzio,      ^'  [z,x)z=z  o,      ^"(.r,  j)  =  o, 

ayant  respectivement  pour  nombres  caractéristiques 

[l,m)ay      {rn,k]h,      [k,l)c, 

sans  qu'il  soit  nécessaire  de  les  considérer  comme  le  résultat  de 
l'élimination  de  x,  y,  z  respectivement  entre  f-=.  o  et  deux  des 
équations  ^^  =  0,  92=  o,  93=  o,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  aupa- 
ravant. Actuellement,  à  chaque  point  z  correspondent  m  couples 
x-y  qui  sont  déterminés  par  O  =  o,  4>'=  o,  et  les  deux  points  de 
chaque  couple  sont  liés  l'un  à  l'autre  par  l'équation  <!>"=  o,  etc. 
Dans  l'établissement  de  la  formule  (5i),  nous  n'avons  effective- 
ment fait  nulle  part  usage  des  équations  cp,  =  o,  92=0,  mais 
seulement  des  équations  (48).  Si  donc  on  adjoint  à<I>  =  o,  ^'=^0, 


(•)  Ces  formules  ont  été  obtenues  par  une  autre  voie,  ainsi  que  les  formules  cor- 
respondantes relatives  aux  groupes  quaternaires  communs  de  quatre  correspondances, 
par  Brill,  Math.  Annalen,  t.  VI,  p.  56. 
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<i>"z=  o  une  correspondance  cj»  =  o  (au  Heu  de  ©s  dans  la  démon- 
stration précédente)  possédant  les  nombres  x,  X,  ^^  a,  ß,  y,  on 
obtient  encore  pour  le  nombre  des  groupes  ternaires  communs  la 
formule 

(53)  {•l'«!''*",  <f]  =  ky.  -\~  n  -+-  ma  —  2/>(öa  4-  b[i  +  6-7), 
en  posant  dans  (5i) 

[fl'?t)yz=f^y       i9l?2)zx^^'^i,       {?l?î)a.'y=' f'h       [j-]l2^-",       [z.r]i^zzb, 
•/3  1=  -/,       ).3  =  ).,       ^3  =  ti,       «3  --_  a,       1^3  :zs^  fj,       y.^  -z  y, 

et  dans  le  cas  de  la  symétrie  on  déduit  de  (53)  la  formule 

(54)  >  {^^'<^",f)  =  -  A/.  ~  paoL. 

Cette  dernière  remarque  nous  sera  précisément  utile  pour  la  solu- 
tion du  problème  suivant  : 

Etant   donné  un  système    linéaire  ijuadruplemenl    infini    de 
courbes, 

(55)  «i^i-f-  a2y2-^-a3?3+  a4'jP4+a5yä=:o, 

qui  rencontrent  f  en  M  points  mobiles  et  sont  adjointes  à  f,  on 
demande  de  déterminer  sur  f  le  nombre  des  groupes  ternaires 
par  lesquels  passe  un  système  doublement  infini  de  ces  courbes, 
c  est-à-dire  de  trouver  le  nombre  des  systèmes  de  valeurs  x,  y,  z 
satisfaisant  au  système  d'équations  qui  suit  (  '  )  : 

I  9M    ?2(-^)    ysl-^)    ?M    ?ö(-^) 

(56)  S(iu345)3^-j    î.(j)     f,{y)     ^3(7)     n(j)     nlj) 

I      ?l(3)         ?2(Z)         9^{z)         'f,{z]        ^5(3) 

(57)  /(^)=o,    f[y)^.o,    f{z)-^r.o. 


(')  En  fait,  la  solution  de  ce  problème  est  généralement  possible  (comp.  p.  117). 
A  l'aide  des  formules  correspondantes,  relatives  à  quatre  correspondances,  on  trouve 
traité  dans  Brill,  loc.  cit.,  le  problème  qui  consiste  à  délerminer  le  nombre  des  groupes 
quaternaires  situés  sur  f,  par  lesquels  passent  des  courbes  en  nombre  triplement  inßni, 
faisant  partie  d'un  ensemble  linéaire  sextuplement  infini  adjoint  à  f.  Une  formule 
générale,  pour  le  nombre  des  solutions  d'une  matrice  à  K  lignes  horizontales  el  R-(-  « 
lignes  verticales,  dans  le  cas  où  existent  en  outre  R  équations  de  la  forme  (5y),  a  été 
donnée  dans  le  Mémoire  de  Brill  et  Nöther.  {Voir  la  note  de  la  p.  58.) 

Clebscu.  —  Géométrie,  III.  o 
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TOME   III.    —    CHAPITRE   I. 


Nous  désignons  par  (12345)3  le  nombre  cherché  et  d'une  ma- 
nière analogue  par  (1234)3  le  nombre  des  couples  de  points  y-z 
qui,  dans  l'hypothèse  de  x  fixe^  satisfont  au  système 


(58)  8(1234)3=. 


?ii^j    î'ai-^]    rA^)    nl-^J 
?i(j)    ?2(j)    ?3(j)    n(j) 

¥i(z)      ?2(z)      73(2)      î-il^) 


par  [(1234)3(345)3]  le  nombre  des  groupes  ternaires  qui  satisfont 
en  même  temps  aux  équations  (  58)  et  à  l'équation  unique 


(59) 


ysi 


î-o 


?3(j)    n(j)    ?ä(j) 
?3(z)     ^(2)     yä(z) 


par  [(123)3(34)3]   le  nombre  des  groupes  ternaires  qui  satisfont 
aux  systèmes  d'équations 


yi(jr)       çp2(^)       çp3( 

-) 

?3(-^)        ?4(^) 

(60) 

Tllr)        ?2{j)        ?3(j) 
yi(z)         ^2(2)         ?3(2) 

—  0, 

?3(j)        ?4(7) 
?3(-)         ?4(3) 

=l:  0, 

enfin  par  (3)3  le  nombre  des  groupes  ternaires  de  valeurs  déter 

minés  par  le  système 

?3(-^) 

(6,) 

?3(7) 

zl:=0, 

1 

î'3 

^) 

c'est-à-dire  par  Ç3(^)  =  o^  Cf3(j)  =0,  a53(^)  =  o. 

A  chacun  de  ces  systèmes  d'équations,  il  faut  naturellement  ad- 
joindre encore  les  équations  (57),  ce  que  nous  ne  rappellerons 
plus  expressément  par  la  suite. 

Actuellement  les  solutions  du  système  (56)  sont,  en  toute  hypo- 
thèse, comprises  parmi  les  [(1234)3(345)3]  solutions  communes  des 
équations  (58)  et  (Sg),  car,  d'après  une  proposition  mentionnée 
plus  haut  (p.  54),  toutes  les  solutions  communes  d'une  matrice 
à  q  lignes  verticales  et  A"  lignes  horizontales  [q^k]  sont  com- 
prises parmi  les  solutions  communes  de  q  —  k-\~i  déterminants 
mineurs  d'ordre  Ä"  de  la  matrice,  indépendants  les  uns  des  autres. 
Or,  dans  notre  cas,  nous  avons  ^  =  5,  A  —  3,  d'où  y  —  /:  -h  i  =  3^ 
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et  le  système  (58)  représente  précisément,  d'après  le  même  théo- 
rème, deux  équations  indépendantes  l'une  de  l'autre.  Parmi  les 
[(1234)3(345)3]  solutions  précitées,  se  trouvent  encore  celles 
qui  satisfont  au  système  (60)  sans  satisfaire  en  même  temps  à 
toutes  les  équations  (56),  ainsi  qu'on  l'établit  à  l'aide  de  la  proposi- 
tion en  question.  Dans  les  solutions  de  (60),  sont  également  en- 
globées celles  de  (61),  bien  que  ces  dernières  ne  satisfassent  pas 
aux  équations  (58)  et  (59).  Il  faut  donc  retrancher  du  nombre 
[(1234)3(345)3]  le  nombre  [(123)3(34)3]  —  ('3)3  pour  obtenir  le 
nombre  (12345)3,  c'est-à-dire  que  nous  avons  la  formule  (  *  ) 


(62 


(12345)3=  [(1234)3  (345)3]  -  [(123)3(34)3]  +  (3)3 


Nous  avons  maintenant  à  exprimer  les  nombres  qui  figurent  dans 
le  second  membre  au  moyen  des  nombres  M  et  p.  En  premier  lieu, 
(3)3  est  égal  au  nombre  des  groupes  ternaires  que  l'on  peut  former 
avec  les  M  points  d'intersection  de  93  =  o  avecy,  d'où 


(3)3=gM(M-i)(M-2). 

Dans  (60),  l'évanouissement  du  déterminant  ternaire  nous  repré- 
sente une  correspondance  symétrique  ^[x^y,  z)  =  o,  à  l'égard  de 
laquelle,  d'après  le  mode  de  notation  employé  dans  la  formule  (54), 
on  a 

•/.  =  M  —  2,     a  -=  1 . 

D'un  autre  côté,  l'évanouissement  de  la  matrice  est  équivalent 
à  deux  correspondances  qui  sont  représentées  par  trois  équations 


o,  4)'=o,   «J>"zz-0, 


73(7)    n(r) 

?3(z)    n(-) 

i 


9/3(2)       f^[z) 

M-2 


Tsi^j    n(-^) 
n[y)    n(j) 

A  z,  par  exemple,  répondent,  en  effet,  tous  les  M  —  i   points 


{')  Voir,  pour  rétablissement  de  pareilles  formules,  Salmon,  Geometrjr  of  three 
dimensions.  Une  formule  plus  générale  a  été  donnée  par  Brill,  Math.  Annalen,  t.  V , 
p.  378  et  suiv.  Nous  avons  déjà  traité  un  exemple  très-simple,  t.  Il,  p.  ii3. 

8. 


d'intersection  de  ^3{z)(f^[j)  —  (i^^(z)(^3[j)  =  o  non  situés  en  z, 
chacun  comptant  M  —  2  fois,  puisque  chacun  de  ces  points  forme 
avec  chacun  des  autres  un  couple  x-j  répondant  à  z  ;  il  faut 
donc,  dans  (54),  poser 

/•  =  (  M  —  i)  (  M  —  2),     a=zM  —  -2, 
et  il  vient,  en  conséquence  (^), 

[(123)3(34),]  =  ^  (M -i)(]VI-2)^-/.(M- 2). 

Nous  avons  de  même,  pour  la  détermination  du  nombre 

[(1234)3(345)3], 
la  correspondance  particulière  (59)  possédant  les  nombres 

y.  nr:  M  —  2,       «  =  I, 

et  deux  correspondances  représentées  par  les  trois  équations 

J^{j,z)=^o,     Jl_{z,x]=zo,      4^(a;,j)=:o, 

J^{X,  z)  :i=  o,  par  exemple,  étant  la  courbe  qui,  d'après  ce  qui  a  été 
dit  sous  les  rubriques  A  et  C  (p,  102  et  suiv.),  détermine  surjr=  o 
les  couples  de  points  x-j  qui  répondent  à  z,  en  vertu  du  sys- 
tème (58),  en  sorte  que  l'on  a  respectivement,  d'après  (40 
et  (44), 

X-  =  (M  —  2)  (M  —  3)  —  2/7,     a  =z  M  —  4, 

d'où,  suivant  (54), 
[(1234)3(345)3]  =  [^  (M- 2)(M-3)-p](M- 2) -y.(M- 4). 
En  ayant  égard  à  (62),  il  vient  finalement,  pour  le  nombre  des 


(')  Nous  n'avons  pas  encore  considéré  de  correspondances  appartenant  à  l'espèce 
qui  se  présente  ici,  où  dans  le  premier  membre  figurent  des  puissances  parfaites; 
mais  nos  formules  demeurent  exactes,  parce  qu'on  peut  faire  dériver  ces  correspon- 
dances d'autres  correspondances  par  passage  à  la  limite.  On  pourrait,  du  reste,  dans 
le  cas  du  texte,  considérer  d'abord  exclusivement  les  correspondances  données  par 
révanouissement  de  déterminants  simples.  11  suffit  alors,  à  cause  de  la  complète 
symétrie  qui  existe,  de  multiplier  le  résultat  par  M  —  2. 


LA    GÉOMÉTRIE   SUR    UNE   COl'RnE   ALGÉBRIQUE. 

groupes  ternaires  cherchés, 


63' 


12345)5: 


M 


0(M  -  3)(M  -  4) -^(M -/[.). 


Le  problème  traité  en  dernier  lieu  est  un  cas  particulier  du  pro- 
blème plus  général  formulé  plus  haut  :  sur  la  courbe  primitive  dé- 
terminer R  points  G'^,  tels  que  les  courbes  qui  passent  par  eux 
dans  une  famille  t  fois  infinie  forment  une  famille  q  fois  infinie 
(p.  56).  Nous  avons  trouvé  comme  condition  nécessaire  pour  la 
résolubilité  du  problème 

R>(7-4-i)(R-^-t-7), 

et  cette  inégalité  est  ici  satisfaite  en  réalité,  car  nous  avons  à  poser 

R  =  3,     <7  =  2,     ^  — 4- 

Le  problème  en  question  présentait  un  intérêt  particulier  pour 
les  systèmes  de  courbes  adjointes  du  [n  —  ^y*«"«  ordre,  et  cela 
comme  conséquence  de  l'applicabilité  du  théorème  de  Riemann  et 
Roch  aux  systèmes  d'intersections  de  ces  courbes.  De  leurs  ip  —  2 
points  de  rencontre,  p  —  i  sont  déterminés  par  les  p  —  i  autres; 
nous  avons  donc  à  prendre 

M  =  /.>  —  1  H-  4  =  /^  -F  3, 

au  moins  dans  la  supposition  que  l'ensemble  quadruplement  infini 
donné  de  courbes  G„_3  ne  soit  pas  en  relation  spéciale  avec  la 
courbe  primitive;  et  cet  ensemble  est  fixé  par  p  —  5  points  quel- 
conques dey.  Ces  derniers  forment  avec  chaque  groupe  ternaire  de 
l'espèce  déterminée  par  nous  un  groupe  spécial  Gr  de  points,  par 
lesquels  passe  un  nombre  doublement  infini  de  courbes  adjointes 
C„_3,  c'est-à-dire  que  nous  avons 

R=/?  — 2,     q  =  1. 

Les  équations  du  théorème  de  Riemann  et  Roch  (p.  5-?) 

Q4-R==2(/.-i),     Q_R  =  2(7-/-) 

donnent  ensuite 

Par  les  p   autres   intersections   de  ce  système  doublement  infini 


passe  donc  un  nombre  simplement  infini  de  courbes  adjointes 
Cn-3 ,  et  les  groupes  Gr  =  Gp__2  forment  eux-mêmes  un  système 
simplement  infini  gpL^;  mais  il  existe  un  nombre  r  fois  infini  de 
systèmes  de  cette  dernière  espèce,  t  étant  égal  à 

Inversement,  on  peut  aussi  partir  du  problème  où  il  s'agit  de 
trouver  des  groupes  G^,  par  lesquels  passe  un  nombre  simplement 
infini  de  courbes  adjointes  C„_3,  et  ce  dernier  problème  dérive 
précisément  de  celui  traité  [problème  D),  pour  M  r=  ;? -+- 2 
(p.  106  et  suiv.).  Le  système  triplement  infini  donné  est  ici 
fixé  par  p  —  4  points  quelconques  de  /,  et  ceux-ci  forment  avec 
chacun  des  groupes  quaternaires  cherchés  un  semblable  groupe 
spécial  G^,  tandis  que,  par  les  autres  p —  2  points,  peuvent  être 
menées  des  courbes  C«__3  en  nombre  doublement  infini.  Nous 
avons  traité  déjà  avec  détail  cette  relation  (p.  47))  et  nous  avons 
montré  que  le  nombre  des  groupes  ternaires  (63),  répondant  à 
p  —  5  points  fixes,  c'est-à-dire  (à  cause  de  M  =•  jt?  -+-  3 ) 


P{/'-i)[g(/'  +  i)-iJ' 


doit  se  confondre  avec  le  nombre  (46)  des  groupes  quaternaires 
répondant  k  p  —  4  points,  c'est-à-dire  (  à  cause  de  M  =  ^  -}-  2  ) 
avec  le  nombre 

lP{p-A\ß[P~^)[p-^)~{P~^)\ 

pour  T  =  o.  En  effet,  p  étant  égal  à  6  si  t  =:  o,  les  deux  nombres 
deviennent  alors  tous  deux  égaux  à  5;  et  pour  p=6,  s'il  s'agit 
de  systèmes  d'adjointes  C„_3,  les  deux  problèmes  peuvent,  en 
outre,  être  ramenés  l'un  à  l'autre. 

Pour  p  rr=  5,  les  deux  nombres  deviennent  égaux  à  zéro;  il 
n'existe  donc  plus  de  groupes  spéciaux  de  l'espèce  en  question, 
ce  qui  concorde  avec  les  résultats  obtenus  antérieurement. 

V.  —  Sur  les  systèmes  de  points  d'intersection  des  courbes  algébriques. 

La  base  essentielle  de  nos  recherches  relatives  aux  systèmes  de 
points  sur  une  courbe  donnée  a  été  le  théorème  énoncé  t.  II, 
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p.  i3i,  et  d'après  lequel,  parmi  les  points  d'intersection  d'une 
courbe  donnée  du  n"""^  ordre  f=:  o  avec  une  courbe  du  m'^'"^  or- 
dre qui  doit  passer  par  à  points  doubles  de  la  première  sans  y 
avoir  elle-même  de  points  multiples,  ilj  en  a 

1  °  dans  le  cas  de  m^n  —  2,        -(«  —  i)(«  —  2)  —  ^  au  plus, 

2°  dans  le  cas  de  m  <^n  —  2,     mn m  (  w  +  3)  —  S  au  plus, 

qui  sont  déterminés  par  les  autres. 

Si  Cw  devait  passer  par  tous  les  points  doubles,  on  en  dédui- 
sait les  propositions  relatives  aux  courbes  adjoiîites,  propositions 
où  le  genre  de  la  courbe  /=:  o  jouait  un  rôle  important.  Si  nous 
nous  sommes  d'une  manière  générale  borné  à  ces  dernières,  c'était 
d'abord  parce  que  beaucoup  de  questions  prennent  une  tournure 
plus  simple  à  l'égard  des  courbes  adjointes,  mais  surtout  parce 
que  les  systèmes  de  points  d'intersection  des  courbes  de  cette 
espèce  présentent  le  caractère  de  l'invariance  vis-à-vis  des  trans- 
formations uni-déterminatives  de  la  courbe  primitive  (p.  20), 
tandis  que,  à  l'égard  des  courbes  non  adjointes,  la  même  chose  n'a 
pas  lieu  sans  restriction.  Si,  en  effet,  dans  l'ensemble  des  groupes 
de  points  déterminés  par  de  semblables  courbes,  un  groupe  ren- 
ferme l'un  des  points  doubles  de  la  courbe  primitive  n'apparte- 
nant pas  aux  points  fixes  du  système,  en  ce  point  se  confondent 
immédiatement  deux  points  du  groupe.  Si  donc  nous  résolvons 
le  point  double,  par  une  transformation  uni-déterminative,  en  deux 
points  séparés  |,  n  d'une  nouvelle  courbe,  à  chaque  ensemble  de 
groupes  de  points  sur  cette  nouvelle  courbe  correspond  un  en- 
semble qui  présente,  par  rapport  à  ^,  y),  cette  particularité  que 
chacun  de  ses  groupes  comprenant  ^  comprend  aussi  nécessaire- 
ment y)  et  réciproquement.  Un  système  de  cette  espèce  ne  peut 
donc  plus  être  défini  qu'à  l'aide  de  nouveaux  points  fixes  (^  et  yj 
précisément). 

Nous  nous  proposons  maintenant  d'utiliser,  dans  un  autre  ordre 
d'idées,  le  théorème  précité,  sans  nous  restreindre  aux  courbes 
adjointes.  Nous  examinerons  en  particulier  de  plus  près  les  rela- 
tions qui  existent  entre  les  points  d'un  système  d'intersections,  et 
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nous  énoncerons  le  théorème  ci-dessus  sous  une  forme  plus  géné- 
rale. A  ce  sujet  se  rattacheront  différentes  applications  qui  nous 
ramèneront,  entre  autres  choses,  au  tracé  des  courbes  par  des  fais- 
ceaux projectifs  qui  a  été  donné  par  Chasles.  Nous  aurons  en 
même  temps  l'occasion  de  formuler  d'autres  questions  connexes 
à  nos  précédentes  recherches. 

Nous  ferons  d'abord  observer  que  le  théorème  précédent, 
d'après  la  manière  dont  il  a  été  établi,  a  lieu  indépendamment 
de  la  question  de  savoir  si  la  courbe  primitive  est  ou  non  réductible. 
Ainsi  on  peut,  sur  toute  conique,  choisir  complètement  arbitraire- 
ment huit  points  pour  intersections  de  cette  courbe  avec  une  courbe 
du  quatrième  ordre;  au  contraire,  sur  une  courbe  du  quatrième 
ordre,  se  décomposant  en  deux  coniques,  trois  points  d'intersec- 
tion avec  une  autre  courbe  du  quatrième  ordre  sont  déterminés 
par  les  treize  autres.  Si  donc,  dans  ce  dernier  cas,  on  a  pris  arbi- 
trairement sur  l'une  des  coniques  huit  points  d'une  courbe  C4,  on 
ne  peut  plus  choisir  arbitrairement  que  cinq  points  sur  l'autre 
conique.  D'un  autre  côté,  si  C4  passe  par  i,  2,  3  ou  4  points  de 
rencontre  des  deux  coniques,  il  y  aura  respectivement  12,  11,  10, 
8  points  d'intersection  arbitraires,  et  2,  1,0,0  déterminés  respec- 
tivement par  les  autres  (^  ). 

Notre  théorème  fondamental  peut  d'ailleurs  s'énoncer  sous  une 
forme  plus  générale,  si  nous  ne  supposons  pas,  comme  auparavant, 
qnuïie  courbe  C„(y"=  o)  soit  donnée  comme ßxe,  ainsi  que  nous 
l'avons  fait  déjà  pour  ni  =  n  dans  la  proposition  d'après  laquelle 

toutes  les  courbes  du  72""«"  ordre  qui  ont  en  commun  -  w(«  -f-  3)  —  1 


I 

2 

p.   i33).  Si,  en  général,  mn  points  (m  étant  plus  grand  que  n)  doi- 
vent être  situés  sur  une  courbe  C«,  il  existera  nécessairement  entre 

1 
2 


points  passent  par  -  {n  —  i)(«  —  2)  autres  points  déterndnés  (t.  II, 


leurs  coordonnées  mn /z(«  +  3)  équations,  car  la  courbe  G^ 


(')  Lorsque  la  courbe  primitive  se  réduit  à  des  droites,  le  contenu  de  ces  proposi- 
tions sur  les  points  d'intersection  peut  se  formuler  dans  ce  qu'on  appelle  le  théo- 
rème de  Carnot.  i^foir  Salmon,  Higher  plane  curves,  art.  124,  ainsi  qu'une  remarque 
dans  la  Section  suivante,  sur  le  théorème  d'Abel.) 
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est  déjà  déterminée  par  -n(n-f- 3)  points.  Si,  de  plus,  les /wn  points 

doivent  être  situés  sur  une  courbe  d'ordre  m,  on  peut  toujours 
remplacer  cette  dernière,  la  courbe  C«  étant  actuellement  donnée, 
par  une  courbe  (t.  II,  p.   i3o)  dépendant  seulement  de 


m/i (  «  —  I  )  (  «  —  9.  )  constantes. 


Entre  les  mn  points  existent  donc  encore  -  (n  —  i)(n —  2)  autres 
relations,  en  sorte  que  l'ensemble  de  ces  dernières  devient  égal  à 


mn /?(/^  -4-  3)  H [n  —  i][n  —  2)  =  '««  —  3«  4-  i. 

Pour  m  =  n,  au  contraire,  nous  avons  un  ensemble  infini  de 
courbes  C,,  passant  par  les  n^  points,  et  conséquemment  (zz — i  )(n — 2) 
relations  seulement  entre  les  an^  coordonnées  des  n^  points;  alors, 

en  effet,  -[n  — 1)(«  —  2)  sont  encore  déterminés  par  les  autres, 

comme  cela  doit  être.  Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  (')  : 

Si  mn  points  sont  situés  sur  deux  courbes,  l'une  d^ ordre  m, 
l'autre  d'ordre  n,  ces  points  n'étant  d' ailleurs  assujettis  à  aucune 
autre  condition  et  étant  des  points  simples  des  deux  courbes,  il 
existera^  pour  le  cas  de  m'^n^  entre  les  imn  coordonnées  des 
mn  points  mn  —  3^^  +  i  relations  ;  mais,  pour  m  =  n,  ce  dernier 
nombre  est  égal  à  «' —  3«  -\-  2. 

Si  actuellement  la  courbe  du  «'*'"''  ordre  est  donnée  comme  fixe, 
mn «(«-+- 3)   équations  seront  absorbées  par  l'effet  de  cette 

circonstance,  et  il  ne  reste  plus  que  les  -  (« — i)(/z  —  2)  relations 

mentionnées  en  dernier  lieu  ;  en  même  temps  chacun  des  mn  points 
ne  dépend  plus  que  d'un  seul  paramètre.  Il  suit  encore  de  là  que 

-[n  —  i)(«  —  2)  points  sont  déterminés  par  les  autres. 


(')  l'otr  Jacobi  :  De  relationibiis  quer  locum  habere  debent,  Ptc.  (^Joiiriinl  de  CreUe 
t.  15,  p.  285.) 
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Il  est,  au  surplus,  facile  d'établir  effectivement  les  mn  —  3n  -f- 1 
relations  entre  les  mn  points 

x(*\     a;(^\  .  .  .,     a:M     ^^  étant  égal  à  mn), 

car,  si  nous  désignons  par 

Ti(^)  =  o,     Yaf^)  =  0,     .  .  . ,     Yv+i(.r)  =  o      V  étant  égal  à  -  n(«  H-  3)    , 

les  équations  de  v  + 1  courbes  du  n"*™"  ordre  linéairement  indé- 
pendantes les  unes  des  autres,  en  sorte  que,  par  exemple, 


1^1 1 


.,    Y«+iW 


l'ensemble  des  courbes  du  n'*™®  ordre  est  représenté  dans  le  sys- 
tème infini  d'ordre  v 


(0 


«1^1  G^)  +  <^i'^2  (.r)  +  .  .  .  +  a,+  ,  M;^i  (^)  =  g. 


Par  conséquent,  les  conditions  pour  que  (i  =  mn  points  x^^^ 
soient  situés  sur  une  courbe  C„  sont  données  par  le  système  sura- 
bondant d'équations 


T,+.i(.r(«)) 


xM) 


où,  dans  le  premier  membre,  figure  une  matrice  à  v  +  i  lignes 
verticales  et  ^i  lignes  horizontales.  Ce  système  comprend,  en  effet, 
d'après  une  proposition  précédente  (p.  54),  seulement 


Il  —  V  =  mn /z  (  «  H-  3  ] 


équations  indépendantes  les  unes  des  autres,  comme  celles,  par 
exemple,  qui  proviennent  de  la  condition 


Y(.t(')]  = 


Yi{x('))       W^[x(0) 


Y,^,{x(V) 
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si  l'on  attribue  successivement  à  l'indice  i  toutes  les  valeurs  de- 
puis i  =  V  -h  I  jusqu'à  i  =  yL.  Or  ces  dernières,  équations  veulent 
simplement  dire  que  les  points  x'^*', .  .  . ,  x'"*'  doivent  être  situés 
sur  la  courbe  C„  déterminée  par  les  points  x^'K.  .  . ,  ar'"'.  Soient 
encore 


Xil 


o,  Xi[-^)  =  o, 


X'^-r.+l\ 


=  o  I  TT  étant  égal  à  -  (« — i][n — 2) 


les  équations  ôe  p.  —  tt  4-  i  courbes  quelconques  Cm  linéairement 
indépendantes  les  unes  des  autres.  Alors  l'ensemble  des  courbes 
C„i  est  représenté  par  le  système 


-4-  «;._,+,  x^,^+l{.v)  -f  A'F(x)  —  o, 

I 


(4)        «lZl(-^)+«2X2(-^)- 

A  étant  du  (m  —  n)'^"®  ordre  en  :r  ;  et  les  autres  tt 
relations  apparaissent  sous  la  forme 


in-i){n-^) 


(5; 


Xn— r+l 


,vM  ' 


D'après  un  théorème  plusieurs  fois  cité,  le  nombre  des  équations 
indépendantes  les  unes  des  autres  est,  en  fait,  égal  à  tt.  JYos 
mn — 3n-{-i  relations  sont  donc  données  par  les  équations  (3) 
et  (5). 

Lorsque  m.  =  n,  ce  résultat  prend  une  tournure  un  peu  diffé- 
rente. Si,  en  effet,  n^  points  doivent  être  situés  sur  deux  courbes 
d'ordre  w,  ils  se  trouvent  avec  un  [n--+-  i^^^e  point  quelconque  du 
plan  sur  une  certaine  courbe  C«.  Donc,  pour  m^=n^  nous  avons 
les  relations  (voir  les  équations  du  problème  D,  p.  106)  : 


(6) 


Y,(x(i)) 

Y,(.r(0) 

..       ^v+,(.rC«) 

T.(.r(*)) 

^,[xW)       . 

..          ^v-.,(^(«' 

T,(.rC.)) 

^,{xW) 

..     ^W,{-r('*' 

X, 

X, 

. .    x,^, 

OÙ  les  X/  désignent  des  quantités  quelconques,  et  où  /ui  =  n^.  Le 
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nombre  des  équations  indépendantes  les  unes  des  autres  est,  en 
conformité  avec  ce  qui  précède,  égal  à  [n  —  i)(/z — 2)  =  w* — 3n4-2. 
On  est  conduit  à  un  système  déquations  analogue  à  celui  du 
cas  traité  en  dernier  lieu  (en  tant  que  celui-ci  exigeait  l'évanouis- 
sement de  tous  les  déterminants  mineurs  d'une  matrice)  par 
l'examen  du  problème  suivant  : 

Etant  donné  un  ensemble  linéaire  t  fois  inßni  de  courbes  du 

^ième  ort/ze 


W,[x)  +  y.,^\[x) 


+  «, 


=  O, 


on  demande  de  déterndner  dans  le  plan  des  groupes  de  R  points, 
tels  que  par  ces  points  passe  un  système  q  fois  inßni  de  courbes  C^ 
du  système  dojiné  [q  étant  plus  grand  que  t  —  R).  Ce  problème 
est  exactement  analogue  à  celui  qui  a  été  traité  page  53,  si  ce  n'est 
qu'alors  les  R  points  étaient  soumis  à  la  condition  restrictive  de  se 
trouver  sur  une  courbe  C„  donnée,  et  il  conduit  de  même  à  la 
condition  que  tous  les  déterminants  mineurs  d'ordre  t  —  </  -h  i  du 
tableau 

^^{,r(i))      Y2(,r(i))       ...      T<+,(,r(')) 


m^ 


JR)\ 


soient  nuls.  Cela  fournit  (</-+- i)(R  —  t-{-q]  équations  indépen- 
dantes les  unes  des  autres  entre  'jlJ\  inconnues,  les  2R  coordonnées 
des  R  points.  Pour  que  la  solution  soit  possible,  il  est  donc  né- 
cessaire que  l'on  ait 


2R 


i)(R 


^/)- 


Il  n'a  pas  encore  été  fait  d'étude  détaillée  sur  le  nombre  des  solu- 
tions dans  les  divers  cas  particuliers;  ces  cas  devraient  d'ailleurs 
être  traités  à  peu  près  comme  l'exemple  de  la  page  1 13  ('). 

Les  modifications  que  subissent  ces  considérations  lorsque  l'une 
des  courbes  étudiées  passe  par  des  points  doubles  de  l'autre  ne 


(•)  Nous  apprendrons  incessamment  à  connaître  un  exemple  concernant  la  solution 
du  problème  posé  dans  le  texte;  nous  parlerons  aussi  encore  du  cas  où  les  m*  points 
de  base  d'un  faisceau  de  courbes  C    doivent  se  trouver  sur  une  courbe  fixe  C„{n  >  m). 
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sont  pas  difficiles  à  indiquer.  Si  un  point  déterminé  doit  être  un 
point  double  d'une  courbe,  cela  équivaut,  comme  on  sait,  à  trois 
conditions  (t.  II,  p.  ^6).  Ainsi,  par  exemple,  si  y  doit  être  un 
point  double  du  système  (i),  on  aura  nécessairement  les  trois 
équations 

i  --.  1,2,  3. 

Donc,  pourjy^  =  x^*\  figurent  dans  la  matrice  (a),  au  lieu  de  la 
première  ligne  horizontale,  trois  lignes  horizontales  provenant  des 
premiers  membres  des  équations  (8).  En  même  temps,  parmi  les 
/x  points  du  système  d'intersections,  deux  tombent  en  x^^^en  sorte 
que  nous  n'avons  plus  à  considérer  que  ^i  —  i  points  séparés.  De 
même  nous  n'avons  plus,  en  cas  de  survenance  de  (?  points  doubles 
de  C,i,  que  [j.  —  d  points  séparés  x^'K  A  la  place  de  la  matrice  (2) 
se  présente  donc  alors  une  matrice  à  p  -f-  cî  lignes  horizontales 
etv  +  i  lignes  verticales,  matrice  dont  l'évanouissement  est  par 
suite  équivalent  à  fx  —  v  +  ^  conditions.  Si,  en  outre,  il  doit  se 
rencontrer  dans  le  système  d'intersections  ^'  points  doubles  de 
Cm  dont  aucun  n'est  situé  en  un  point  double  de  G«,  le  système 
en  question  ne  se  compose  plus  que  de  ^  —  d  —  ^'  points  sépa- 
rés. La  matrice  qui  figure  dans  (2)  ne  renferme  donc  alors  que 
u-h^  —  à'  lignes  horizontales,  et  le  nombre  des  conditions  repré- 
sentées par  son  évanouissement  sera  égal  à 

fi  —  V  -I-  (î  —  3'  =  mn «(«-i-3)  -h  rj  —  S' . 

De  même  à  la  place  de  (5)  se  présente  une  matrice  à  ii-\-  â  —  §' 
lignes  horizontales  et  [^  —  tt  +  i  lignes  verticales. 

Le  nombre  des  conditions  figurées  par  l'évanouissement  de  cette 
dernière  matrice  sera  donc  égal  à 

T,-rJ-i-â'=:-(n-l){,l-  2)  -3 

Par  consét/ueiit,  dans  le  cas  considéré  ici,  le  nombre  total  des 
conditions  qui  existent  entre  les  mn  —  §  —  d' points  est  encore  égal 
à  mn  —  3/i-t-i.  Si  la   courbe  C«  est  de  nouveau  donnée  comme 
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courbe  fixe,  nin /z  (zi -4- 3)  +  ^  conditions  sont  considérées 

comme  satisfaites  par  là  même  ;   il  reste  donc  encore 

relations;  ce  qui  redonne  le  théorème  cité  en  commençant. 

Corrélativement  aux  théorèmes  concernant  les  intersections  de 
deux  courbes  algébriques,  et  par  déduction  de  ceux-ci,  on  peut 
établir  de  nombreuses  propositions  relatives  aux  intersections  de 
trois  courbes  ou  plus.  Nous  donnons  dans  ce  qui  suit  quelques 
exemples  présentant  un  intérêt  particulier  à  cause  de  leurs  appli- 
cations. Ces  dernières  se  réfèrent  au  problème  d'engendrer  une 
courbe  algébrique  donnée  par  des  faisceaux  d'ordre  inférieur, 
d'après  le  procédé  de  Chasles  que  nous  avons  déjà  abordé  pour 
les  courbes  du  troisième  ordre.  [Foir  l.  Il,  p.  93  et  269.)  Nous 
démontrerons  d'abord  le  théorème  suivant  ('): 

Une  courbe  du  n^ème  ordre  dans  laquelle  on  a  n^ p  et  «>  9', 
mais  n  <i  p  -\-  q,  et  qui  passe  par 

pq  —  -[p  -^  q  -  n  —  i)[p  +  q  —  n  —  1) 

intersections  de  deux  courhes  Cp  et  Cq  d^ ordre  p  et  d'ordre  q 
comprend  aussi  les  autres  [p  -{-  q  —  ri  —  i)[p  —  q  —  n  —  2)  in- 
tersections de  ces  dernières  (-). 

Pour  le  démontrer,  nous  prendrons  sur  Gp-i^n  —  q)[n  —  ^/-j-3) 

points  arbitraires,  et  nous  ferons  passer  par  ces  points  une  courbe 
C«_y  d'ordre  n  —  c/,  ce  qui  est  toujours  possible  si  l'on  a«  —  q  <.p', 

nous  ferons  également  passer  par  -  [n  — /^)(«  — /^  +  3)  points  de 


(')  Ici,  comme  en  général  dans  ce  qui  suit,  nous  excluons  le  cas  où  aux  points 
d'intersection  se  trouvent  des  points  doubles  des  courbes  considérées;  ces  dernières 
pouvant  d'ailleurs  avoir  autre  part  un  nombre  quelconque  de  points  doubles  ou  mul- 
tiples, et  même  se  décomposer  en  courbes  d'ordre  moins  élevé. 

(*)  Foir  Cayley,  Cambridge  a/td  Dublin  Math,  Journal,  t.  III,  i843,  p.  21 1. 
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Cq  une  courbe  Cn-p  d'ordre  n  — p.  Nous  avons  ainsi  deux  courbes 
du  «'*■"'  ordre  se  composant  l'une  de  Cq  et  Cn-q  l'autre  de  C^ 
et  C,i-p  courbes   par  les  n^  intersections  desquelles   doit  passer 

toute  courbe  du  /i'*"*^  ordre  qui  comprend  -n  (/z-f-  3)  —  i  de  ces 

intersections.  Mais  on  a 

I 


«  («  -1-  3)  —  I 


(9)       {       ='^-+ ^(«-/^)("-/^  +  3)  + ^■(«-r^)(«  — <7-f-3) 

«étant  égal  h  pq {p  -{-  q  —  n  —  i)  [p  -\~  q  —  n  —  2) . 

Toutes  les  courbes  d'ordre  n  qui  passent  par  a  des  pij  points 
donnés  et  par  les  points  arbitrairement  choisis  sur  G^  et  Cq 
respectivement,  passent  donc  aussi  par  les  pq  —  a  intersections 
restantes  de  Cp  et  G^.  Mais  ce  sont  là  toutes  les  courbes  du  n'*""" 
ordre  qui  passent  par  les  a  points  en  question,  car  le  nombre  des 
paramètres  linéaires  pour  l'ensemble  complet  de  ces  courbes  est 
égal  à 

/3=i«(/2  +  3)  -  a, 

et  notre  construction  précédente  nous  fournit  un  nombre  y  fois 
infini  de  faisceaux  différents  de  courbes  G,,, 

7  étant  égala  -  {/t  —  p)[n— p-\~3)  +  -  («  —q]{n  —  ?  +  3)    , 

et  conséquemment  en  tout  un  système  y  -H  i  fois  infini  de  courbes 
G«  ;  on  a  en  effet,  en  vertu  de  la  relation  (9),  y  -+-  1  =  ß.  Toutes 
les  courbes  G«  menées  par  les  a  points  passent  donc  bien  par  les 
pq  —  a.  points  restants,  ce  qu'il  fallait  démontrer.  Nous  avons  sup- 
posé dans  cette  démonstration  Ji  —  q  <^yy,d'où  aussi  n  — p  <^q  ou 
n<^ p -h  q,  ainsi  qu'il  a  été  indiqué  plus  haut.  Au  surplus,  pour 
n  ^^  p  ~V-  q  —  I  ou  n  =  p  -i~  q  —  2,  notre  théorème  n'énonce  rien. 
Pour  n<^q  oun  <^p,  la  construction  des  courbes  Cn-q  ou  G„_^ 
cesserait  d'être  possible. 

Il  résulte  de  là  en  particulier,  au  cas  de  p  =1  q  =  in^  que  : 

Si,   parmi  les  m?  points  de   hase   d'un  faisceau  de  courbes 
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d^ ordre  m, 

a.  =  m^  —  —  (  im.  —  n  —  i  )  [im  —  n  —  2) 

sont  situés  sur  une  courbe  d'ordre  n,  n  étant  plus  grand  que  m, 
mais  égal  ou  inférieur  à  2  m,  les  autres  ni-  —  a  points  de  base  de 
ce  faisceau  sont  aussi  sur  la  courbe  du  n'^ème  oj-dre. 

Avant  de  faire  usage  de  ce  dernier  résultat  pour  des  applications 
subséquentes,  faisons  observer  que  dans  ce  qui  précède  se  trouve 
renfermée  une  solution  spéciale  du  problème  précédemmenl  posé  : 
déterminer  dans  le  plan  Q  points  tels  que  par  ces  points  passe  un 
nombre  /•  fois  infini  de  courbes  d'un  système  linéaire  t  fois  infini 
donné.  Nous  avons  en  efl'et  ici 

t=-n{n  +  3),     Q—yjfjr,      ,- :^  - /i  [ft  +  3]  —  a. 

Un  groupe  ainsi  composé  de  Q  points  sera  précisément  donné 
par  tout  système  complet  d'intersections  de  deux  courbes  du/>'^™®  et 
du //'^^'^  ordre,  sous  les  conditions /i>>  y, /z^/?, /z  5 /^  +  ^  ;  au  con- 
traire, par  un  système  quelconque  de />^  points  passerait  un  nombre 

moindre,  et  seulement    ~n(ji  -\-'6)—p(/    fois  infini,  de  courbes  G«. 

La  proposition  énoncée  en  dernier  lieu  pour  le  cas  de  p  =x  ^  =  m 
est  importante  pour  la  question  de  savoir  s'il  est  toujours  possible, 
dans  le  cas  dem<^n,  de  déterminer  sur  une  courbe  donnée  G« 
m-  points  tels  que  par  eux  passe  un  nombre  simplement  infini  de 
courbes  G^,  question  particulièrement  intéressante  pour  l'étude  du 
tracé  des  courbes  donné  par  Ghasles  (t.  II,  p.  96).  En  effet,  pour 
n^im,  il  suffit,  d'après  cette  proposition,  de  se  demander  s'il  est 

possible  de  placer  (x  =  ni- [im  —  Ji  —  i)[im  —  n  —  2)  points 

de  base  d'un  faisceau  de  courbes  G„j  sur  une  courbe  G«  donnée,  les 
autres  points  de  base  étant  nécessairement  alors  sur  cette  même 
courbe.  Or  les  conditions  nécessaires  à  remplir  pour  cet  objet  sont 
données  par  l'évanouissemeut  des  déterminants  mineurs  à  t  di- 
mensions du  Tableau  (7),  si  l'on  fait 

t  =z  -  m  [m -\-  3) ,      R  =:t  a,      <7  =  i. 
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ce  qui  donne  2  (  a  —  ^  -f-  i  )  relations  entre  a  inconnues  (  les  a  points 
étant  assujettis  à  se  trouver  tous  ensemble  sur  C«).  Parmi  ces 
derniers, 

a  —  2  (  «  —  /  4-  I  ) 

=  m  [m  -h  3]  —  ///*  —  ?.  H [im  —  n  —  i)( 2fw  —  n  —  2 ) 

i^-[(2W  —  «)--T-3//  —  2] 

restent  donc  arbitraires,  et  l'on  peut  choisir  à  volonté  un  pareil 
nombre  des  points  a  sur  la  courbe  G«. 

Si,  au  contraire,  n  est  plus  grand  que  2/n,  nous  avons  dans  le 
Tableau  (7) 

et,  par  conséquent,  m- — 3m -f-  2  relations,  c'est-à-dire  que  le 
nombre  des  points  qui  restent  arbitraires  est  égal  à 

m-  —  (  nr  —  3  /«  +  2  )  =  3  m  —  2 . 

Si  donc  on  demande  de  déterminer  sur  une  courbe  du  n'^'"^ 
ordre  m-  points  {^m  <Cn)  tels  que  ces  points  forment  les  points  de 
base  d'un  faisceau  du  m'^"'^  ordre,  on  peut  en  prendre  arbitraire- 
ment sur  C,i  -  [(  2  //t  —  /z )^  4-  3  «  —  2]  au  cas  de  n  S  2m,  et  "5 m  —  1 
au  cas  de  Ji~^  im  [^). 


Après  avoir  trouvé,  conformément  à  ce  théorème,  un  faisceau  de 
courbes  G^,  on  peut  toujours  obtenir  un  second  faisceau  de 
courbes  G«_to  dont  les  (n  —  m)- points  de  base  sont  de  même  si- 
tués sur  C„  et  qui  est  lié  projectivementau  faisceau  de  courbes  G,„, 
de  telle  sorte  que  les  intersections  des  courbes  correspondantes 
des  deux  faisceaux  engendrent  G«  suivant  le  procédé  de  Ghasles. 
Les   courbes  du  faisceau  du  m'^™*  ordre  coupent  en   effet  G«  en 


(•  )  Voir  Chasles,  Détermination  du  nombre  des  points,  etc.  [Comptes  rendus,  21  sep- 
tembre 1857)  ;  Cremona,  Theorie  der  ebenen  Curven,  p.  77  et  suiv.,  dans  l'édilion  alle- 
mande de  Curtze.  Pour  n^=  im  —  i  et  n  =:  im  —  2,  les  deux  nombres  sont  iden- 
tiques; en  sorte  que  les  indications  du  texte  concordent  avec  celles  de  Chasles. 
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m[n  —  m)  points  mobiles.  Si  nous  faisons  actuellement  passer  par 


m[n  —  m) (m  —  i  )  (  '"  —  ?.  )  de  ces  points  d'intersection  d'une 

courbe  déterminée  C,„  du  faisceau  une  courbe  C«_,w,  celle-ci  passe 

aussi,  par  là  même,  par  les  -  i^m  —  ')("'■ —  ^ )  Points  restants.  Car 

si  C^  est  une  seconde  courbe  de  notre  faisceau,  et  que  l'on  décrive 

par  -  [n  —  m)[n  —  m  4-  3)  des  [n  —  m) 7« autres  intersections  de 

0,1  et  C'^  (lesquelles  ne  sont  conséquemment  pas  situées  sur  C;;^) 
une  courbe  On-m,  nous  avons  deux  courbes  du  /z'*™"  ordre  :  C«  et 
Cm  -f-  On-m-  Or  la  courbc  C'„i  comprend 

m^  —  -  [lin  —  n  —  i )  (2 m  —  n  —  2 ) 

H [n  —  m)[n  —  m  -f-3)  =  nm [m  —  \)[m  —  2 ) 

points  de  rencontre  des  deux  courbes;  elle  comprend  par  suite 

encore  -[m  —  i)('*^ —  2)  autres  intersections,  et,  comme  G^  passe 

par  tous  les  m-  points  de  base  de  l'un  des  faisceaux,  il  se  trouvera 
parmi  ces  dernières 

I 


2  ///  —  n  —  I  )  (  .2  w  —  n  —  2  ) 


points  communs  à  C«  et  C„j,  et  conséquemment 


2 


points  qui  doivent  être  communs  à  C„  et  C«_„j.  La  courbe  Qn-m 
passe  donc,  en  fait,  par  toutes  les  m.  (n  —  m)  intersections  de  C,„ avec 
C«  ('  )  qui  ne  sont  pas  des  points  de  base  pour  notre  faisceau  de 


(  ')  C'est  aussi  ce  qui  résulte  directement  du  théorème  plus  général  de  Cayley  : 
Si,  parmi  les  intersections  de  deux  courbes  C^  et  C„  (  m  étant  <  «  ), 
mp  —  -  (m  -^ p  —  n  —  i){m  -\- p  —  n  —  2  ) 
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courbes  C,„.  Par  là  il  est  démontré  que  l'on  peut  mener  une 
courbe  Cn-m  par  les  m(n  —  m)  points  où  C,i  rencontre  C'„, .  Cette 
courbe  Cn-m  coupe  C„  encore  en 

( n  —  m)  n  —  m  [n  —  m)  -^  [n  —  m )'^  points. 

D'ailleurs  C„  =  o,  C'^=o,  Crt_,«=o  étant  les  équations  des 
courbes  considérées  et  G„t=o  l'équation  d'une  autre  courbe 
d'ordre  m  ,  comprenant  les  m-  points  de  base  choisis ,  on 
pourra  déterminer  une  courbe  C^_„j  =  o  et  une  constante  y.  telles 
que  l'on  ait  identiquement 

car  nous  n'avons  affaire,  qu'à  des  intersections  simples.  Mais 
alors  C'„_„j  passe  également  par  les  (n  —  //i)^  points  qui  sont 
situés  sur  C«  et  €„_,„,  et  non  sur  C^  (');  en  d'autres  termes, 
le  faisceau  C«^„/ -H  X  C/i_„i  =  o  est  projectif  par  rapport  au 
faisceau 

C'„^  +  l  Cm  =  O 

et  engendre  C„i  de  la  manière  demandée.  Dans  la  démonstration 
précédente,  nous  n'avons  eu  égard  qu'au  cas  de  n^ini\  il  est 
facile  d'y  ajouter  des  considérations  analogues  pour  l'hypothèse 
contraire.  Nous  nous  bornerons  à  énoncer  les  résultats  ainsi 
obtenus  dans  la  proposition  suivante  : 

*Sï  les  m-  points  de  base  d' un  faisceau  de  courbes  G,«  se  trou- 
vent sur  une  courbe  G«,  il  existe  toujours  un  faisceau  de  courbes 
dn-m  projectif  par  rapport  au  premier  faisceau  dont  les  [n  — m.)- 
poinls  de  base  sont  situés  de  même  sur  G„  et  engendrant  avec 


sont  situées  sur  une  courbe  C    [p  étant  <h),  il  y  en  a  encore 

-{m-\- p  — n  —  \){m-{-p  —  n  —  i) 

autres  qui  se  trouvent  sur  cette  courbe,  et  les  m[n  — p)  points  restants  sont  situés 
sur  une  courbe  d'ordre  n  —  m. 

(')  Ce  fait  est  aussi  une  conséquence  immédiate  de  notre  théorème  sur  les  groupes 
résiduels.  {Foir  t.  II,  p.  i38.) 
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le  premier,  par  les  points  de  rencontre  de  deux  courbes  corres- 
pondantes, la  courbe  C«  (  '  ). 

Par  les  considérations  précédentes  se  trouve  en  même  temps 
fournie  la  démonstration  complète  du  fait  que  /ouie  courbe  C„  peut 
être  engendrée  par  deux  faisceaux  projectifs  du  m'*""*  et  du 
(  n  —  /w)'^"^  ordre  n'ayant  aucun  de  leurs  points  de  base  en  un  point 
double  de  C„  ;  m  peut  d'ailleurs  prendre  toutes  les  valeurs  depuis  i 
jusqu'à  n  —  i. 

Le  théorème  démontré  en  dernier  lieu  est  évidemment  vrai  aussi 
pour  une  courbe  décomposable.  Nous  nous  proposons,  pour  finir, 
d'en  faire  une  autre  application  qui  nous  conduira  à  des  cas  parti- 
culiers intéressants. 

Soient  C,  =  o,  Co=  o  deux  courbes  d'ordre  n.  Ces  courbes  dé- 
terminent un  faisceau  C,  -f-  5tC2  =  o  de  courbes  ayant  n-^=p  -\-  q 
points  de  base.  Nous  choisirons  le  nombre  q  de  telle  sorte 
que  par  q  des  li-  points  de  base  soit  précisément  déterminée 
une  courbe  K3  =  o  du  {11  —  /-^'ème  ordre,  c'est-à-dire  que  nous 
prendrons 


(10)  f^  =  l[n-r)[n-r-\-Z], 
et,  par  suite, 

(11)  p  z=z  n}  —  q  =z  ~  n  [n  -\-  "xr —  3) r[r  —  3). 

Faisons  passer  par  les  p  autres  intersections  de  C(  avec  Go  une 
troisième  courbe  quelconque  du  /z'*"®  ordre  €3=0.  Les  deux 
courbes  C3  et  K3  formeront  ensemble  une  courbe  G3  Kg  =  o  d'ordre 
a  n  —  r,  sur  laquelle  sont  répartis  les  points  de  base  du  faisceau 
G,  -}-  y.  Go  =  o.  D'après  le  théorème  démontré  en  dernier  lieu,  il  doit 
donc  exister  un  faisceau  du  [n  —  /-y«"«  ordre  projectif  par  rapport 
au  faisceau  G,  -f-  )t  G^^  o,  ayant  de  même  ses  [n  —  7-)=^  points  de 
base  répartis  sur  G3.K3  =  o,  et  engendrant  avec  le  faisceau 
G,+zG2  =  o,  par  les  points  de  rencontre  des  courbes  correspon- 
dantes, la   courbe   G3.K3=o.  Soient  maintenant  K^  =  o.  Ko  =  o 


(')  Voir  CuASLES,  Deux  théorèmes  généraux  sur  les  courbes  et  les  surfaces  géomé- 
triques de  tous  les  ordres  {^Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
28  décembre  iSo^). 
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les  courbes  du  second  faisceau  qui  correspondent  respectivement 
aux  courbes  (  '  )  Co  =  o,  G,  =  o  du  premier;  s'élève  ici  la  question 
de  savoir  combien  parmi  les  (/i — /')'  points  de  base  du  second 
faisceau  se  trouvent  sur  C3  et  combien  surKg. 

Or,  le  faisceau  G, -+-  xGo^o  coupe  G3  en  n'^  —  p=  q  points 
mobiles  ;  il  en  est  donc  de  même  aussi  du  faisceau  K2  4-  y.  K,  =  o. 
Les  courbes  de  ce  dernier  rencontrent  en  conséquence  G3  encore 
en  X  =  /î  (n  —  1')  —  q  points  fixes,  et  par  suite  p.  =  [n —  r)^  —  X 
points  de  base  du  faisceau  sont  situés  sur  K3  ;  on  a  d'ailleurs  ici 
en  vertu  de  (lo)  et  (i  1) 

il'^p  —  rn  =  ^«(n  — 3)—  ^r(r— 3), 

(«  _  rf  -l-^L[n-r){n  —  Zr+  3). 

En  outre,  comme  l'équation  de  la  courbe  G3.K3=  o  doit  résulter 
de  l'élimination  de  */.  entre  les  équations 

C+x.  Cj=o,     K2+/.  Ki  =  o, 

il  existe  entre  Gi,  G2,  G3,  K,,  Ko,  K3  une  identité  delà  forme 

(i3)  «1C1K1+ «2C2K2+ «3C3K3EES0, 

les  oii  désignant  des  constantes.  Entre  les  trois  courbes  G,  et  les  trois 
courbes  K<  règne,  d'après  cela,  une  complète  symétrie,  et  nous  pou- 
vons énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  trois  courbes  d'ordre  n  G, ,  Go,  G3  ^e  coupent  aux  mêmes 

p3=i«(«-f-2r— 3)-^r(r-3) 

points,  elles  se  coupent  encore  deux  à  deux  en 

q=\[n-r)[n-r+'i) 

points  et  déterminent  par  là  trois  courbes  Ki,  Ko,  K3  d'ordre 


(')  Les  indices  i,  a  sont  choisis  de  telle  sorte  que  l'équation  de  la  courbe  K,C,  =  0 
apparaisse  sous  la  forme  C,  K, —  C,K,,  et  que,  par  suite,  entre  C,,  C„  C,,  K,,  K,,  K, 
existe  une  identité  de  la  forme  (i3). 
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n  —  /'.  Ces  dernières,  en  supposant  X  el  [j.  déterminés  comme 
dans  (12),  passejit  par  //  mêmes  points  du  plan,  tandis  que  les 
autres  \  intersections  de  ces  trois  courbes,  prises  deux  à  deux, 
sont  situées  respectiy^ement  sur  les  courbes  C, ,  C2,  C3  (  '  ). 

Pour  «  =  2,  /•  =  I ,  on  déduil  de  là  cette  proposition  connue  : 

Si  trois  coniques  se  coupent  en  deux  mêmes  points  du  plan, 
elle  se  coupent  encore  deux  à  deux  en  deux  autres  points  ;  les 
trois  droites  déterminées  par  ces  couples  passent  par  un  même 
point  du  plan  (2). 

De  là  encore  cette  conséquence  pour  «=3,  /-^a,  par 
exemple  : 

Si  trois  courbes  du  troisième  ordre  se  coupent  en  sept  mêmes 
points,  elles  se  coupent  encore  deux  à  deux  en  deux  points  ; 
les  trois  droites  ainsi  déterminées  forment  un  triangle  dont 
les  trois  sommets  arrivent  à  reposer  respectivement  sur  les  trois 
courbes  du  troisième  ordre. 

Ces  applications  et  ces  exemples  suffiront  pour  caractériser  les 
puissantes  ressources  que  nous  possédons  dans  les  propositions  sur 
les  points  d'intersection  en  tant  que  ces  propositions  s'étendent 
à  tout  le  plan,  tandis  que  dans  nos  recherches  antérieures  nous 
raisonnions  toujours  sur  une  courbe  fixe.  Nous  passons  mainte- 
nant à  des  recherches  d'une  autre  nature^  où  la  notion  des  courbes 
adjointes  présente  de  nouveau  une  importance  particulière. 

VI.  —  Les  intégrales  qui  appartiennent  à  une  courbe  algébrique. 

Nous  avons  déjà  plusieurs  fois  mentionné  la  connexion  intime 
qui  existe  entre  la  géométrie  sur  une  courbe  et  entre  la  théorie  de 


(')  Pour  r  =:  I  et  r  =  2,  ce  théorème  a  été  donné  par  Olivier,  Journal  de  Crelle. 
t.  70,  p.  i56. 

(')  Ce  théorème  n'est  autre  chose  que  la  généralisation  projective  de  la  proposition 
connue,  que  les  axes  radicaux  de  trois  cercles  passent  par  un  même  point  (t.  I, 
p.  193). 
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certaines  inlégrales  appartenant  à  celte  courbe;  nous  avons  en 
particulier  suivi  cette  connexion  dans  ses  détails  à  l'égard  des 
courbes  du  troisième  ordre  :  l'intégrale  elliptique  de  première 
espèce,  dont  le  module  était  lié  d'une  certaine  façon  au  rapport 
anharmonique  de  la  courbe,  s'est  présentée  à  nous  comme  se  rat- 
tachant très  étroitement  à  la  théorie  des  systèmes  de  points  d'in- 
tersection (t.  II,  p.  355  et  suiv.).  Le -développement  général  des 
circonstances  qui  se  présentent  dans  ces  questions  va  nous  oc- 
cuper maintenant,  et  pour  préciser  nous  traiterons  d'abord  les 
points  suivants  : 

i"  Introduction  d'une  forme  déterminée  pour  les  intégrales 
algébriques  les  plus  générales; 

2**  Réduction  de  ces  dernières  à  certaines  formes  normales  ; 
3°  Recherclie  des  infinis  de  ces  formes  normales. 

Les  formes  normales  obtenues  s.eront  ensuite  réduites  à  des 
types  encore  plus  simples,  et  il  nous  restera  à  établir  à  l'égard  de 
ces  derniers  le  théorème  d'Abel,  ainsi  qu'à  traiter  ce  qu'on  appelle 
le  problème  de  l'inversion  des  intégrales  abéliennes  (  *  ),  pour  avoir 


(')  La  théorie  des  intégrales  et  des  fonctions  abéliennes  doit  être  ici,  en  général, 
supposée  connue.  Les  considérations  purement  algébriques  sur  les  différentielles 
des  intégrales  abéliennes  et  le  théorème  d'Abel  seront  seuls  donnés  avec  plus  de 
délai!  dans  le  texte.  Pour  le  surplus,  nous  résumerons  toujours  brièvement  les  théo- 
rèmes employés,  et  nous  renverrons  pour  des  détails  plus  approfondis  aux  travaux 
originaux  sur  la  même  matière  et  en  particulier  aux  écrits  suivants  : 

B.  RiEMANN,  Theorie  der  AbeVschen  Functionen  {Journal  de  Crelle,  t.  64,  et  OEu- 
vres,  p.  8i);  A.  CtEBSCHetP.  Gordan,  Theorie  der  AbeVschen  Functionen,  Leipzig,  i866; 
Briot,    Théorie  des  fonctions  abéliennes.  Paris,  1879. 

Pour  les  intégrales  hrperelliptiques,  voir  surtout  Weierstrass,  Journal  de  Crelle, 
t.  47  et  52;  C,  Nelmann,  Theorie  der  AbeVschen  Integrale,  Leipzig,  i865;  Prym, 
Neue  Theorie  der  ultraelliptischen  Functionen  [Denkschriften  der  math.  phys.  Classe 
der  Wiener  Académie,  t.  XXIV,  i864)  et  Theorie  der  Functionen  in  einer  zweiblät- 
trigen F  lache  {Denkschriften  der  Schweizerischen  Gesellschaft,  t.  XXII.  Zürich,  1866). 
D'autres  cas  particuliers  ont  été  traités  par  ïuomae  (  lieber  eine  specielle  Klasse  Abel- 
scher Functionen,  Halle  "/S  1877,  et  Heber  eine  specielle  Klasse  Abelscher  Functionen 
vom  Geschlecht  3,  Halle  "/S  1879),  par  H.  Weber  {Theorie  der  AbeVschen  Functionen 
vom  Geschlecht  3,  Berlin,  187G),  et  par  Schottky  {Abriss  einer  Theorie  der  AbeVschen 
Functionen  von  drei  Variabein,  Leipzig,  1880). 

Les  travaux  ultérieurs  de  Weierstrass  sur  cette  théorie  ne  sont  pas  jusqu'ici  connus 
d'une  manière  générale. 
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à  notre  disposition  tous  les  moyens  nécessaires  aux  applications 
géométriques.  Observons  immédiatement  que  les  propriétés  des 
intégrales  qui  se  présentent  ici  conservent  le  caractère  invariant 
vis-à-vis  de  toutes  les  transformations  uni-déterminatives  de  la 
courbe,  ainsi  qu'il  sera  montré  plus  tard;  on  verra  de  nouveau  par 
là  le  motif  qui  nous  a  autorisé  à  placer  la  théorie  de  ces  transfor- 
mations avant  les  présentes  recherches. 

Par  intégrale  (dgéhrique  ou  intégrale  ahèllenne,  on  entend  une 
intégrale  dans  laquelle  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration  dé- 
pend irrationnellement  de  la  variable  x,  et  cela  de  telle  manière 
qu'elle  soit  représentable  comme  fonction  rationnelle  de  deux 
variables  x,  y  entre  lesquelles  existe  une  équation  algébrique  dé- 
terminée (la  même  pour  toutes  les  valeurs  de  j?) 

F(.r,j)  =  o. 

Cette  dernière  est  précisément  V équation  de  la  courbe  fonda- 
mentale à  laquelle  appartient  l'intégrale.  Quant  à  l'intégrale  elle- 
même,  on  peut  toujours,  après  Riemann,  la  supposer  sous  la 
forme  (  '  ) 

(0 


où  T  désigne  une  fonction  algébrique  rationnelle  fractionnaire  en 
x^y  tandis  qu'entre  x,  j  existe  l'équation  du  n'*"'®  ordre  F  =  o, 
où,  en  d'autres  termes,  x,  j  désignent  les  coordonnées  d'un  point 
de  la  courbe  fondamentale  d'ordre  n.  Néanmoins  nous  supposons 
toujours  l'intégrale  sous  une  forme  un  peu  différente  qui  a  été 
donnée  par  Aronhold;  nous  introduirons  à  cette  fin  des  coordon- 
nées homogènes  ^i,  JTo?  -^3  au  lieu  de  x,  j,  et  ainsi  il  sera  tenu 
compte  à  un  certain  degré,  aussi  bien  des  exigences  de  la  symétrie 
que  de  la  nature  projective  (ou  caractère  invariant)  de  la  différen- 
tielle. En  même  temps  se  trouve  indiquée  par  là  une  connexion  avec 
l'algèbre    des    formes  ternaires,    qui   peut  être  importante  pour 


(')  Voir  Riemann,  loc.  cit.,  §  9.  Lorsque  l'intégale  n'est  pas  donnée  sous  la  forme  (i), 
on  peut  toujours  parvenir  à  cette  forme  en  multipliant  le  numérateur  et  le  dénomi- 

nateur  de  la  fonction,  sous  le  signe  d'intégration,  par  — -  • 

Or 
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l'étude  des  Intégrales.  Pour  préciser,  nous  écrirons  toujours  l'in- 
tégrale sous  la  forme 


2)  V  = 


àri  â.r^  d/'a 

OÙ  c^,  Co,  C3  désignent  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 
plan,  et  Xi,  X2-,  JC-i  sont  liés  entre  eux  par  l'équation  d'une  courbe 
du  n'^^"  ordre  f^^  a"=  o,  tandis  que  ^  désigne  maintenant  une 
fonction  homogène  fractionnaire  du  (n  —  3)'*™*  ordre  par  rapport 
aux  quantités  x/.  Toutefois,  avant  d'entrer  dans  l'examen  ap- 
profondi de  celte  représentation,  il  sera  bon  de  la  développer  sur 
lin  exemple  très  simple  (cas  de  ji=i)  (')  :  les  généralisations 
ultérieures  s'obtiendront  alors  d'elles-mêmes. 
Nous  traiterons  l'intégrale 

(3)  v=r__f! 

J  y/A.r-'-h-  li.r  -t-  C 

que  l'on  ramène  habituellement  à  un  logaritlime  au  moyen  de 
substitutions  répétées;  ici,  en  partant  de  la  notation  homogène, 
nous  l'évaluerons  de  suite  directement  sous  une  forme  plus  géné- 
rale. Nous  la  mettrons  d'abord  sous  la  forme  des  intégrales  (i)  et 
(2).  Nous  pouvons,  en  effet,  faire  disparaître  le  radical  en  liant  x 
à  une  nouvelle  variable  y  par  une  équation  du  second  degré.  Soit 

f  :=  n^^  X-  -+-  7. r/,2  jrr  H-  «22/^  +  -la^^x  -f-  'iu^iX  +  «33  =:  O 

cette  dernière;  on  trouve,  en  la  résolvant  par  rapport  kj, 

=r    v/2(«,2a23      -"U«ä2H  ~    l"ll"22—   <'\-2]-^'^—   {^'ll'hz—   "li]- 

Si  donc  nous  introduisons  les  désignations  suivantes  : 

A=   («ll'^22  '^12/'      B  =  ?.(<'/,2^23  '^n'^22)'       ^^  =^  —  (  ^22  <^33 '^  2  3  )  » 


(  '  )  P^olr  Aroniiold,  Ueber  eine  neue  algebraische  Behandlungsweise  der  Integrale 
irrationaler  Differentiale 'von  der  Form  W(^x,y)dXf  in  welcher  U{x,  y)  eine  beliebige 
rationale  Function  ist,  und  zwischen  x  und  y  eine  allgemeine  Gleichung  zweiter 
Ordnung  besteht.  {Journal  de  Grelle,  t.  Gl).  Nöus  renvoyons  instamment  à  ce  travail 
comme  introduction  aux  idées  développées  dans  le  texte. 


l38  TOME    III.    —    CHAPITRE    I. 

il  vient 


(4)  v^ 


Actuellement  nous   transformerons   toutes   les  fonctions  par  la 
substitution 

en  fonctions  homogènes.  Notre  équation  de  condition  devient  alors 

/ses  2  2  a//,  ,r/  a:,.  ï=  0  f.  =  o , 
et  dans  V  nous  devons  poser  . 

Xodx,  —  .r.d.r.^        ^,  ,     ,  i      df         la^-O^ 

d.r—- ^ ,     f[y^ 


en  sorte  que 


Dans  le  dénominateur  figure  donc  encore  une  fonction  linéaire, 
ce  qui  était  à  prévoir,  car  l'intégrale  (3),  pour  x  =  00  ,  j^  =  00  , 
c'est-à-dire  pour  un  point  de  rencontre  de  la  coniquey=  o  avec 
la  droite  de  l'infini,  devient  elle-même  infinie;  la  même  chose 
doit  donc  se  présenter  dans  la  forme  homogène  pour  le  point  de 
rencontre  de  la  ligne  X3  =  o  avec  la  conique  al=  o.  Maintenant, 
pour  être  indépendants  de  la  situation  du  triangle  des  coordonnées, 
nous  prendrons  pour  base  de  nos  considérations,  au  lieu  de  V, 
l'intégrale 


Les  intégrales  V  et  W  ne  sont  pas  différentes  Vane  de  Vautre 
dans  lèsensprojectif.  Nous  arriverons  ici  à  leur  évaluation  par  une 
même  voie,  tandis  que,dansle  procédé  employé  habituellement  dans 
le  calcul  intégral,  les  deux  cas  exigent  chacun  un  examen  spécial. 

L'intégrale  W  peut  se  mettre  d'une  manière  remarquable  sous 
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une  forme  plus  symétrique.  Nous  avons  en  effet,  par  suite  de 
l'équation  de  condition  y=  0,  en  posant /^=  -  y-  : 

et  de  là  résulte 

(  8  )     f\:fi'.fi  =  x^  dx^  —  ^3  dx.^  :  Xj  dx^  —  .r ,  dx^  :  .r,  dx^  —  .r ^  dx^ . 

Nous  avons  d'ailleurs,  en  vertu  de  (G), 

d^N  ./a  .  «^  =  .r3  dx^  —  .rj  ^.rj, 

d'où  aussi,  en  faisant  {xdx)i  =  x^dx^  —  x^âx^,  •  •  •  -,  et  en  vertu 
de  la  symétrie  par  rapport  aux  trois  coordonnées  suivant  (8), 

d^v.f,.u^=z[xdx],■,    (/  =  i,2, 3). 

Si  l'on  multiplie  respectivement  ces  trois  équations  par  les  gran- 
deurs arbitraires  ci  et  qu'on  forme  la  somme  des  produits,  il  vient 

dW  (  c,/i  -f  C2/2  +  C3/3 ) .  «^  ==  2  zt  Cpr2 dx^  =  { cxd.T]. 

Nous  obtenons  donc  pour  L'intégrale  [6)  la  représentation  ho- 
mogène suivante  : 

(o)  w=.r - ^n^-^_r(5^:M. 

J  [u^x-\-  u,r  -^-  «3  )J'[j- )       J  u^.l c'iJi       J  u^ . a^a^ 

Pour  l'évaluation  de  W,  dont  la  valeur  est  complètement  indépen- 
dante des  quantités  c,,  nous  devons  à  présent  déterminer  d'une 
manière  convenable  ces  grandeurs  arbitraires.  Dans  ce  but,  nous 
ferons  usage  du  théorème  général  suivant  : 

Le  déterminant  (^cxdx),  divisé  par  le  produit  de  deux  formes 
ternaires  algébriques  (p,  ^|>,  est  proportionnel  à  une  dißerentiellc 
exacte  si  l'on  fait  les  quantités  Ci  proportionnelles  aux  détermi- 
nants binaires  formés  avec  les  premières  déris^ées  partielles  de  cp 
et  ^  par  rapport  à  x,,  x^,  X3,  c'est-à-dire  si  l'on  fait 

__  d'^    d\i         d\i    d'f  d'f    d^        d-!^    d<f 

Ox^  c)./-3         ÔX2  ÔX3        '    ^        drj  c/.r,         0x3   d.r, 

°    ^  ~  Oxi  Ox^       dr,  âx^ 
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La  démonstration  est  excessivement  simple.  Soit  en  effet 

?  =  <%    ■}  =  <; 
il  vient 

d'où,  suivant  une  identité  connue  (p.  352,  t.  I,  équation  V), 

p{cxdx)  =  mn[a^a,i^ —  ^x^dx)"'x^^  k"-^'  =  nii^.d!^  —  n-^.cff, 

et  par  conséquent 

,       ,  [cxclv]  (Il  d<a 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Pour  notre  cas,  posons  maintenant 

(il)  rçizrzi/^,       -pzzza^ac,       P<^i  =  (  "«  j'^'ci 

il  vient  alors,  d'après  (lo), 

(il)     ^N=z   n^-^^^-^^   ^  '    rrdia^r,,)         r/(,/^)l         I  ^^^a^ar^ 

p  étant  un  facteur  à  déterminer.  La  considération  suivante  con- 
duit à  cette  détermination.  De  (i  i)  résultent 

(i3)  «c=  o     et     a^=zo; 

nous  avons  donc,  par  l'effet  de  La  substitution  (  1 1),  choisi  pour  le 
point  c  un  des  points  de  rencontre  de  la  droite  Ux  =  o  avec  la  co- 
nique f=o.  Or  il  nous  suffit  de  connaître  les  rapports  des  c,,  car 
la  modification  simultanée  que  ces  quantités  recevraient  de  la  mul- 
tiplication par  un  même  facteur  n'influencerait  que  la  constante 
arbitraire  de  l'intégrale.  Toutefois  nous  devons  assigner  une  va- 
leur déterminée  à  la  grandeur  p  dans  (i  i),  parce  que  dans  les  deux 
membres  des  équations  (i  i)  figurent  les  mêmes  rapports  propor- 
tionnels Cl,  Co,  C3.  En  effet,  de  la  multiplication  respective  des 
quantités  c/  par  des  grandeurs  arbitraires  vi  et  de  l'addition  des 
produits  résulte  l'identité 

('4)  p<V=  (rtCHifl^; 

p  doit  donc  être  une  expi^ession  du  premier  ordre  par  rapport  aux 
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Ui  et  aux  Uik.  Actuellement,  nous  désignerons  par  c\  les  coordon- 
nées du  second  point  de  rencontre  de  la  ligne  u  avec  j  =0,  de 
telle  sorte  que 

il  résulte  alors  de  (i4)  pour  i^/=:  bibci{f=  àl=.  bl) 
(l5)       pùcbi.'=  [abu)ach^i=z  -  [abu)[acb^ —  ^c«c')  =  -  [abu]^. 
D'un  autre  côté,  nous  avons,  à  cause  de  a;.  =  o, 

<Tpi\.z7:z  (t(  avu  )a^=z  (  âr^'V  —  *^c^c')  "c  =^  —  *'c  •^c^c''^  —  *'c  •  ^c  ^c'i 

et  par  conséquent 

«r  = bf.  b^i. 

0 

Si  l'on  porte  ce  résultat  dans  (i5),  il  vient  finalement 


p^=i--(«è«)^  =  --F, 


F  désignant  comme  plus  haut  (t.  I,  p.  354)  la  forme  adjointe  de/, 


'  abu]-=z 


a,,      a,^      a. 


■21         "22        "23 


*31         "32        "33 


Par  là  se  trouve  démontré  le  théorème  qui  suit  : 


Si,  dans  la  supposition  que  f{x,j)  ^/{xt ,  Xj,  X3  )  e^  a;  ^  b'j. 
soit  égal  à  zéro,  on  doit  éi^aluer  l'intégrale 


W 


'/(^ 


do; 


«27 +  «3)/' (7) 


/'{cxdr) 


on  prendra  pour  les  quantités  ci  un  système  de  valeurs  satisjaisant 
aux  équations 
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ce  qui  peut  se  faire  par  résolution  des  équations  linéaires  (  '  ) 

dajis  lesquelles  F  désigne  la  forme  adjointe  [abu)^  de  f\   on  a 
alors 

(16)  W  = '      -  log  ^^  +  C. 


s/-\ 


F 

2 


Le  signe  de  4  / F  doit  concorder  avec  celui  employé  dans 

les  équations  linéaires  et  la  racine  de  l'équation  f[x,j)  =  o  à  in- 
troduire dans  V expression  différentielle  concorder  avec  celle 
choisie  pour  V expression  de  l'intégrale. 

Pour  donner  un  exemple  de  l'applicabilité  de  la  formule  (16)  dans 
les  cas  qui  se  présentent  habituellement,  soit 

f  =  x\.+  x\  —  xl  =  [x^  -]-  y-  —  \]^ 

d'où 

-Iy  =  u\  +  u\-uI,    y  =  ^T:^^=\f'[y); 

il  vient 

dx 


W=  f- ^ 

J   [lliX-h   «2S/l 


+  «3)V/1 


log ..     ,    "    .  :  > 


^u'I  +  «I  —  al         «1  ^  -+-  "2J  +  «3 
les  quantités  c/  devant  se  déterminer  par  deux  des  équations  sui- 
vantes (^/^  =  y/-^Fj' 

(17)         |3Ci=  —  M2«73—  H3C2,        pC2=i<3fiH-  «1C3,        p  C3  =  «i  C^  —  «2  Cj  . 

Si  l'on  pose  encore  Ut  =  Uo  =  o,  «3  =:  o,  il  vient  p  =\,  —  1  =  i 


(•)  Sur  la  détermination  des  quantités  e^,  comparez  ce  qui  a  été  dit  t.  I,  p.  107 
et  116. 
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et,  depuis  (17),  ^3  =  0,  c,  =34=::  tco  si  Co  — .  i  ;  d'où 


r  fi.T 


log  (.r/  -+- j)  =^  arc  sin.r. 

Posant    ensuite    u^z=  u.^z=l  o^    u.y—\^    on    aura    p^^i- 
Ct  =  —  c-if  d'où  C(  =:^  I ,  si  C;,  =  —  I ,  et,  par  conséquent, 


/»v. -..;== /-''"  = 


V I  —  ./;^        2  I 


En    faisant   enfin    zf,r=i,     u^^^u-i^^o,    d'où 
=  03:=  —  I ,  on  obtient 


/: 


dr  ,        I  -  v/ .  - 

.ry  I  —  ./-  "^ 


Cet  exemple  suffira  pour  expliquer  l'usage  de  la  forme  homo- 
gène d'une  intégrale  algébrique  et  mettre  en  évidence  ses  avan- 
tages pour  certaines  vues  générales. 

L'exemple  précédent  a  déjà  mis  en  relief  le  caractère  invariant 
de  la  différentielle  c/W.  En  fait,  on  peut  considérer  toute  diffé- 
rentielle dY  de  la  forme  (2)  comme  un  invariant  fonctionnel 
simultané  de  la  courbe  primitive y^=  o  et  des  zéros  et  des  infinis 
de  la  fonction  ^  situés  sur /=  o.  Car  il  est  clair,  en  premier  lieu, 
que  l'expression  différentielle,  étant  une  fonction  homogène 
d'ordre  zéro  des  x/,  ne  change  pas  si  les  Xi  varient  simultanément 
d'un  même  facteur,  et  que  cette  expression,  absolument  comme 
pour  n=  1  dans  le  précédent  exemple,  est,  en  vertu  des  équa- 
tions (7),  complètement  indépendante  du  point  c,  et  est  déter- 
minée uniquement  par 'a  fonction  ^.  Mais,  à  l'égard  d'une  trans- 
formation linéaire  quelconque,  on  a  cette  proposition  que  la 
d ifféreTitielle  d\  n'éprouve  d'autre  changement  que  l'adjonc- 
tion, comme  facteur,  du  déternnnant  de  la.  substitution  (').  Si 

(')  Un  fait  analogue  a  lieu  pour  toute  différentielle  binaire  de  la  forme 


Une  telle  expression  est  un  covariant  bimultané  des  formes  «"*",  «^~*.  Pour  m=.  2, 
ce  sont  là  les  différentielles  hyperelliptiques  ;  pour  /n=2,  «=2,  on  a  la  différen- 
tielle elliptique,  qui  doit  être  considérée  comme  un  covariant  fractionnaire  de  la 
forme  primitive. 
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nous  posons,  en  effet, 

nous  aurons,  en  désignant  par  ht  les  coordonnées  du  point  cor- 
respondant au  point  c  (t.  I,  p,  33 1), 


et  si  nous  posons 
il  vient 


[cxdx]  i=r  T\  (  ky-dr), 

f[x]=zY{x),      ^F(.r)=*(j), 
"yicxd.r)  ^[hydr] 


dY  = 


^cJ\ 


^/vF,- 


Entre  autres  choses,  on  peut  utiliser  ce  résultat  pour  amener 
l'intégrale  V  à  la  forme  (i).  Dans  ce  but,  posons 

X,-=  dit  -\r    b;X  -f-  Cif, 

X,  y,  t  désignant  les  nouvelles  coordonnées.  Il  vient  alors 

et  enfin 

c,      «1  ^  +  Z^i  .r  4-  Cj  j     «1  dt  -{-  b^  dx  -t-  c^ dy 
[cxdx]^=     c^     a^t -^  b^x  +  c^y     a^dt -\- h^dx -\- c^dy 
C3     a^t  -f-  63 .r  +  c-^y     a^dt  +  b^dx  +  c^dy 
=  [abc).[tdx  —  xdt), 

d'où,  faisant  entrer  i^abc)  dans  0  et  posant  /  =  i. 


rfVi=rt 


dV 


ici  j^  est  défini  comme  fonction  de  x,  au  moyen  de  F  =  o. 

En  vertu  àe  f=  o,  la  différentielle  dV  dépend  naturellement 
d'une  variable  unique.  Toutefois,  pour  introduire  explicitement 
cette  dernière,  il  faut  en  général  résoudre  des  équations  d'ordre 
élevé.  Celles-ci  ne  sont  du  second  degré  que  pour  les  courbes 
hyperelliptiques,  comme  on  va  le  voir  dans  ce  qui  suit. 
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Nous  allons  d'abord,  pour  le  cas  de  Ji  =  3,  où  T  peut  être  sup- 
posé égal  à  I ,  mettre  la  différenlielle  ^V  sous  la  forme  précédem- 
ment employée  de  la  diftérentielle  elliptique  (t.  II,  p.  419))  ainsi 
que  l'a  fait  le  premier  Aronhold  (  *  ).  Nous  placerons  le  point  c  sur  la 
courbe  y  =  o,  et  nous  entendrons  par  Ux=  o,  p^=l  o  deux  droites 
passant  par  c.  Chaque  rayon  du  faisceau 

(18)  y.Ux — \i'x=zo 

coupe  C3  en  deux  points  mobiles  ;  les  coordonnées  de  ces  derniers 
peuvent  donc  s'exprimer  en  y.,  X  au  moyen  d'un  radical  du  second 
degré.  Mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  les  calculer  d'une  manière 
effective,  et  l'on  peut  arriver  au  but  ainsi  qu'il  suit.  Dans  le  fais- 
ceau (18)  sont  comprises,  comme  l'on  sait,  quatre  tangentes  de  C3, 
tangentes  dont  les  points  de  contact  ne  sont  pas  situés  en  c.  Les 
valeurs  correspondantes  des  paramètres  z,  À  seront  données  par 
une  équation  du  quatrième  degré,  telle  que  <p(x,  X)  =  o,  en  sorte 
que  ^[vx-,  Ux)  =  o  représentera  le  produit  de  ces  quatre  tangentes. 
La  courbe  <p  :==  o  rencontre  C3  quatre  fois  en  c  et  deux  fois  en 
chacun  des  quatre  points  de  contact;  mais  C3  est  rencontrée  de 
la  même  manière  par  la  courbe  [a^.ac]-=  o.  On  a  donc,  en  choi- 
sissant convenablement  les  constantes  qui  entrent  dans  o, 

(19)  [«>c?='p(<'x,«.r)  +  A/. 

Il  vient  ensuite,  puisque  pci  peut  être  fait  égal  à  [uv)i.,  et  que 
uX  =  Ux,  <7y,  =  Vxi 

(20)  p{c.Td.r)  =  «^(Vx  —  "x«c/x"-=  7^1(h.  —  -Aca),     f[p^,  u^]  =  (r*'^(x,  ).), 

d'où  (2) 

[c.rd.r]         I   l(h.  —  y.(l\ 

On  obtient  d'ailleurs  immédiatement  l'expression  écrite  en  der- 
nier lieu  sous  la  forme  demandée,  dans  laquelle  figurent  les  inva- 
riants S,  T,  si  l'on  place  en  particulier  le  point  c  en  un  point  d'in- 


(')  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie,  25  avril  1861. 

(')  Les  points  de  contact  des  quatre  tangentes  sont  donc  les  points  de  ramilkation 
de  la  surface  de  Riemann  qui  répond  à  l'intégrale. 
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flexion  de  C3,  de  manière  à  avoir  simultanémenl 

f[c)~al  =  o,     A(c)  =  «?,  =  o. 

Actuellement,  le  produit  des  quatre  tangentes  menées  de  c  à  C» 
est  donné  par  l'équation  (t.  II,  p.  226) 

(2.1)  3(D/)^-4/Dy=..o, 

où 

Parmi  ces  tangentes  est  nécessairement  comprise  aussi  la  tangente 
d'inflexion  de  c,  et  du  premier  membre  de  l'équation  (21)  doit 
pouvoir  se  séparer  un  facteur  D-/".  Pour  effectuer  cette  séparation, 
il  faut  faire  usage  des  propositions  d'après  lesquelles  la  courbe 
f=  G  peut  être  considérée  c  omme  la  hessienne  de  trois  autres 
courbes  du  faisceau  v.f — XA  -z  o  déterminées  par  l'équation  (t.  11^ 
p.  258  et  3oo) 

(  22  )  Gl  (  •/,  —  X  )  =  vJ"  —  -  S  y.).«  -f-  1  T  ).^  =  o, 

et  la  hessienne  est  toujours  touchée  par  les  tangentes  d'inflexion 
delà  courbe  primitive  (*).  Il  ressort  de  cette  dernière  remarque 
que  les  trois  tangentes  menées  de  c  äj'=  o  en  dehors  de  T>^J=  o 
sont  précisément  les  tangentes  d'inflexion  de  c  par  rapport  aux 
trois  courbes  primitives  correspondant  à  f=  o,  en  vertu  de 
(22).  Ces  tangentes  sont  donc  déterminées  par  (22),  si  en  même 
temps 

■/Dy— /D2a  =  o, 

D^A  étant  égal  à  a^  «cî  ^^  produit  de  leur  équation  est,  par  suite,^ 

(23)     G,(DU,— DV)  =  (D2A)»  — -S.D^A.(Dy)2  +  ^T(Dy)»=:o. 

Or  le  produit  de  l'expression  qui  figure  au  premier  membre  dans 
D-f  doit  se  confondre  avec    l'expression  qui  figure  au  premier 


(')  C'est  là  une  conséquence  immédiate  du  fait  que  la  polaire  linéaire  d'un  point 
de  la  hessienne,  relativement  à  la  courbe  primitive,  touche  la  hessienne  en  un  cer- 
tain point  (t.  11,  p.  225),  car  la  tangente  d'inflexion  de  la  courbe  primitive  est  préci- 
sément la  polaire  du  point  d'inflexion  {voir  aussi  la  note  3  de  la  p.  4i6,  t.  II). 
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membre  de  (21),  sauf  un  facteur  constant  (M)  à  déterminer,  c'est- 
à-dire  que  nous  avons,  en  vertu  àef=  o  (  '), 

(•24)  M.3(D/)^=:Dy.Gi(D^A,-Dy), 

ce  qui  concorde  encore  avec  l'équation  (19)^  caf  le  faisceau  (18) 
est  ici  remplacé  par  le  faisceau  /cD^y — XD^A.  On  voit  sur  cette 
équation  que  M  doit  être  du  huitième  degré,  par  rapport  aux  coef- 
ficients de  f,  et  du  sixième  par  rapport  aux  quantités  c/.  Mais, 
comme  tout  covariant  du  sixième  ordre  de  /  peut  s'exprimer  par 
un  seul  covariant  de  cette  espèce  et  par  y,  A  (t,  II,  p.  3i4),  nous 
pouvons,  en  vertu  de  a^.  =  o,  oc^  —-  o,  poser 

M=:y(c)C, 

9  étant  le  covariant  unique  dont  nous  avons  parlé  (t.  II,  p.  3 19), 

et  G  désignant  un  facteur  numérique.  La  détermination  de  ce  der- 
nier se  fait  très  simplement  à  l'aide  de  la  forme  canonique.  Pour 
plus  de  simplicité,  nous  prendrons  pour  y  une  courbe  à  invariant 
S  évanouissant  (ce  qui  est  indifférent  pour  la  question  présente)  ; 
il  vient  alors  (t.  II,  p.  3ii  et  3i3) 

/:=:  x\ -{- xl -h  .vl,      A  =  6.r,  .r^Xj, 

ou,  si  nous  choisissons  pour  c  le  point  d'inflexion  ayant  pour  coor- 
données o,  I,  —  I, 

J)/=a:l—xl,      Dy=X2+^3,       y(c)=-8,      D«A  =  -2X,. 

De  là  résulte,  par  un  calcul  simple, 

3(U/)^  =  4/.Dy-^D^/[2(Dy)^-(D^A)3]. 


(')  Cette  équation  subsiste  d'ailleurs  encore  si  c  est  un  point  quelconque  de  ^. 
Alors,  en  effet,  le  sommet  du  faisceau  xD'y — >tD'A  =  o  est  situé  au  point  tangentiel 
de  c,  et  les  tangentes  issues  du  sommet  sont  D*/=  o,  et  C,  (D'/, —  D'A)  =  o  [voir 
t.  Il,  p.  4i5).  Seulement,  il  faut  alors  déterminer  M  d'une  autre  manière. 

10. 
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D'un  autre  côté,  il  vient,  d'après  (aS),  pour  notre  cas, 

Gi(D^A,-D^/)  =  {D^A)3-2{D^/f. 
A  cause  de  M  =  9(c),  C  =  —  8C  et,  en  vertu  de/—  o,  il  résulte 
donc  de  (24)  C  ■=  —  -y)  et  l'on  obtient 

(25)  M=-^^{c). 

Kn  conséquence,  si  c  est  un  point  cVinßexion,  existe,  en  vertu 

de  f[c)  =;  o,  A(c)  =  o,  J[x)  =  o,  L'identité 

3 


6)  -^y(c).(D/)^.=  Dy.Gi(D^A,-DV). 


Par  là  se  trouve  calculé  le  dénominateur  de  notre  différentielle  en 
fonction  de  x— -  D^  A  et  \  =  T>-f.  Pour  le  calcul  du  numérateur, 
observons  que 

(27)  ocf^=[Ka],Klal, 

parce  que  c  est  le  point  d'intersection  de  a^a^=  o  et  aloc^^^  o, 
d'où  aussi 

l  p{c.rclx]  =  a*al[u^a,i^  —  a^a^^) 

(28)  ^=D*A.rf(DV)~Dy.rf(D'A) 
(  =-^cil-ldy.. 

La  détermination  du  facteur  p  s'opère  d'une  manière  identique 
à  la  détermination  du  facteur  correspondant  dans  les  équa- 
tions (11). 

Soit  c'  un  point  quelconque  de  la  ligne  D-AH=zf^=o;  nous 
aurons 

t7«/=  o-a/a|  :=  (ce'),-. 

De  (27)  résulte  ensuite 

p('^=  (aa(')a^.«;.=  (ö!('m)«|, 
d'où,  pour  ^'J•=  a^ae«^'^  ^/^e'^c'? 

pbl.b^t=z  [abii)a%bf.bc'=^~  [abu][acbc' —  bcac-)a^b^. 


[abuY a^bc  —  -  [ab x)  {abp]Oebca.l^%. 
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D'autre  part,  nous  avons,  à  cause  de  al  =  o, 

et  il  s'ensuit,  par  combinaison  de  ces  relations, 

p^ z=z  —  i  [ab x)  [ab p) a^b,oLl^l.  =  —  l  r^{c). 
Finalement,  l'équation  (28)  se  transforme  donc  en 

i  /  —  -  <^[c)  .[cxdx]  =y.dl  —  Ich, 

et  nous  obtenons  ainsi,  par  suite  de  (26),  le  résultat  sui<^ant  : 
icrdj-]  ß  v.dl  —  ldy. 


d\ 


IV 


-v^i 


OU  enfin,  pour  v.  =  a,  À  -=1  i , 


y/,.-is,  +  ^T 


nous    avons  conséquemment   encore    la  forme    trouvée  ci-dessus 
(t.  II,  p.  419). 

L'établissement  de  cette  forme  normale  pour  dY  peut  encore 
être  effectuée  d'une  manière  différente  et  fort  élégante,  d'après 
la  marche  indiquée  par  MM.  Hermite  et  Brioschi,  en  faisant  usage 
d'une  substitution  d'ordre  élevé  ('  ).  Cette  transformation  repose  sur 
une  identité  qui  existe  entre  les  formes  û,  ^,  f,  A,  et  que  nous 
avons  précédemment  établie  \_voir  équation  (42),  t.  II,  p.  4c>7]> 
savoir 

(24)^ü«  =  384-;.*—  i'2-^s,,_/+  2Ti,_/. 

Pour  y  =  o,  nous  avons  en  particulier  (t.  Il,  p.  3ü2) 


(')  Journal  de  Crelle,   t.  G3,  p.  3o. 
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et  il  vient,  en  conséquence, 

(29)  -24^0^=3841]/»—  I2S^A*+2TA6. 

On  a  d'ailleurs  identiquement 

£1  «c^  (  « «-^  )  a^  a- 1};^  .  «c 

et  de  là  résulte  pour  Ui-=[xdx)i,   si   nous    supposons  a^  =  o, 

a[cxdx)z=^  al  a,  (  a^  i^l  ^,1^  -  ^%  «_|  «^^  ) 
=  |«l«c(^Af/,j/— 4/r/A). 

En  multipliant  donc  rfV,  numérateur  et  dénominateur,  par  il,  il 
vient,  en  vertu  de  (29), 

[cxdx]  I    Af/ij;  —  -y.-^idA 

alOf.  6  il 

\it-if —  -}.■],  (lii 


s/\ 


i/i6^p»— -SA*^Î;  -F-  — TA« 


Il  suffit  enfin  de  poser  4^  =  "''-1  A-=X  ^o«;'  obtenir  le  résultat 
qui  suit 


d\ 


1 1  ).  dv.  —  7.  d\ 

V  B  "-^=---=-=-;==  • 


Cette  représentation  se  distingue  d'ailleurs  de  celle  d'Aronhold, 
par  la  circonstance  qu'actuellement  aux  dix-huit  points  d'inter- 
section de  la  courbe  du  sixième  ordre  xA-  —  4^^  =  o  avecy^=:  o 
correspond  une  même  valeur  du  paramètre  /.  '.  A,  tandis  que  précé- 
demment une  même  valeur  du  paramètre  n'appartenait  qu'à  deux 
points  mobiles  du  faisceau  de  çayons  ^tD-/" — XD- A=:  o. 

Les  intégrales  qui  appartiennent  à  des  courbes  hyperelliptiques 
peuvent  se  représenter  d'une  manière  tout  à  fait  semblable,  comme 
fonctions  d'un  paramètre,  au  moyen  d'un  radical  du  second  degré, 
à  la  condition  d'avoir  préalablement  amené  la  courbe  à  la  forme 


I 
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normale,  c'est-à-dire  à  la  forme  (p.  7,0  et  suiv  ), 

f  (•*^,/)=J*?(•^)-•M•^)=o• 
En  effet,  on  a  alors 

()Y  


So) 


^■[.i;j).dv 


v1)-- 


Dans  le  dénominateur  figure  donc  la  racine  carrée  d'une 
expression  du  [ip  +  a)'^"**  degré  en  x.  Par  l'évanouissement  de 
cette  dernière  sont  représentées  les  tangentes  que  l'on  peut  mener 
du  point  multiple  d'ordre  />  à  la  courbe  C^+2'  Cette  dernière 
remarque  est  encore  exacte  quand  on  suppose  la  courbe  Cy,^2 
donnée  sous  la  forme 

La  polaire  du  point  à  l'infini  sur  l'axe  Y 

coupe  en  effet  Cyj^ï  aux  2/^ -h  :2  points  de  contact  des  tangentes 
issues  du  point  multiple  d'ordre  p,  tangentes  dont  l'équation  sera 
donnée  par  une  relation  de  la  forme  'K.2p+i{x)  =  o,  et  elle  a  elle- 
même  au  point  multiple  d'ordre  p  def  un  point  de  même  multi- 
plicité dont  les  branches  touchent  celles  de  la  courbe  primitive,  en 
sorte  qu'il  s'y  trouve /;  (/^  -h  i  )  points  d'intersection.  Les  intersections 

de  la  courbe  (  -r-  )    =0   avec  F  =:  o   sont  donc  les   mêmes  que 

celles  de  la  courbe  X.2p+2{x)  =  o  avec  F  =  o,  c'est-à-dire  que 
l'on  peut  poser  (C  étant  une  constante) 


âpy- 


relation   analogue   à  l'équation  {19)    et   ayant   les  mêmes   appli- 
cations. 


CHAPITRE    I. 


Nous  revenons  à  l'examen    approfondi  de  noire   différenlielle 
générale 

dans  laquelle  W  désigne  une  fonclion  algébrique  quelconque  de 
l'ordre  n — 3  par  rapport  aux  quantités  x/.  En  fixant  d'une  ma- 
nière plus  précise  la  nature  de  cette  fonction,  nous  allons  établir 
d'abord  certaines  formes  normales  pour  les  expressions  différen- 
tielles que  nous  considérerons  exclusivement  plus  tard.  Suivant  la 
manière  dont  se  comporte  la  fonclion  ^  aux  points  simples  ou 
multiples  àe  J=  o,  nous  avons  à  traiter  successivement  différents 
cas;  dans  tous,  nous  montrerons  qu'il  est  nécessaire,  avant  toute 
chose,  de  considérer  des  différentielles  (et  leurs  intégrales)  dans 
lesquelles  W  est  une  fonction  entière,  ou  celles  dans  lesquelles  ne 
figure  au  dénominateur  de  ^  qu'une  puissance  d'une  fonction 
linéaire  des  Xi.  Nous  nous  occuperons  ensuite  de  la  manière  d'être 
des  formes  principales  obtenues  aux  points  doubles  def=  o. 
Soit  maintenant 

M 

le  dénominateur  étant  supposé  désigner  une  fonction  entière 
d'ordre  m,  et  le  numérateur,  qui  sera  également  une  fonction 
entière,  s'élevant  par  conséquent  à  l'ordre  m  -i-  n  —  3.  Les  courbes 
f=  o,  N  =  o  se  coupent  en  m/i  points,  dont  l'ensemble  peut  être 
représenté  par  une  équation  (') 


Nous  désignerons  les  coordonnées  de  ces  points  d'intersection 
respectivement  par 

.x(^),  .r(2),  ^(3),   ..  .,  .rC««), 

en  entendant  toujours  par  x^^'>  les  trois  coordonnées  x',',  x\^\  x"'. 


(•)  Relativement  à  une  méthode  générale  pour  l'établissement  de  cette  équation 
sous  forme  symbolique,  voir  t.  I,  p.  35o.  Si  l'on  prend  en  particulier  ç,  =  i,  ?s=  o, 
|j=:o,  l'équation  du  faisceau  de  rayons  sera  obtenue  par  élimination  de  x,  entre 
/=  o  et  N  =  0.  (Foir  Clebsch  et  Gordan,  op.  cit.,  p.  5  et  suiv.).  Alors  {x-^^)'""  ^^~ 
pend  uniquement  de  la  seule  variable  binaire  x^  ;  .r,  (voir  la  suite  du  texte). 
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Joignons  ces  points  à  un  point  fixe  quelconque  |.  L'ensemble  des 
mn  lignes  de  jonction  sera  représentée  par  (j^a:^)'""=  o,  et  nous 
pouvons  poser 


32) 


"'=.J7(.r(0.r?] 


Si  d'ailleurs  nous  supposons,  ainsi  que  cela  doit  arriver  d'abord, 
que  les  points  x^'^  soient  tous  distincts  les  uns  des  autres  (et  con- 
séquemnient  aussi  ne  soient  pas  situés  en  des  points  multiples  de 
f)  l'expression  (Sa)  doit,  en  toute  hypothèse,  pouvoir  se  repré- 
senter sous  la  l'orme 

(33)  (^^.rÇ)-«:^-,.l,/+iibN, 

Dl,  =  o  étant  une  courbe  de  l'ordre  m{n—  i),  qui  passe  par  tous 
les  points  de  rencontre  des  jnn  rayons  avec  /"=  o  non  situés  sur 
N  =  o.  En  conséquence  il  vient,  pour/ =  o, 

M.  1)1, 


(Z^?)' 


expression  où,  en  vertu  de  (32),  figure  au  dénominateur  un  pro- 
duit de  fonctions  purement  linéaires.  Mais  les  lignes  représentées 
par  l'évanouissement  de  ce  dernier  passent  toutes  par  un  même 
point  I,  en  sorte  que  le  dénominateur  ne  dépend,  en  réalité,  que 
d'une  seule  variable  binaire,  savoir  le  paramètre  du  faisceau  de 
rayons  passant  par  ^.  On  peut  donc,  suivant  les  lois  de  la  décom- 
position des  fractions  rationnelles  binaires,  représenter  la  fonc- 
tion 'F  comme  une  somme  de  termes  particuliers  dont  chacun  n'a 
au  dénominateur  qu'une  fonction  linéaire;  la  réduction  annoncée 
de  la  différentielle  ^V  aux  formes  normales  de  l'espèce  précédente 
se  trouve  ainsi  effectuée. 

Mais  on  peut  encore  obtenir.aisément  le  même  résultat  sans  in- 
troduire explicitement  la  variable  binaire  du  faisceau  de  l'ayons, 
et  nous  insistons  d'autant  plus  volontiers  sur  ce  sujet  que  plus 
tard  nous  obtiendrons  aussi  par  une  voie  analogue  des  développe- 
ments en  série  plus  compliqués  qui,  autrement,  se  déduiraient  à 
l'aide  de  décompositions  répétées  de  fonctions  rationnelles  en 
fractions  simples.  En  même  temps  nous  ferons  un  pas  de  plus 
dans  la  régularisation  de  la  différentielle,  en  ce  sens  que  nous  dis- 
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poserons  le  numérateur  de  telle   sorte  que  deux   seulement  des 
zéros  de  la  fonction  linéaire  du  dénominateur  donnent  lieu  à  des 


Il  est  utile  pour  cet  objet  àe  faire  coïncider  le  point  ^  avec  un 
des  points  x^'^  par  exemple  avec  x^"^"\  convention  qui  sera  ob- 
servée dans  ce  qui  suit.  L'équation  des  autres  mn  —  i  points  x^'^ 
étant  alors  donnée  par  //|""~^  =  o,  nous  pouvons  poser 

et  à  la  place  de  (32)  et  (33)  se  présentent  les  équations 

i  \i^i>in —  1 

(34)         (•^-.r?)'«"-!^     JJ     (.r(')  ./•?),      (^.r|)"— >=.A/+BN; 

I  =  1 
B  est  ici  une  courbe  d'ordre  mn  —  m  —  i   qui  passe  par  tous  ceux 
des  points  non   situés  sur  N  =  o  où  les  rayons  issus  de  ^  rencon- 
trenty=  o,  et  mn —  a  de  ses  intersections  avec  j  sont  placées  au 
point  ^  lui-même.  On  a  aussi  alors 

Ml)!,  MB 


Actuellement,  pour  simplifier  la  notation,  posons 

mn  —  I  ~  ,j.,      B  --  Bî'",      Al  =  MT"^""'. 

Faisons  ensuite  passer  une  courbe  C  d'ordre  [i. -\- n — ^  >, 
QiA+n-3^_  Q  pgj,  l'ensemble  des  7^(f*-t-/^ — ^3)  points  de  rencontre 
de  M  :=  o  et  B  =  o  avec/  -=:  o  j  cette  courbe  présentera  également 
quelque  chose  de  particulier  à  l'égard  des  intersections  x'-^^  de 
JN  =  o  avec  /"=  o.  Nous  avons  d'abord,  en  toute  hypothèse, 

(  35  )  cr" ''  =^  ^K'^"  '  Br"'  +  D  .f. 

JNous  déterminerons  d'une  façon  plus  précise  la  courbe  C,  ainsi 
qu'il  suit.  La  ligne  joignant  un  point  d'intersection  x'^'^^  au  point  | 
coupe  la  courbe  primitive  en  /z  —  2  autres  points  que  nous  désigne- 
rons par  x^*''^_,x^^'^-, .  .  .,  a:'*'"~2^;  nous  faisons  passer  par  tous  ces 
points  (')  la  (p.  —  i)'^""  polaire  du  point  .r^*^  relativement  àC  =  o, 


C)  Comme  la  polaire  en  question  est  d'ordre  n  —  2,  on  peut  précisément  encore 
satisfaire  à  la  condition  dont  il  s'agit;  la  polaire  ne  pourrait  comprendre  plus  de 
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en  sorte  que  nous  avons  les  équations 

(36)     c^c^:„=:o,   cr:i!,c;;^,,,.:^o,...,c^,cr;j^„_,,^o, 

pour  toutes  les  valeurs  depuis  A -=  i  jusqu'à  k  =  (x.  Cela  donne 
fx[n —  2)  équations  linéaires  pour  les  coefficient^  de  G.  Parmi  ces 

derniers,  en  vertu  de  (35),  -«(/^  —  3)  -h  i  seulement  sont  arbi- 
traires, savoir  les  coefficients  de  l'expression  D;  et  comme  la  con- 
dition 

-  u(u.  —  3]  -\-  l^  n[n  —  i) 

est  toujours  satisfaite  pour  m  ^^  i,  il  est,  en  fait,  possible,  de  dis- 
poser la  courbe  C  conformément  aux  équations  (35)  et  (36).  Nous 
reviendrons  encore,  en  finissant,  sur  le  cas  de  m  =  r. 

Formons  maintenant,  à  l'aide  de  la  courbe  G,  l'expression  sui- 
vante du  {(i-h  n  —  3  )'"■"*  ordre 

Al  L  ,=1  J 

Les  r,i  sont  ici  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  plan, 
et  l'indice  k  adjoint  au  second  signe  de  produits  indique  que  le 
produit  correspondant  multiplié  par  C^^k]{x^''h,^),  c'est-à-dire  celui 
qui  se  présente  dans  le  Ä'*"^  terme  de  la  somme,  doit  être  formé 
de  tJL  —  I  facteurs  seulement,  le  factevir  relatif  k  i  =  k  devant  être 
omis;  au  contraire,  dans  le  premier  terme  de  là  différence  S, 
figure  un  produit  de//  facteurs.  Cette  fonction  S  s'évanouit  d'abord 
pour  tous  les  points  d'intersection  de  B  et  f.  En  effet,  pour 
x  =  x'^''>^'\  le  premier  terme  s'annule  en  vertu  de /=  o,  et  dans 
la  somme,  tous  les  termes  qui  renferment  le  facteur  [x^'''> x'''''^'> 'i) 
s'évanouissent,  puisque  Jt'^''^^  désigne  précisément  un  point  de  la 
ligne  joignant  x^'''>  à  H-  H  ne  reste  ainsi  que  le  terme  correspondant 


«  —  2  points  de  la  droite    sans  se  décomposer  en   la   droite  elle-même  et  en  une 
courbe  C„_,. 


j56  TOME   III.    —   CHAPITRE    I. 

dans  la  somme  à  Ä:=;-;  mais  ce  dernier  disparaît  également  à 
cause  de  (36).  En  outre,  S  s'évanouiL  pour  chacune  des  [x  inter- 
sections de  N  avec  f.  En  effet,  pour  x  =  x^''\  tous  les  termes  de  la 
somme  figurant  dans  S  qui  contiendraient  un  facteur  [x^^^ x^''^ ^) 
disparaissent,  et  il  reste  seulement  le  terme  correspondant  à  l'in- 
dice k  =  r 

-C^;;-^(,r('-),?)J|^(,r(0...('-)H)(^,r(0|)!x-'(^v;;). 
Or  de  (35)  résulte 

et  l'on  déduit  de  la  première  équation  (34),  par  formation  polaire, 
en  observant  que  les  autres  termes  de  la  somme  qui  figure  d'abord 
dans  le  premier  membre  deviennent  nuls  pour  x  =  x'-''\ 

(.r('■^/;?)  Y\    (.r(') ./■('•'?)  =:  p.  (-f  r('')?)(^-' (f/;?) . 

Le  ternie  ci-dessus  mentionné  qui  reste  de   la  somme  figurant 
dans  S  devient  donc  égal  à 

c'est-à-dire  égal,  sauf  le  signe,  au  premier  terme  de  S  pour 
X  =  j:^'"^  ;  S  lui-même  est  donc  nul,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
L'équation  8  =  0  représente,  d'après  cela,  une  courbe  qui  passe 
par  toutes  les  intersections  simples  de  y"=  o  et  [^xl^)v-=^o. 
Au  point  ç,  d'après  notre  détermination  de  B  =  ü,  chacun  des 
termes  de  S  (et  par  conséquent  S  lui-même)  s'évanouit  au  degré 
p. —  I  de  multiplicité.  Mais,  comme  la  courbe  (pour  m>i) 
n'est  pas  encore  complètement  déterminée  parles  conditions  (36), 
nous  pouvons  encore  disposer  de  C  de  telle  sorte  qu'un  p"^""®  point 
d'intersection  de  S  =  o  avec/ =  o  tombe  à  |.  On  peut,  pour  cette 
raison  f  poser 

(37)  S  =  P./4-R.(•^rÇ)^ 

R  =  R"~"  désignant  une  fonction  entière  homogène  du  (/î  —  3)'^nie 
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ordre  par  rapport  aux  xi-  Si  nous  divisons  enfin  dans  les  deux 
membres  de  (37)  par  le  produit 

k=f. 

nous  obtenons,  en  vertu  de  (Sa)  et  (34),  sous  la  condition  y-:::^  o, 
la  décomposition  suivante  de  'F  en  tractions  simples  : 


p. 

i 

M 

— 

MB 

y.       II 

IL 

k- 
\ 

À 

7~  2u  (-f-i'('')?)l^-'^-^»;?].(.r(''J.r? 


Toute  fonc lion  algébiique  du  [11  —  3)'""''  ordre  qui  ne  devient 
infinie  que  pour  un  certain  nombre  de  points  de  f  distincts  peut 
donc  se  décomposer^  à  l'aide  de  f=:z  o,  eri  une  Jonction  entière 
d'ordre  n  —  "à  et  en  une  somme  de  fondions  dont  les  dénomina- 
teurs sont  linéaires  et  qui  ne  deviennent  inßnies  qu'en  deux  des 
points  d' évanouissement  de  ces  derniers,  le  numérateur  devenant 
nul  en  vertu  de  (36)  pour  les  n  —  2  autres  ('  ). 

Il  nous  reste  encore  à  traiter  le  cas  où  /n  =  i ,  où,  par  suite,  dans 
le  dénominateur  de  ^  figure  une  fonction  linéaire  u  =  u^,  dans 
le  numérateur  une  fonction  M  du  (n  —  2)'*™®  ordre,  en  sorte  que 

^  =i —'  Supposons  que  les  points  d'intersection  de  u^  avec  J 
soient  désignés  par  j:^*\x^2)^  ^  ,  .,  j;^"^,  et  soient  Qo-=o,  Q3=o,.  .  . , 
Q„=z=o  des  courbes  spéciales  du  [n — 2)'^""*  ordre  comprenant 
tous  les  points  de  rencontre  de  la  droite  avec  f=  c,  excepté  pour 
Q2  les  points  x^*^  et  x^-\  pour  Q3  les  points,xf'^  et  x^^^-, .  .  . ,  pour 


(')  La  possibilité  d'un  tel  développement  résulte  au  surplus  immédiatement  des 
conceptions  de  Riemann  ;  car  une  fonction  algébrique  est  complètement  définie  (à 
une  constante  près)  sur  la  surface  de  Riemann  qui  répond  k/=o  par  ses  zéros  et 
ses  infinis;  mais  les  deux  systèmes  se  confondent  pour  les  deux  membres  de  (38). 
Au  cas  où  plusieurs  des  intersections  de  /  et  N  sont  situées  sur  une  droite  passant 
par  f,  quelques  modifications  sont  à  apporter  au  texte,  mais  elles  sont  sans  influence 
sur  les  résultats. 
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Q„  les  points  x"^  et  x'^^  On  peut  alors,  dans  l'équation  (*) 
M  -  /î 2  Qi  -  ^-3  Qî  - ...  -  /.„Q«  :^--  o, 

déterminer  les  n  —  i  constantes  ki  de  telle  sorte  que  la  courbe 
ainsi  représentée  passe  par  Ji  —  i  points  d'intersection  de  la  droite 
avec  /=  o,  et  conséquemment  renferme  cette  droite  tout  entière. 
En  effet,  si  l'on  indique  par  des  indices  supérieurs  que  les  coor- 
données du  point  d'intersection  en  question  ont  été  introduites 
dans  les  fonctions  M  et  Q/,  il  suffit  de  satisfaire  aux  équations 

pour  que  les  points  x^^\  .r^-'),.  .  .,  x'-"'^  soient  situés  sur  la  courbe 
précédente.  Si  l'on  détermine  les  constantes  ki  par  ce  moyen,  la 
courbe  dont  il  s'agit  se  décompose  en  une  courbe  du  (n  —  "^y^^^ 
ordre  11=0  et  en  la  droite  w^=  o,  de  sorte  que  l'on  a  identique- 
ment 


et  il  vienl,  par  suite 


expression  dans  laquelle  chacun  des  termes  de  la  somme  ne  de- 
vient infini  qu'en  deux  points.  Le  résultat  précédent  reste  donc 
encore  exact  jyour  m  =  i . 

Nous  mentionnerons  encore  les  modifications  que  subissent  les 
développements  précédents  lorsque,  parmi  les  mn  intersections, 
plusieurs  coïncident  (toutefois  non  en  des  points  singuliers  de  f). 
Supposons  qu'il  n'y  ait'plus  que  v  de  ces  points  x^'^  ayant  une  si- 
tuation distincte,  et  que  chacun  d'eux  compte  respectivement /v  fois, 
en  sorte  que 

/'i  +  /•2  -t-  •  •  .  +  Tv  =  mn. 

Faisons  coïncider  encore  le  point  'i  avec  un  de  ces  points,  x^'''> 
par  exemple,  et  posons,  pour  abréger, 

\  =  mn  —  }\, 


(')  Foir  Cledsch  et  Gordan,  op.  cit.,  p.  i8. 
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i\  étant  choisi  de  telle  sorte  que  mn — a/.,  soit  égal  ou  supérieur 
à  zéro  (  ^  ).  L'équation  des  lignes  qui  joignent  ?  aux  "k  autres  points 
étant  donnée  par  (t|;.r^)^=  o,  à  la  place  de  la  seconde  équation  (34) 
intervient  la  suivante 

(■fr?)>-rz=A/H-BV"'N,  " 

?^  —  t\  intersections  de  B  =  o  avec  /=  o  étant  réunies  en  ^.  Nous 
déterminerons  ensuite  une  courbe  G  ==  o  de  l'ordre  \-\-n  —  3  ré- 
pondant aux  équations  (35)  et  (36),  en  sorte  que  la  Â'*""*  polaire 
de  o?^*^  s'évanouit  l'k  fois  pour  tout  point  a:^*«'^  {'^).  A  la  place 
de  S  vient  alors  l'expression 


:39)     { 


S' =  M:^'+"-»Bi.  '"  JJ  (•fr(OÇ)>-'v(^v;?)'' 
Il 

A  =  l    L 

X  JJj^(')^|)'-'(-f.r(')H)w,(,^,.y,.  I 


_i_^p\  ^),(),-t1(/--2]...(>. 


--n-+-y 


Actuellement,  de  l'équation  qui  se  présente  à  la  place  de  la  pre- 
mière équation  (?4)>  savoir 


(4o) 


(^^Çr=  J|(j:(')x?)'-' 


')  Parmi  les  v  points  est,  en  général,  compris  un  point  de  cette  espèce,  car  on  ne 
peut  pas  disposer  arbitrairement   des   nombres  /-,   puisque,    pour    w>« — 3,   par 

exemple,  -(«  —  i){n  —  2)  sont  déterminés  par  les  autres. 

(*)  La  condition  nécessaire  à  la  possibilité  de  cette  détermination  est  ici(iw>  p.  ij5). 

i(A  — 3)-t-2>-2;(«  — 2). 

Pour  rv=i,  /n>  I,  elle  est  toujours  satisfaite.  Pour  les  cas  exceptionnels,  il    faut 
entrer  dans  des  considérations  particulières,  comme  dans  l'hypothèse  précédente. 


l6o  TOME    m.    —    CHAPITRE   I, 

résulte  par  formation  polaire 


i—/-l 


et,  en  ayant  égard  à  ces  relations  et  à  (35),  on  reconnaît  que  S'  a 
un  zéro  simple  en  chacun  des  points  x^'^  et  un  zéro  d'ordre  A  —  j\  au 
point  ^  (en  vertu  des  propriétés  de  B)  ;  de  plus,  en  disposant  con- 
venablement des  constantes  de  C ,  on  pourra  obtenir  qu'un 
(X  —  /\+  j^ème  point  de  rencontre  de  S'=  o  a\ecj'=  o  tombe  en 
^.  D'ailleurs,  S'  a  un  zéro  multiple  d'ordre  /-^  en  toute  intersec- 
tion /'A-iple  a:(*''^  de  B  avec/".  Si  donc  on  entend  par  R=  o  une 
courbe  de  l'ordre  1-+-  ii  —  v —  2  qui  comprend  r^ —  i  fois  seule- 
ment tout  point  jc^*''^  (comptant //f  fois),  ne  comprend  au  contraire 
pas  les  points  x^,  et  possède  en  ^  un  zéro  d'ordre  X  —  z'.,—  v  4-  2, 
on  a  la  relation  analogue  à  l'équation  (3-) 

(4i)      .  S'^  P/+RJJ  (x(').r?). 

Substituant  dans  (39),  divisant  dans .  les  deux  membres  par 
{^x^)^  et  posant  encore,  pour  abréger, 

l=v— 1 

31,=  TT  (^c').r  ?)'•.■-!, 
il  vient,  à  cause  de  (34)  et  (4o)  et  en  vertu  de/'=  o. 

En  vertu  des  conventions  faites  relativement  à  R,  le  quotient 
R'.Ol,  devient  infini  seulement  aux  points  d'intersection  de  N  avec 
y  et  conséquemment  aux  mêmes  points  que  W,  mais  en  chacun 
d'eux  (en  '^■=x^'''>  également)  il  devient  infini  d'un  ordre  moins 
élevé,  et,  pour  préciser,  de  l'ordre  r^ — i  en  x^.  La  fonction  ^ 
est  donc  ramenée  à  une  fonction  qui  devient  infinie  d'un  ordre 
moindre  d'une  unité  aux  mêmes  points  et  peut  par  conséquent  être 
traitée  semblablement  à  ^,  de  manière  à  conduire  à  des  fonctions 
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tle  l'espèce  de  celles  qui  se  présentent  dans  la  somme  (4^)  et  au 
dénominateur  desquelles  ne  figurent  que  des  puissances  de  fonc- 
tions linéaires.  Or,  pour  ces  dernières,  on  a 

Les  termes  de  la  somme  (42)  se  déduisent  donc,  à  des  facteurs 
constants  près,  des  termes  de  la  somme  qui  figure  dans  (38)  par 

application  réitérée  du  procédé  de  formation  polaire  \  -—  r/. 

Pour  finir,  nous  allons  supposer  en  outre  des  circonstances  pré- 
cédentes que  la  courbe  N  =  o  ait  un  point  multiple  d'ordre  (/  en 
un  point  double  P  dey.  Alors,  généralement,  en  ce  dernier  sont 
situées  2(7  intersections  des  deux  courbes;  l'équation  (j^x^)'''"=  o 
renferme  donc  un  rayon  multiple  d'ordre  2*7.  Par  suite,  on  peut, 
comme  dans  le  cas  précédemment  considéré,  employer  pour  la 
décomposition  en  fractions  simples  une  fonction  S' analogue  à  celle 
formée  dans  l'équation  (Sp).  La  courbe  S'=  o  passe  alors  simple- 
ment par  le  point  double,  de  même  que  la  courbe  n(x^'^x^)  =^  o 
composée  de  mn — 2^-f-i  rayons.  En  conséquence,  l'équation 
(4i)  a  lieu  de  nouveau^  et  il  en  est  de  même  de  l'équation  (42), 
qui  se  déduit  de  cette  même  équation  et  de  (Sp). 

Dans  cette  dernière  apparaît  comme  premier  terme  du  second 
membre  une  fonction  qui  a,  au  point  double  P,  un  zéro  d'ordre 
(/  —  I  seulement.  Le  résultat  reste  donc  le  même.  On  procédera 
enfin  d'une  manière  semblable  en  cas  de  survenance  de  points  mul- 
tiples, en  sorte  que  toute  fotiction  algébrique  ^  peut  être,  en  vertu 
de J=  o,  développée  en  une  somme  de  Informe  (42). 

Actuellement,  en  appliquant  ces  considérations  sur  la  fonction  ^ 
à  notre  différentielle  dV,  on  aperçoit  que  toute  différentielle  de 
l'espèce  par  nous  considérée  peut  être  ramenée  à  des  réunions  de 
différentielles  des  formes  suivantes  : 

.    rx-/r'         '11       I     7     /-           ^'Ir^  icxdx) 
1"  DifterentieUes  de  la  t  or  me —\ -' 

2**  Différentielles  de  la  forme  —^ — Vn '-  '   dans  lesquelles  la 

Clebscii.   —  Géométrie,  III.  II 
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courbe  Q'^"-  =■  o  passe  par  n  —  n  des  n  intejsections  de  iijc  =  o 
avec  f=<). 

3"  Différentielles  déduites  des  précédentes  par  le  procédé  (à 

appliquer  éventuellement  plusieurs  fois  )  \  r,i  — ,  ji  désignant  les 

coordonnées  de  l'une  des  intersections  de  Ux=o  a\ecj'=  o.  —  On 
peut  les  représenter  comme  des  sommes  de  différentielles  dont  les 
intégrales  deviennent  chacune  infinie,  ou  bien  logarithmiqueraenl 
en  deux  points,  ou  bien  algébriquement  en  un  point  (en  général 
d'ordre  élevé),  d'une  manière  analogue  à  ce  que  nous  verrons  plus 
ijaS,  dans  le  cas  où  figure  au  dénominateur  le  carré  d'une  fonction 


Nos  considérations  précédentes  se  sont  rapportées  à  des  infinis 

de  la  fonction  placée  dans  V  sous  le  signe  d'intégration  |  c'est-à- 

dV\         . 
dire  des  dérivées  -—  |  j  qui  provenaient  de  la  nature  de  la  fonc- 

tion  '"¥.  Mais  les  dérivées   -^  peuvent   aussi  devenir  infiniment 

grandes,  si  Fexpression  D/^  a""'  «t-,  qui  figure  au  dénominateur, 
est  nulle.  Celte  dernière  circonstance  se  présente  d'abord  lorsque 
X  est  un  point  de  contact  de  la  tangente  que  l'on  peut  mener  de  c 
à  la  courbe  (t.  II,  p.  7).  Alors  le  point  x  -\-  dx  est  en  ligne  droite 
avec  c  et  x,  et  par  suite  l'expression  [cxdx),  qui  est  en  général 
un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  devient  un  infiniment  petit 
du  second  ordre;  le  quotient  [cxdx)  '.a"r* ac  reste  conséquem- 
löent  infiniment  petit  du  premier  ordre.  Donc,  pour  un  point  de 
contact  des  tangentes  menées  de  c  à  la  courbe  (*),  l'intégrale  V 


C)  Si  (en  coordonnées  rectangulaires)  on  place  le  point  e  au  point  à  l'infini  de 

l'axe  Y,  ce  qui  est  indifférent  au  point  de  vue  projectif,  ces  points  de  contact  seront 

les  points  de  ramification  de  la  surface  de  Riemann.  En  un  tel  point,  tlx  devient  aussi 

infiniment  petit  du  second  ordre;  si  donc  on  y  a  x  =  a,  dV  devra  se  comporter  au 

ffx 
point  X  =  a  comme  ,  ce  qu'il  est  aisé  de  prouver  directement.  (  Voir  Clebscii 

et  GoRDAN,  op,  cit.,  p.  II,  et  RiEMAPiN,  op.  cit.,  §  7  et  9.  En  effet,  \/x  —  a  est,  au  point 
de  ramification,  une  {{randeur  infiniment  petite  du  premier  ordre,  et  par  suite  le  quo- 
tient de  ffx  par  \x  —  a  en  x  ^a  reste  infiniment  petit  du  premier  ordre,  ainsi  qu'il 
a  été  obtenu  au  texte. 
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ne  devient  pas  infinie  ;  en  effet,  sa  valeur  est  aussi  complètement 
indépendante  du  point  c  (p.  i43). 

En  outre,  l'expression  jyf  s'évanouit,  et  cela  indépendamment 
des  quantités  c/,  dès  que  x  est  un  point  multiple  de/;  cependant 
nous  ne  supposerons  ici  que  la  présence  de  points  doubles  ou 
cuspidaux  de  la  courbe  primitive.  Dans  ce  cas,  le  déterminant 
[cxdx]^  dans  lequel  les  quantités  dxi  se  déterminent  au  moyen 
de  l'équation  du  second  degré  a"""  «^^  =  o,  reste  infiniment  petit 
du  premier  ordre,  et  les  dérivées  de  V  par  rapport  aux  xi  de- 
viennent infinies.  Pour  déterminer  exactement  la  nature  de  ce 
passage  à  l'infini,  nous  partirons  de  l'équation 

(43)  ar'a,.u,.d\=q--K[c:rdx), 

en  prenant  dN  sous  la  forme  désignée  dans  le  n°  2.  Par  ^  nous 
entendons  un  point  de  l'une  des  tangentes  du  point  double  j, 
par  Yi  un  point  de  l'autre  tangente.  Au  moyen  de  (43),  nous  ob- 
tiendrons alors,  pour  un  point  voisin  àe  j  sur  l'une  des  branches, 
la  valeur  de  ^V,  si  nous  posons  x<==  r,-4-  î'ii,  dxi=  ed'^i,  e  dési- 
gnant une  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre.  11  vient 
maintenant,  en  première  approximation, 

Choisissons  maintenant  pour  c  le  point  rr,  alors,  puisque  la  tan- 
gente de  la  première  polaire  de  y)  au  point  double  j  coïncide  avec 
la  ligne  [Tnyx)  =  o,  il  viendra,  G  désignant  une  constante, 

ay'^aia^  =  C.{r}Xx], 
d'où 

C  étant  une  nouvelle  constante.  L'intégrale  Y  déifient,  d'après 
cela,  logarithmiq uement  infinie  en  un  point  double  j  def\  savoir, 
comme  H-log(r,j^^)  dans  la  direction  d'avancement  qui  corres- 
pond au  point  ^,  et  comme  —  ^^%['^jX)  ^^"^^  ^^  direction  qui  cor- 
respond au  point  n. 

Une  exception  se  présente  lorsque  la  courbe  Q  =:  o  passe  éga- 
lement par  y^  l'intégrale  restant  alors  finie. 


CHAPITRE   I. 


Les  considérations  précédentes  ne  donnent  aucun  résultat  si  le 
point  double  se  transforme  en  un  point  de  rebroussement,  les 
points  ^  et  y;  se  confondant  alors.  Pour  trouver  la  valeur  de  l'inté- 
grale dans  le  voisinage  du  ppint  de  rebroussement,  nous  devons 
donc  considérer  les  termes  du  second  ordre  infinitésimal,  ce  qui 
s'effectue  ainsi  qu'il  suit,  en  introduisant  de  nouvelles  variables  /', 
s,  t  pour  les  alentours  du  point '>^  Nous  poserons 

(  45  ]  .i-i  --  rji -i-  s^i-{-  fÇ,-. 

Pour  obtenir  la  courbe  J=  o  exprimée  par  les  variables  /',  s,  t 
sous  la  forme  la  plus  simple  possible,  nous  placerons  ^  au  point 
d'inflexion  de  la  [n  —  3  ^«"'e  polaire  àej,  c'est-à-dire  de  la  courbe 
du  troisième  ordre  rt"~^«^.=:  o  et  ^  au  point  de  rencontre  de  la 
tangente  d'inflexion  de  ^  avec  la  tangente  de  rebroussement  de  j  ; 
on  a  de  la  sorte  les  équations 


y 

a''r^  ol  ai  =  o,      «"~^  al  ar^  —  o. 

Pour  un    point   dans  le  voisinage  de  j  (c'est-à-dire  pour  des 
valeurs  infiniment  petites  de  ^  et  t),  il  vient  donc 

/(  ^  )  £i-  <  ^  -  «  (  «  —  I  )  r«-3  [  re  a"f'  a}  H-  \  [n  -  1  )  s'  n^-'  «?]-,..., 

et  par  conséquent  l'équationy^r:::  o  se  transforme  en 

(46)  3 rt- a'^'r^  ar  +  [n  —  1)  s'^a'^'r'^ al  z^o      ('). 

Si  nous  faisons  ensuite  coïncider  c  avec  ^,  nous  obtiendrons 

(4,)  B/^a'i-'ar={n-i)7—Ka'^-^ar.i, 

OU,  en  vertu  de  (46), 


Enfin,  pour  le  numérateur  de  dY,  on  trouve 

(48)  {■Çrdz:]^-={-Çj^)[rds-sdr). 


(')  Par  suite,  t^  devient  comparable  à  s^  dans  le  voisina[fe  de  j ,  ce  qui  concorde 
avec  les  résultats  précédents  (t   II,  p.  28  et  33). 
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Pour  le  calcul  de  ^V,  nous  devons  encore  développer  la  fonc- 
tion —  suivant  les  puissances  de  s  et  t.  Il  vient,  par  suite  de  la 
substitution  (54),  en  première  approximation, 


I  (  1  SU:  -\-  t'Iy 


u^        ru  y  -r  stii  H-  tiiy^       ru  y  r-  uy 

doù 

Qrt-2  O""-        ;•"-* 

~Q';-^(«-^)(,vQ:+^Q.)«,]4-..., 

et  par  conséquent,  si,  en  tenant  compte  de  [^~)-,  on  substitue  les 
valeurs  trouvées,  qu'on  pose  -  =  jt/  et  qu'on  exprime  la  grandeur  t 
par  p  au  mo3'en  de  (4Ö),  on  aura 

r/fA         (  «  —  2  )  Q;  i< ,.  —  Q ,.  ui  du.  "1 


X 


On  tire  enfin  de  là  par  intégration,  A,  B,  C  désignant  des  con- 
stantes dont  les  valeurs  sont  faciles  à  emprunter  aux  expressions 
trouvées  pour  dV  (  '  ), 

\/f* 

.V         [  Y  x'C') 

OU,  puisque,  d'après  (45),  /a  =  =      '^^"'? 


] 


C)    ?'o«>  ClEBSCU  et  GORDAN,  op.  cit.,  p.    i3 
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C'est  là  la  valeur  de  V  dans  le  voisinage  du  point  de  rebrousse- 
ment^'. 

L' intégrale  \  devient,  d'après  (49)>  algébriquement  inßnie  au 
premier  ordre  en  un  point  de  rebroussement  (  '  ). 

On  devra  traiter  d'une  manière  semblable  une  intégrale  qui 
devient  infinie  en  un  point  multiple  de  /.  Toutefois,  la  manière  la 
plus  simple  d'opérer  consiste  à  supposer  que  le  point  multiple  a 
été  préalablement  résolu  de  la  manière  connue  (t.  II,  p.  210  et 
suiv.)  par  des  transformations  unidéterminatives  ;  car,  dans  une 
transformation  de  cette  espèce,  le  caractère  de  la  différentielle  ne 
change  pas,  ce  qu'on  démontre,  ainsi  qu'on  le  fera  plus  tard  pour 
les  différentielles  de  troisième  espèce.  La  différentielle  apparaît 
alors  comme  combinaison  des  différentielles  portant  les  n°*  2  et  3 
{p.  i6r  et  suiv.). 

VII.  —  Les  intégrales  normales  de  première,  de  deuxième 
et  de  troisième  espèce. 

Les  intégrales  désignées  (p.  161)  sous  les  n"*  1  et  2  vont  main- 
tenant être  étudiées  avec  plus  de  soin  sous  le  rapport  de  leurs  pro- 
priétés. 

En  premier  lieu,  il  est  clair  qu'il  peut  exister  des  intégrales  qui 
ne  deviennent  infinies  pour  aucun  point  de  la  courbe,  et  dont 
conséquemment  la  différentielle  pour  tous  les  points  de  la  courbe 
reste  infiniment  petite  du  premier  ordre;  ce  sont  évidemment  les 
différentielles  de  la  forme 


si  l'on  détermine  la  courbe  R  de  telle  sorte  qu'en  tous  les  points 
de/" elle  ait  un  zéro  du  même  ordre  que  le  dénominateur,  excepté 
aux  points  de  contact  des  tangentes  proprement  dites  que  l'on 


(')  Et  non  à  l'ordre  -■>  car  le  point  de  rebroussement  est  un  point  de  ramification 

de  la  surface  de  Riemann  correspondante,  et  en  un  tel  point,  si  x  devient  égal  à  a, 

est  une  grandeur  infiniment  petite  du  premier  ordre.  (Comparer  la  note  de 

y/x-a 

la  page  162.) 
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peut  mener  de  c  à  la  courl>e,  points  pour  lesquels  le  déterminant 
[cxdx)  devient  également  nul  (p.  162}.  Or  il  suffit  pour  cela  tle 
choisir  pour  R^~^  =  o  une  courbe  d'ordre  n — 3  adjointe  à  f, 
ainsi  qu'il  ressort  immédiatement  de  la  définition  donnée  pour 
celte  nature  de  courbes  (p.  a3).  En  effet,  la  courbe  dont  il  s'agit 
a  en  tout  point  singulier  de/  autant  de  points  communs  avec/ 
que  la  polaire  a'^^  a^j  en  retranchant  du  nombre  de  ces  derniers 
les  points  de  ramification  (t.  11^  p.  ai 5)  qui  peuvent  être  situés 
aux  points  multiples;  mais  pour  ceux-là  le  déterminant  (cj^i^js:) 
devient  de  nouveau  infiniment  petit  du  deuxième  ordre,  si  l'on 
passe  du  point  multiple  x  à  un  point  x-f-  dx^  en  avançant  sur  la 
branche  sur  laquelle  le  point  de  ramification  s'est  rapproché  de  x, 
ot  notre  différentielle  reste,  en  fait,  une  quantité  infiniment  petite 
du  premier  ordre,  de  quelque  manière  que  l'on  puisse  choisir  le 
point  X  -h  dx  dans  le  voisinage  de  x.  A  l'exemple  de  Riemann, 
nous  désignerons  toujours  une  courbe  adjointe  du  [n  —  S^em« 
ordre  par  9,  et  l'intégrale  qui  reste  constamment  finie  par  J.  Nous 
appellerons  la  différentielle  de  cette  dernière  dißerentielle  de 
première  espèce  : 

^   ''  ~       à/  à/  ô/^  a.a^-'a,' 

De  nos  précédentes  observations  sur  les  courbes  adjointes 
d'ordre  n  —  3  (p.  -n)  résulte  immédiatement  ce  théorème  : 

Il  existe  p  diß'erentielles  de  pr entière  espèce  Iméairement  indé- 
pendantes les  unes  des  autres,  ou,  en  d'autres  termes  :  Toute  dif- 
férentielle de  première  espèce  appartenant  à  f  peut  être  repré- 
sentée comme  combinaison  linéttire  de  p  autres  dijférentieliei 
similaires. 

Parmi  les  différentielles  désignées  sous  le  n"  1  (p.  161),  nous 
commencerons  par  nous  occuper,  dans  ce  qui  suit,  uniquement 
des  différentielles  de  première  espèce  qui  viennent  d'être  définies,, 
toutes  les  autres  pouvant  être  considérées  comme  des  cas  par- 
ticuliers des  cas  désignés  sous  les  n*"  2  et  3,  ainsi  qu'on  le  verra 
encore  incessamment.  De  mèmey  dans  les  différenlielles  désignées 
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SOUS  le  n"  2,  nous  nous  proposerons  de  considérer  d'abord  celles 
seulement  qui  ne  deviennent  pas  finies  aux  points  doubles  de/; 
c'est-à-dire  que  nous  remplacerons  la  courbe  Q  =  o  par  une 
courbe  adjointe  du  [n  —  2)'""'^  ordre  H"""  =  o.  Cela  est  toujours 
possible,  car  la  courbe  û  1=  o  n'est  assujettie,  en  dehors  de  cette 
condition,  qu'à  passer  par  n  —  2  points  de  rencontre  de  la  droite 
w.r  =  o,  Ux  désignant  la  fonction  linéaire  qui  figure  au  dénominateur 
de  la  difTérentielle.  Donc,  parmi  les  points  de  rencontre  de  la 
courbe  Q.  =z  o  si\ccf=  o, 

n{n  —  1)  —  2a,i(/  —  i)  —  («  —  2]  —  P  ^^  P 

peuvent  encore  être  choisis  arbitrairement.  Les  deux  autres  points 
de  rencontre  de  Ux=  o  SLvecf=  o  étant  désignés  par  ^,  yj,  les  dé- 
rivées de  l'intégrale  par  rapport  aux  Xi  ne  deviendront  infinies 
qu'en  ^  et  yj.  Ufie  telle  difféientielle,  qui  ne  prend  une  valeur 
infinie  qu'en  deux  points  distincts  de  f,  s' appelle  une  différentielle 
de  troisième  espèce,  et  l'ijitégrale  correspondante,  qui  devient 
infinie  en  ces  deux  points  seulement,  s'appelle  seinblablenient  une 
intégrale  de  troisième  espèce  (  '  ), 

Cette  dernière  intégrale  sera,  dans  ce  qui  suit,  désignée  par  S|t,, 
^,  Ti  étant  les  deux  points  où  elle  devient  infinie.  Sa  difTérentielle 
est  donc  définie  par 

.   .  _        ci^-^icTclx]        alr''{cxdx] 

en  supposant  l'existence  des  équations  suivantes  : 

/(|)=«f=:o,    /(r,)=<  =  o, 

(3)  •  a--^[;-(,r.]{tXx)^[W.Y'f+[l-o^r).^. 

Cette  dernière  équation  résulte  immédiatement  des  conditions 


(')  L'intégrale  de  deuxième  espèce  sera  définie  incessamment  {roir  Riemann,  §  2; 
Clebsch  et  GoRDAN,  p.  20.  Il  est  à  remarquer  que  les  désignations  du  texte  ne  con- 
cordent pas  avec  celles  introduites  par  Legendre  et  Jacobi  pour  les  intégrales  ellip- 
tiques; en  effet,  l'intégrale  elliptique  normale  de  troisième  espèce  de  Legendre  a 
quatre  infinis,  (^'oir  Kö.nigsberger,  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  i'"  Partie, 
p.  276,  et  Briot  et  Rovqiet,  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  2'  édition,  p.  68i.) 
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que  nous  avons  imposées  à  la  fonction  û;  les  quantités  "C^i  sont  ici 
Jes  coordonnées  d'un  point  quelconque  [introduites  uniquement 
dans  le  but  d'écrire  l'équation  sous  forme  homogène,  de  même  que 
le  facteur  (^y?^)^  mis  auprès  de/]  et  N  est  une  fonction  entière 
du  [n  —  i^ème  ordre.  L'équation  dont  il  s'agit  ^  une  importance 
particulière  pour  une  application  qui  viendra  plus  tard. . 

Le  mode  suivant  lequel  l'intégrale  S^,,  devient  infinie  aux 
points  ^  et  yj  est  aisé  à  déterminer.  Nous  poserons  (comme  à  la 
p.  IÖ3)  a=  ^  H-  £^,  e  étant  une  quantité  infiniment  petite  et  ^  un 
point  de  la  tangente  de  |;  nous  obtiendrons  alors  en  première 
approximation,  pour  c/  =  m. 

Mais  de  l'équation  (3),  si  l'on  forme  dans  les  deux  membres  la 
première  polaire  de  «  pour  x  =  ^,  résulte 

(4)  fif-2=/7«f-'«„ 

et  l'on  obtient  conséquemment  pour  le  voisinage  du  point  ? 

l^-nrf.r) 

L'intégrale  S^^^  se  comporte  donc  dans  le  r>oisinage  du  point  ^, 
où  elle  devient  inßnie,  comme  +  log(^r5a:),  et,  par  suite,  dans  le 
'voisinage  du  point  de  même  espèce  m,  comme  —  log(^y;x)  (  '  ). 

Il  a  été  observé  précédemment  que,  pour  la  courbe  û,  p  points 
d'intersection  peuvent  encore  être  pris  arbitrairement  sur  /".  La 
différentielle  ^Sï^  n'est  donc  nullement  définie  par  les  points  t  et  y;, 
et,  au  contraire,  nous  obtiendrons  une  autre  courbe  û'  et  une 
autre  différentielle  r/Sj^  si  nous  remplaçons  ces  p  points,  en  tota- 
lité ou  partiellement,  par  d'autres.  Relativement  à  la  fonction  ft' 
existent  alors  également  (pour  une  fixation  convenable  des  valeurs 
absolues  de  ses  coefficients)  l'équation  (3)  et  par  conséquent  aussi 


(')  Cela  reste  vrai  même  quand  un  point  où  l'intégrale  devient  infinie  tombe  en  un 
point  de  contact  des  tangentes  menées  de  c  h/.  La  situation  de  c  est  complètement 
indifférente.  Les  points  f ,  r^  peuvent  aussi  se  réunir  en  un  point  double,  ainsi  qu'il 
sera  expliqué  ultérieurement. 
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TéqualioD  (4)  qtti  en  est  déduite,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

Il  résirlte  que  la  différence  S^"'  —  ^i'"~"  s'évanouit  pour  x=^'^ 
et  X  =n.  La  courbe  û  —  |Q'=:  o  comprend  donc  la  droite  ^yj  tout 
entière,  et  l'on  peut  poser 

£i  —  £i'=  {|ï7.ï).ip, 

9  étant  une  courbe  adjointe  C«_3.  6Ï  ffo/zc,  pour  les  deux  mêmes 
points  ^,  Ti  donnant  des  infinis,  on  forme  de  deux  manières  diffé- 
rentes la  différentielle  de  troisième  espèce  <fS|,,  les  deux  forma- 
tions, quand,  on  dispose  com^enablement  des  constantes  gui  y 
figurent,  ne  diffèrent  entre  elles  que  d^une  dißerefitielle  de  pre- 
mière espèce. 

Si  nous  rapprochons  indéfiniment  sur  la  même  branche  de  courbe 
les  deux  points  de  la  différentielle  de  troisième  espèce  qui  donnent 
des  infinis,  dS^n  donne  naissance  à  une  différentielle  de  seconde 
espèce.  La  ligne  ^m  deviendra  la  tangente  defau  point  unique  que 
nous  désignerons  par  ^,  et  l'on  peut  par  suite  (e«  se  servant  de 
la  notation  d¥^i)  définir  la  différentielle  de  deuxième  espèce  par 
l'équation 

il  est  encore  actuellement  adjointe  àjf  et  passe  pair  les  n —  2  autre* 
points  où  la  tangente  de^  en  ^  rencontre  f.  Pour  12  existe  donc, 
yj  étant  wa  point  quelconque,  une  équation  de  la  forme 

(5)  û^^^..ry=  [ar^a^^Y./-\-  «r'^«,.Mr*. 

La  eonrhej'est  louchée  par  la  courbe  M,  en  tous  les  points  de 
ren-eonEre  de  Ja  ligne  [^fjx)  =o,  à  l'exception  do  point  |  tni- 
même. 

En  ce  qui  concerne  la  différentielle  de  deuxième  espèce,  obser- 
vons ici,  s»iis  indiqiter  la  démonistralion,  qo'wöe  tcHe  fofaetiom 
peut  toujours,  à  part  une  différentielle  de  première  espèce  entrant 
additivement,  être  déduite  d'une  différentielle  de  troisième  espèce 


/i 
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par  un  procédé  de  différentiation  ;  on  a  en  effet,  si  a""*  a^=  o  (  '  )y 

A  l'aide  de  cette  relation,  on  peut  déduire  leS'propositions  rela- 
tives à  la  différentielle  i/E;  des  propositions  similaires  relatives  à 
la  différentielle  r/S;,;.  On  obtient  ainsi  en  particulier  ce  résultat, 
que     rintégrale    fclEi     devient     infinie    pour    xi  =  li,     comme 

,     — —7  pour  X  =  '^.  L'intégrale  de  deuxième  espèce  devient 

donc  au  point  l  algébriquement  inßnie  au  premier  ordre,  ce  que 
l'on  vérifie  aussi  sans  peine  directement  en  faisant  usage  de  l'équa- 
tion (5). 

Nous  ne  voulons  pas  ici  insister  davantage  sur  les  intégrales 
citées  sous  le  n"  3  (p.  162);  on  pourra  déduire  leurs  propriétés 
de  celles  des  intégrales  de  première,  de  deuxième  et  de  troisième 
espèce,  en  employant  ïe  procédé  de  différentiation  indiqué  pré- 
cédemment. Faisons  toutefois  remarquer  qu'une  différentielle 
dans  le  dénominateur  de  laquelle  figure  le  carré  d'une  expression 
linéaire,  c'est-à-dire  une  différentielle  de  la  forme 


peut  toujours  se  ramener   directement  à  des  différenùeltes  de 
seconde  et  de  troisième  espèce. 

Pour  démontrer  cette  proposition ,  nous  déterminerons  n 
courbes  Q,  =  0,  Q2=  o,  ... ,  Q«=  o  telles  que  Qä=  o  touche 
la  courbe  primitive  en  torns  ies  points  derencQHtpe  x^^^  de  u^  =  o> 
à  l'exception  du  point  x'*'.  Nous  pouvons  alors  déterminer  n  con- 
stantes kt,  telles  que  la  courbe 

Q  _  X-,  Q^  _ /.^(^^  _  . .  .  _  ;5-^^Q^^  ^  o 

passe  par  ta  tota-lité  des  n  points  jr^'\  ear  il   suffit  pour  eela   de 


(')  roir  sur  ce  sujet  Clebscii  et  Gordan,  p.  28.  M.  Thomae  obtient  les  intégrales  de 
deuxième  espèce  en  diflerentiant  celles  d«  première  espèce  par  rapport  aux  paramètres 
dont  dépendent  les  points  de  ramißcalion  {Journal  de  Crelle^  t.  G6  et  71). 
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satisfaire  aux  équations 

les  indices  ayant  une  signification  analogue  à  celle  qu'ils  avaient 
(p.   i58).  Il  vient  donc 

(6)  Q  =  2XvQ/+«xiî, 

û  étant  une  courbe  du  [n  —  p, y«"'«  ordre,  et,  pour  préciser,  une 
courbe  adjointe  ày*,  si  nous  admettons,  comme  on  peut  le  faire 
pour  abréger,  que  les  courbes  Q  =  o  et  Q^  =  o  soient  simulta- 
nément adjointes  df.  Actuellement,  en  vertu  de  (6),  on  a 

Mais  ici  chacun  des  termes  de  la  somme  qui  figure  à  droite  est 
une  différentielle  de  deuxième  espèce,  car,  à  cause  des  détermi- 
nations faites  relativement  à  Q/  =  o,  on  peut  poser 

ü.i=-  O  désignant  une  courbe  C,i_2  qui  passe  par  les  n —  2  autres 
intersections  de  la  tangente  de  x^'^  avec  /=  o.  Le  dernier  terme 
du  second  membre  de  l'équation  (7)  peut  être  décomposé  en  une 
somme  de  n  —  i  intégrales  de  troisième  espèce.  On  a  donc  fina- 
lement 

L'intégrale  V  dei'iejit,  d'après  cela,  inßnie  en  chacun  des  points 

x^'^,   de  la  même  manière  que  la  fonction  log(x — ^)  H 

devient  inßnie  pour  x  ^='i. 

On  traitera  d'une  manière  analogue  les  dilTérentielles  dans  les- 
quelles figure  au  dénominateur  une  puissance  supérieure  de  u^. 
C'est  dans  cette  classe  d'intégrales  abéliennes  que  doit  être  rangée 
l'intégrale  d'aire  Jjdx,  qui  répond  à  une  courbe  Y[x^j)  =  o 
donnée  en  coordonnées  rectangulaires.  En  effet,  pour  x  =  X\'.  X3, 
J  =  XalXa,  on  a 
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Celte  intégrale,  où  figure  la  troisième  puissance  de  Ux^  se  déduit 
de  V  si  l'on  pose,  Q  désignant  la  fonction  du  numérateur, 

ôF 

Au  point  de  vue  de  certaines  applications  qui  doivent  venir 
plus  lard,  une  importance  particulière  s'attache  aux  remarques 
suivantes.  Nous  pouvons,  entre  autres  choses,  réunir  en  un  point 
double  de/"les  points  \,  yj  qui  figurent  dans  la  dilFerentielle  ^S^,. 
Mais  D.  passe  par  ce  point  double  comme  courbe  adjointe  à  f,  et 
a  par  suite  n  —  i  points  d'intersections  communs  avec  la  ligne  |y;  ; 
en  d'autres  termes,  0  renferme  cette  droite  tout  entière.  On  a 
donc 

les  quantités  «/  étant  les  coordonnées  de  la  droite  qui  figure  au 
dénominateur  de  d^i^.  La  différentielle  elle-même  prend  consé- 
([uemment  la  forme 

Il  passant  ici  par  tous  les  points  multiples  de  f,  à  l'exception  du 
point  double  situé  sur  Ujc\  cette  même  différentielle  est  d'ailleurs 
devenue  complètement  indépendante  de  Ux-  La  différentielle  dont 
il  s'agit  fournit  également  la  représentation  des  intégrales  indiquées 
sous  le  n"  1  (p.  i6i)  et  qui  ne  sont  pas  constamment  finies,  puis- 
qu'elles deviennent  infinies  aux  points  doubles  de/";  car  il  est  aisé 
d'apercevoir  que  toute  différentielle  de  la  forme  n°  1  qui  devient 
infinie  en  plusieurs  points  doubles  peut  être  développée  en  une 
somme  de  différentielles  dont  chacune  ne  devient  infinie  qu'en  un 
point  double.  Nous  pouvons  encore  ramener  ces  différentielles  à 
des  différentielles  de  troisième  espèce;  elles  aussi  deviennent  loga- 
rithmiquement  infinies  en  deux  points  (^voir  p.    t63),   le  point 


(')  De  la  formule  qui  sera  ainsi  obtenue,  on  déduira  toutes  les  propriétés  (et  en 
particulier  la  détermination  des  périodes)  de  l'intégrale  y^t/x,  qui  ont  été  indiquées 
par  M.  Marie  {Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  187.^,  p.  692,  707,  865, 
943).  Foir  aussi,  pour  les  courbes  de  genre  />  =  o,  i,  Hermite,  Cours  d'Analyse  de 
l'École  Polytechnique,  I"  Partie.  Paris,  i8;3. 
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double  pouvant  être  regardé  comme  placé  d'abord  sur  l'une  des 
branches  qui  le  traverse,  puis  sur  l'autre.  Cette  dernière  circon- 
stance devient  évidente  si  l'on  résout  le  point  double,  par  trans- 
formation unidéterminative  de  la  courbe  primitive,  en  deuxpmnts 
distincts,  ainsi  qu'il  sera  plus  amplement  expliqué  tout  à  l'heure. 

On  reconnaît  d'une  manière  analogue  qu'une  dißerentielle 
infinie  à  point  de  rebrousseinent  uniifue  doit  être  considérée 
comme  une  dißerentielle  de  deuxième  espèce  (  '  )  ;  car  toute  droite 
menée  par  le  point  de  rebroussement  y  réunit  deux  points  infini- 
ment voisins,  à  la  différence  d'une  droite  passant  par  le  point 
double  qui  doit  être  considéré  comme  ligne  de  jonction  de  deux 
points  différents  de  la  courbe. 

Ces  dernières  explications,  ainsi  qu'il  a  déjà  été  énoncé,  pré- 
sentent un  intérêt  particulier  si  l'on  soumet  la  courbe  f  à  une 
transformation  unidéterminative.  Nous  abordons  maintenant 
l'examen  de  l 'influence  exercée  par  une  pareille  transformation 
de  la  courbe  prindtive  sur  une  dißerentielle  de  première,  de 
deuxième  ou  de  troisième  espèce.  Supposons  que  la  transformation 
à.ej[x)  =  o  en  une  courbe  du  v'*^'"^  ordre  'P{j)  =^  o  soit,  comme  à 
la  page  i ,  donnée  par  des  équations  de  la  forme 

y-ri=^i{^].    f*j2=*2(-ï),    f*j3=*3(-^). 

et  que  par  leur  intermédiaire  p:'F[j)  z=:  F(<î>)  se  change  en  M.  y. 
On  a  alors  pour  tous  les  points  de/^  o 


et  par  suite,  puisque  (p.  i4)K        ^       — 


/      df  df  f)f\  „  ,rà^  r),        àFly), 

\      dxi  0.1-2  da:^J  ^       L    ^fi  <^.>'2 

en  posant 


d^i  d<t>,  d*, 

■  1   ^i ^C2- h  C3  — - 

O-Tj  0X2  0X3 


(')  Au  point  cuspidal,  elle  est  en  effet  algébriquement  infinie  au  premier  ordre. 
(Foir  p.  166,  note). 
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Il  vient  ensuite,  d'après  le  théorème  sur  la  multiplication  des 
détentninants, 

f*'  (  ^J  dy)  ~  (  A-  *  û?*  )  =  -  (  <?;r rf.r  ) .  (  *,  *2  *»  ) , 

{^i^i^%)  désignant  encore  le  déterminant  fonctionnel  et  s  l'ordre 
des  ^/.  Or  les  relations  établies  ici  suffisent  pour  la  transformation 
de  notre  différentielle.  Admettons  qu'une  différentielle  de  cette 
nature  soit  donnée  pour  la  courbe  F,  que  cette  différentielle  soit 
de  la  troisième  espèce,  et  que  les  deux  points  qui  donnent  des 
infinis  soient  sur  la  ligne  v  ;  on  trouve  immédiatement 

Q.[y)  .  [kydr)  __Xl(<l>)  .  (<!•,*,*.,)  .  [c..Td:r\ 

L'expression  qui  figure  dans  le  premier  membre  et  celle  qui 
figure  dans  le  second  sont  d'une  nature  tout  à  fait  semblable,  sauf 
en  ce  que,  à  la  place  des  fonctions  Q.  et  \'y,  se  trouvent  respective- 
ment les  fonctions  Û(<ï>).(<î>,<l>2<p3)  et  2t',<î>,.M,  et  qu'à  ia  place 
des  quantités  absolument  arbitraires  k  apparaissent  les  quantités 
également  arbitraires  c. 

Or  fi  est  une  courbe  du  [n  —  a)''"'"^  ordre  adjointe  à  F,  d'où, 
suivant  une  proposition  précédente  (p.  20), 

(*,*,*s).a,(*)=:M.«(x)  +  C./, 

u)[x)  =  o  étant  une  courbe  d'ordre  s  -i-  n  —  3  qui,  en  dehors  des 
points  multiples  et  des  points  communs  des  4>,  rencontre  f  uni- 
quement aux  points  correspondant  aux  intersections  de  Cl  avec  F. 
Gonséquemment  w(x)  passe  aussi  en  particulier  par  les  n  —  2 
intersections  de  la  courbe  llvi^i=  o  avec  y,  qui  correspondent 
aux  n  —  2  points  de  Vy=  o  situés  sur  û.  Le  second  membre  de 
l'équation 

Uly]  .  [Irydj)        (,i{.T]  .  {  crdr) 

.,.2^,^         2.,*,.2c,~ 

représente  donc  une  différentielle  qui  devient  infinie,  unique- 
ment aux  deux  points  où  le  même  fait  se  présente  pour  la  dif- 
férentielle qui  figure  dans  le  premier  membre,  et  représente  en 


conséquence  encore  une  difFérentielle  de  troisième  espèce;  car, 
d'après  ce  qui  précède,  pour  tout  point  commun  /'p'^  des  4> 
qui  est  un  point  commun  ï'p'*'  de  /(i>i)'  w(x)  s'évanouit 
r -h  i  —  I  fois,  c'est-à-dire  toujours  le  même  nombre  de  fois 
que  le  détei^minateur  du  second  membre.  On  doit  d'ailleurs  pou- 
voir représenter  la  différentielle  figurant  au  second  membre  de 
telle  façon  qu'au  dénominateur  n'entre  qu'une  fonction  linéaire. 
Car  si  ^,  73  sont  les  points  de  notre  différentielle  qui  donnent  des 
infinis,  et  que  Q.'  :=  o  soit  une  courbe  adjointe  à  f,  et  passant  par 
les  n —  2  autres  intersections  de  la  droite  (x^r;)  --  o  avec  f,  il 
existe  évidemment,  en  vertu  de  f=:  o,   une  équation  de  la  forme 

Les  points  ^,  tî  peuvent  en  particulier  former  l'un  des  couples 
de  points  de  f  qui  se  réunissent  en  un  point  double  de  F;  alors 
i^{j)  est  divisible  par  Vy,  et  dans  le  premier  membre  de  l'équation 
ci-dessus  figure  ime  différentielle  de  troisième  espèce,  de  la  nature 
mentionnée  en  dernier  lieu  et  représentée  par  l'équation  (8).  Nous 
avons  donc  le  théorème  suivant  ; 

Dans  une  transformation  uni  determinative  de  la  courbe  f,  une 
dißerentielle  de  troisième  espèce  se  change  toujours  en  une  diffé- 
rentielle de  troisième  espèce,  et  il  en  est  ainsi  indépendamment 
de  la  circo/istance  que  les  deux  points  de  cette  intégrale  donnant 
des  infinis  soient  séparés  surf  ou  réunis  en  un  point  double  de  f; 
au  contraire,  une  différentielle  de  l'une  des  catégories  peut  être 
ramenée  à  une  différentielle  de  l'autre  catégorie. 

La  même  chose  a  naturellement  lieu  lorsque  les  deux  points 
donnant  des  infinis  sont  infiniment  rapprochés  l'un  de  l'autre,  ou 
lorsqu'on  pose  il  =  Vy-,  <î>,  ^I^  =  o  étant  une  courbe  adjointe  à/". 

Donc  (<)  : 

ZJne  différentielle  de  prennère  ou  de  deuxième  espèce  se 
change  toujours,  lors  d'une  transformation  unidéterminatii'e  de 


(')  Pour  les  différeulielles  de  première  espèce,  voir  Clebscii  et  Gordan,  p. 
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la  courbe  pri/nitive,  en  une  rliffctenficllo  de  première  ou  deuxième 
espèce  respectivement. 

Nos  recherches  précédentes  ont  été  de  nature  purement  algé- 
brique, et  elles  se  sont  rapportées  à  des  quotients  de  fonctions  algé- 
briques. En  passant  aux  intégrales  de  nos  différentielles,  nous 
devons  encore  porter  notre  examen  sur  d'autres  recherches  et  en 
particulier  sur  celles  relatives  aux  propriétés  périodiques  des  inté- 
grales algébriques,  car  c'est  précisément  sur  ces  dernières  que 
reposent  les  applications  géométriques  ultérieures  de  ces  théories 
(^voir  l'exemple  des  intégrales  elliptiques,  t.  Il,  p.  302  et  suiv.). 
Ce  n'est  pas  toutefois  ici  le  lieu  de  donner  une  exposition  détaillée 
des  faits  dont  nous  parlons  ;  nous  nous  bornerons  à  un  court  aperçu 
des  résultats,  aperçu  qui  sera  d'autant  plus  utile  que  nous  y  trou- 
verons l'occasion  de  mettre  en  connexion  et  de  définir  des  systèmes 
de  désignation  dont  nous  ferons  usage  plus  tard. 

Dans  la  considération  d'une  intégrale  algébrique,  il  est  à  remar- 
quer, avant  toutes  choses,  que  la  valeur  d'une  telle  intégrale  peut 
toujours  dépendre  du  contour  d'intégration  employé,  et  n'est  con- 
séquemment  pas  déterminée  d'une  manière  complète.  Les  questions 
qui  découlent  de  là  se  résolvent  de  la  manière  la  plus  simple  pos- 
sible, si  l'on  fait  usage  des  représentations  de  Riemann,  ou,  en 
d'autres  termes,  si  l'on  prend  pour  base  l'équation  de  la  courbe  en 
coordonnées  rectangulaires,  et  qu'on  développe  l'une  de  ces  der- 
nières coordonnées  considérée  comme  fonction  de  l'autre  sur  la 
surface  de  Riemann  correspondante,  représentation  qui  présente 
au  surplus  une  grande  utilité  pour  l'étude  purement  algébrique 
du  champ  de  valeurs  représenté  pary=o  [voir  l.  II,  p.  366,  ^t 
t.  III,  p.  S'y).  Dans  ce  qui  suit,  nous  résumerons  en  peu  de  mots 
les  résultats  ainsi  obtenus,  dans  la  mesure  où  nous  devons  en 
faire  usage  plus  tard  pour  les  recherches,  mais  sans  pouvoir  donner 
d'une  manière  absolument  complète  les  démonstrations  qui  s'y 
j^apportent. 

Nous  considérerons  d'abord  Vinlëgrale  de  première  espèce.  La 
valeur  d'une  semblable  fonction  est  déterminée  si  l'on  donne  la 
limite  inférieure  et  la  limite  supérieure,  ainsi  que  le  chemin  le  long 
duquel  l'intégrale  va  de  l'une  à  l'autre.  Deux  contours  d'intégra- 
tion qui  peuvent  être  ramenés  l'un  à  l'autre,  soit  par  le  fini,  soit 

Clebscii.   —  Géométrie,  III.  Ï2 
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par  l'infini,  mais  sans  qu'il  y  ait  franchissement  d'un  point  de 
ramification  de  la  surface,  fournissent  toujours  le  même  résultat 
pour  la  valeur  de  l'intégrale;  car  cette  dernière  (comme  intégrale 
de  première  espèce)  ne  devient  infinie  en  aucun  point  de  la  sur- 
face. Mais  si  les  deux  chemins  comprennent  des  points  de  ramifi- 
cation et  pas  plus  tous  qu'aucun,  en  sorte  qu'il  ne  soit  pas  pos- 
sible de  transformer  directement  un  contour  d'intégration  en 
l'autre,  on  a  en  présence  deux  valeurs  différentes  de  l'intégrale, 
quoique  les  limites  supérieures  et  inférieures  de  l'intégrale  soient 
les  mêmes.  On  peut  alors  mettre  à  la  place  du  second  chemin  le 
premier  augmenté  d'une  courbe  fermée  qui  comprend  le  second 
contour  d'intégration  parcouru  dans  sa  direction  primitive  et  le 
premier  parcouru  dans  la  direction  opposée;  on  peut  donc  consi- 
dérer le  second  chemin  comme  dérivant  du  premier  par  l'adjonc- 
tion d'un  contour  entourant  les  points  de  ramification  franchis  et 
pouvant  serrer  ceux-ci  d'aussi  près  qu'on  le  voudra,  contour  qui 
est,  par  suite,  équivalent  à  un  contour  fermé  tracé  autour  des 
points  de  ramification  dont  il  s'agit,  puisque  le  chemin  qui  joint 
ce  dernier  contour  au  premier  est  parcouru  deux  fois  en  sens  op- 
posé et  ne  fournit  par  conséquent  aucun  accroissement  à  l'inté- 
grale. Toutes  les  modifications  qu'éprouve  l'intégrale  par  change- 
ment du  contour  d'intégration  sont,  par  suite,  représentables  par 
les  valeurs  prises  par  l'intégrale,  le  long  des  lacets  qui  entourent 
les  points  de  ramification.  Il  s'agit  donc  d'abord  de  déterminer  le 
nombre  des  chemins  de  cette  espèce,  indépendants  les  uns  des 
autres  (non  réductibles  par  déformation  et  combinaison),  qui  sont 
possibles  sur  la  surface. 

Il  est  utile,  pour  cet  objet,  de  se  former  des  idées  plus  précises 
sur  la  conformation  des  surfaces  de  Riemann,  et  de  faire  les  fixa- 
tions nécessaires.  En  premier  lieu,  on  peut  toujours,  suivant  la 
marche  indiquée  par  Liiroth,  prendre  pour  point  de  départ  relati- 
vement à  ces  surfaces  une  certaine  forme  normale,  c'est-à-dire 
faire  certaines  hypothèses  simples  sur  le  groupement  des  points 
de  ramification  et  des  feuilles  qu'ils  réunissent  (  *  )  ;  on  reconnaît 
alors,  entre  autres  choses,  que  l'étude  des  modules  de  périodicité 
peut  se  ramener  au  type  plus  simple  des  intégrales  hyperellip- 

(*)  roiVLÛROTH,  Math.  Jnnaleu,  t.  IV,  p.  181,  et  Cledsch,  ibid.,  t.  VI,  p.  216. 
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tiques.  La  marche  d'idées  qui  conduit  là  est,  en  résumé,  la  suivante. 
Nous  supposerons  que  le  nombre  des  feuilles  de  notre  surface  soit 
désigné  par  //i,  et  celui  de  ses  points  de  ramification  par  /•  [*);  de 
plus,  nous  entendrons  par  groupe  de  points  de  ramißcation  l'en- 
semble de  tous  les  points  qui  réunissent  de  telle,  façon  les  deux 
mêmes  feuilles  que  ces  feuilles  ne  se  présentent  plus  comme  réu- 
nies par  d'autres  points  de  ramification.  Dans  chaque  groupe  est 
nécessairement  renfermé  un  nombre  pair  de  points  de  ramifica- 
tion, comme  on  l'aperçoit  de  suite  directement.  Actuellement,  un 
examen  plus  approfondi  montre  que  ni  dans  l'ordre  des  points  de 
ramification  ni  dans  la  succession  suivant  laquelle  les  feuilles 
sont  liées  ne  se  trouve  rien  de  spécifique,  pas  plus  que  dans  le 
nombre  des  points  qui  sont  employés  dans  l'arrangement  donné 
pour  chaque  groupe;  ce  derniei;  nombre  est  assujetti  seulement  à 
ne  pas  être  nul.  On  peut  donc,  en  particulier,  préférer  un  arran- 
gement dans  lequel  un  groupe  se  compose  de  /•  —  2  (m  —  2)  points 
de  ramification  et  tous  les  autres  groupes  de  deux  de  ceux-ci  seu- 
lement. Alors  deux  feuilles,  la  première  et  la  seconde  par  exemple, 
sont  liées  entre  elles  par  /' — 2 (m — 2)  points  de  ramification; 
les  m  —  2  autres  feuilles  ne  sont  plus  connexes  entre  elles,  et  cha- 
cune d'elles  est  seulement  rattachée  à  la  première  ou  à  la  seconde 
par  deux  points  de  ramification.  Ainsi  se  trouve  établie  la  forme 
normale  précédemment  mentionnée  de  la  surface  de  Riemann. 

Une  surface  ainsi  ramifiée  peut  toujours  être  réduite  de  la  même 
manière,  par  un  système  canonique  de  sections  transi^erses,  en 
une  surface  simplement  connexe,  comme  la  surface  à  deux  feuilles 
employée  dans  les  intégrales  hyperelliptiques;  ce  système  de  sec- 
tions transverses  est  analogue  à  celui  pris  par  Riemann  pour  point 
de  départ  de  ses  considérations  (-). 

Il  suffit  en  effet,  dans  notre  arrangement  des  points  de  ramifi- 
cation, de  considérer  la  liaison  de  la  première  et  de  la  seconde 
feuille,  car  une  feuille  qui  est  connexe  avec  la  première  par  deux 


(')  On  a  toujours  alors  ■2p=r  —  2(w  —  i).  En  général,  m  sera  égal  à  l'ordre  de 
la  courbe  primitive,  r  à  sa  classe,  augmentée  du  nombre  des  points  de  rebroussement. 
(  Foir  la  note  i  de  la  page  2i5,  t.  II.) 

(')  Voir  Riemann,  op.  cit.,  §  10;  Prym,  loc.  cit.,  et  Neomann,  op.  cit.,  p.  !^ob.  Le 
système  de  sections  transverses  dont  il  est  fait  usage  dans  le  texte  est  d'ailleurs  uu 
peu  différent  du  système  de  Riemann. 

12. 
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points  de  ramification  seulement,  c'est-à-dire  par  une  ligne  de  pas- 
sage (  section  de  ramification),  peut  toujours  être  déformée  de  telle 
sorte  qu'ensemble  avec  la  première  feuille  elle  ne  forme  qu'une 
feuille,  ainsi  que  cela  est  connu  dans  les  surfaces  à  deux  feuilles 
dont  les  feuilles  sont  liées  par  deux  points  de  ramification  seu- 
lement. Entre  la  première  et  la  seconde  feuille,  nous  avons 
r  —  2  [m  —  i)  =i  ^p-h  2  points  de  ramification,  et  par  conséquent 
p  H-  1  sections  de  ramification  ;  et  l'on  dispose  autour  d'elles  de  la 
manière  suivante  le  système  canonique  dont  il  a  été  parlé. 

On  place  d'abord,  sur  la  première  feuille  par  exemple,  y^  sections 
^,,  l)o, .  . .  ,bp,  chacune  autour  d'une  des  p  lignes  de  passage,  en 
sorte  qu'une  ligne  de  passage  n'est  pas  entourée  par  une  section  b.^. 

On  relie  alors  les  sections  b  l'une  à  l'autre  dans  un  ordre  quel- 
conque par  les  sections  de  rattachement  c, ,  Cs,  .  .  . ,  Cy,_,  ;  enfin,  on 
dispose  p  autres  sections  rt, ,  Oo.  ....  «y,  de  telle  sorte  que  chacune 
d'elles,  en  partant  de  la  (/?+ i)'^°'*  ligne  de  passage  U,  ait  son 
cours  partie  sur  la  première,  partie  sur  la  seconde  feuille  et  con- 
duise chacune  à  l'une  des  p  autres  lignes  de  passage,  ainsi  qu'il  est 
représenté  dans  \à  fig.  i  pour/;  =  3  (les  sections  qui  ont  leur  cours 
sur  la  seconde  feuille  sont  figurées  par  des  points).  Or,  on  peut 

Fig.   I. 


imaginer  que  le  système  de  courbes  ainsi  tracé  soit  composé 
de  ip  sections  transverses  (');  et  celles-ci  forment  dans  leur  en- 
semble une  courbe  revenant  sur  elle-même  lorsque  l'on  parcourt 


(')  Il  faut  considérer  comme  première  section  transverse  la  courbe  b^,  après  que 
l'on  a  préalablement  converti  la  surface  sphérique  (fermée)  de  Riemann  par  l'enlè- 
vement d'un  point  en  une  surface  non  fermée.  Les  -ip  —  i  autres  sections  transverses 
sont  c.  et  b.,  c„  et  *,,  . . .,  c       et  h  ,  «,,  «j,  a^,  . . .,  o„. 
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les  sections  successivement  dans  le  sens  positif  et  dans  le  sens  né- 
gatif; c'est-à-dire  que  la  surface  ainsi  décomposée  a  une  seule 
courbe  d'encadrement.  Elle  est,  par  suite,  décomposée  en  même 
temps  parles  ip  sections  en  une  surface  simplement  connexe;  .va 
connexité  est  donc  égale  à  ip  -\-i{^). 

En  faisant  usage  de  ce  système  canonique  de  sections  transverses, 
on  résout  la  question  de  savoir  quels  sont  les  changements  de 
valeur  d'une  intégrale  de  première  espèce  par  l'effet  du  change- 
ment du  contour  d'intégration.  En  effet,  tout  chemin  qui  a  son 
cours  sur  la  surface  simplement  connexe  ainsi  décomposée,  c'est- 
à-dire  qui  ne  franchit  pas  les  sections  ai,bt,  Cj,  peut  être  l'csserré 
de  manière  à  se  réduire  à  un  point;  une  intégrale  I,  prise  le  long 
d'un  tel  chemin,  donne  toujours  une  somme  nulle,  et  deux  chemins 
de  cette  sorte  réunissant  les  mêmes  points  conduisent  à  la  même 
valeur  de  l'intégrale.  Nous  n'avons  plus  à  considérer  que  les  chan- 
gements qui  peuvent  survenir  lorsque  les  coupures  dont  nous  par- 
lons 'viennent  à  être  franchies.  Or  tous  ces  changements  de  valeur 
peuvent  se  représenter  par  des  fonctions  linéaires  et  à  coefficients 
entiers  de  ip  grandeurs,  comme  on  le  reconnaît  de  la  manière  sui- 
vante. Nous  imaginerons  que  les  2/^ -|- 2  points  de  ramification 
(entre  la  première  et  la  seconde  feuille)  qui  entrent  en  considéra- 
tion aient  été  numérotés,  et  cela  de  telle  sorte  que  le  n°  i  soit  lié  au 
n"  a,  le  n"3  au  n°4,  •  •  •  ?  le  n°  ip  -f-  i  au  n"  2/^-1-2,  au  moyen  d'une 
section  de  ramification.  Nous  choisirons  ensuite  deux  points  quel- 
conques 5,  et^a  de  la  surface  situés  l'un  au-dessous  de  l'autre  sur  la 
première  et  la  seconde  feuille  respectivement,  et  nous  désignerons 
par  a/t  la  valeur  de  l'intégrale  I  prise  le  long  d'un  chemin  qui  part 
de  5i  sur  la  feuille  supérieure,  tourne  dans  un  petit  cercle  autour 
du  /i'^"'"  point  de  ramification  et  revient  alors  en  ^2  sur  la  feuille 

Fig.  2. 


inférieure  [fig-  1).    L'intégrale  I  donne  évidemment  une  somme 
(')  Voir  RiEinsN,  op.  cit.,  §  7,  et  Neumann,  loc.  cit. 


CHAPITRE   I. 


nulle  si  on  la  prend  le  long  d'un  chemin  embrassant  la  totalité  des 
2/>H-  2  points  de  ramification;  car  un  chemin  de  cette  nature  (en 
passant  par  l'infini)  peut  se  réduire  à  un  point.  Mais,  d'autre  part, 
on  peut  réduire  ce  chemin  à  une  série  de  lacets  séparés  qu'on 
tracera  de  la  manière  prescrite  autour  de  chacun  des  points  de  ra- 
mification. Le  contingent  fourni  à  la  valeur  de  I  par  deux  lacets 
tracés  autour  des  points  2  A  —  i  cl  2/1  est  alors  iX2/,-i  —  ä2A-  Ici,  en 
effet,  le  premier  chemin  va  de  .v,  à  ^o,  et  le  second  retourne  de  S2 
à  Sf  ;  ce  dernier  donne  en  conséquence  la  valeur  changée  de  signe 


Vig.  3. 


de  a^h  [ßg-  3).  Si  donc  on  ramène  l'intégrale  I  de  5«  à  ^i  en  faisant 
le  tour  de  tous  les  lacets,  il  en  résulte  l'équation 


Or  la  différence  de  deux  intégrales  quelconques  a^  et  a^  est  com- 
plètement indépendante  des  points  ,v,,  ^a,  car  nous  pouvons  réduire 
le  contour  d'intégration  de  l'intégrale  a^  —  «a  à  un  lacet  qui 
serre  aussi  étroitement  que  l'on  voudra  les  points  de  ramification 
h  et  /r,  et  à  un  chemin  conduisant  de  .v,  à  un  point  de  ce  lacet  et 
ramenant  de  même  ensuite  à  5)  ;  la  partie  relative  à  ce  dernier  che- 
min est  nulle,  et  de  là  résulte  que  a^ —  cck  est  une  conslante  indé- 
pendante de  5,  et  .V2.  Or,  avec  toutes  les  constantes  possibles  de 
cette  nature,  on  peut  composer  toutes  les  variations  de  valeur  de  I 
(^'Ol/'p.  178).  On  peut  de  plus  composer  linéairement  les  diffé- 
rences «/; — a/f  avec  ip-\-\  différences  d'entre  elles  qui  s'obtiennent 
en  retranchant  l'une  des  intégrales  a^,  <5'2/>+2j  par  exemple,  de 
toutes  les  autres,  c'est-à-dire  avec  les  a;?  +  1  quantités 

^1  =  a,  «2/»-t-2i         p2  =  «2  "~  «'•2P+2»          •   •   •  »        i'^î/'  +  l  ^=  ''•2/'-t-I  «2/;-l-î' 
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Entre  ces  grandeurs,  on  déduit  de  l'équation  (7  )  la  relation 

(8)  ßi-f^i-h  fh-ß'.-^  -■'      -rl5,^.  =  0; 

Tune  d'elles  s'exprime  donc  linéairement  en  fonction  des  autres,  et 
il  reste  2;>  variations  de  I  linéairement  indépendantes  les  unes  des 
autres,  ou,  suivant  l'expression  usitée,  o^p  a  modules  de  périodi- 
cité »  de  l'intégrale  l.  Nous  pouvons  en  conséquence  énoncer  le 
ihéorème  suivant  : 

Une  intégiale  de  première  espèce  a  en  général  ap  modules  de 
périodicité.  Si  nous  appelons  I  la  valeur  de  l'intégrale  prise  le 
long  d'un  chemin  quelconque,  \''^'> ,¥-\  . .  .  ,¥^^^  ses  modules  de 
périodicité , 

I  -V-  /«(')  V^>  ^-  m^*-)  r*)  +  .  ,  .  -f-  /«(*/'>  K«/'^ 

est  la  valeur  la  plus  générale  que  puisse  acquérir  l' intégrale  par 
variation  du  contour  d'intégration,  /n^'^  m^'^\  . .  . ,  m'^-P^  étant  des 
nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs. 

La  proposition  est  vraie  pour  chacune  des  intégrales  de  première 
espèce  en  nombre  p  —  i  fois  infini.  Mais  on  aura  toujours  à  con- 
sidérer uniquement  p  quelconques  de  ces  dernières,  car  toutes  les 
autres  s'expriment  comme  fonctions  linéaires  et  homogènes  de 
celles-là,  pourvu  que  l'on  prenne  les  p  intégrales  dont  il  s'agit 
toutes  suivant  le  même  chemin  que  l'intégrale  à  exprimer  par  elles. 
C'est  ce  que  nous  ferons  toujours  dans  ce  qui  suit.  Soient  I,  ,l2,  .  .  . , 
\p,  /^intégrales  de  cette  espèce  prises  suivant  un  contour  quelconque 
(mais  le  même  pour  toutes);  le  système  de  valeurs  de  ces  inté- 
grales le  plus  général  le  long  d'un  autre  contour  quelconque  est 
représenté  par  le  tableau 

l,,-hmi')i;,>  +  rnC-n^f  -4-  .  .  .  -f-  w(«/')I<^'". 
Les  modules  de  périodicité  forment  un  système  de  2p^  constantes 


TOME   III.    —    CHAPITRE    I. 


dans  lequel  les  2/>  grandeurs  de  la  même  ligne  horizontale  se 
rapportent  à  une  même  intégrale  et  à  des  circuits  indépendants  les 
uns  des  autres  autour  des  points  de  ramification,  les  p  grandeurs 
d'une  même  ligne  verticale  à  un  même  circuit  et  à  des  intégrales 
différentes.  Mais  ces  modules  de  périodicité  I-^*'  ne  sont  pas 
indépendants  les  uns  des  autres;  il  existe,  au  contraire,  entre 
eux  des  relations  algébriques,  et  en  particulier  entre  les  Ij^*'  de 
deux  lignes  horizontales  ont  lieu  des  équations  qui  sont  linéaires 
par  rapport  à  ces  mêmes  quantités  dans  chacune  de  ces  deux 
lignes. 

Pour  développer  les  équations  dont  il  s'agit,  le  mieux  est  de 
choisir  pour  Ijif'  les  ip  valeurs  de  l'intégrale  I^,  valeurs  qu'ac- 
quiert cette  dernière  prise  le  long  de  l'une  des  coupures  a^  et  b^; 
ce  sont  là,  en  effet,  aussi  des  circuits  autour  de  deux  points  de 
ramification,  circuits  de  telle  nature  qu'aucun  ne  puisse  se  ré- 
duire aux  autres.  Actuellement  nous  désignerons  par  B^'  la  valeur 
de  l'intégrale  \h  prise  le  long  de  Z»^,  par  Aj^'  la  valeur  de  l'intégrale 
prise  le  long  de  a^.  Nous  poserons  par  suite 

l'A) —  n(l)  -1(2) —  r>(-2)  T(/^i — .r>[p) 

j'p+\) —   AU)         i(p+2) —   A(2!  Tf2/';  _  A(/') 

Comme  les  coupures  b^  et  a^  s'entrecroisent,  et  que  deux  cou- 
pures peuvent  être  supposées  tracées  aussi  près  ou  aussi  loin 
qu'on  voudra  autour  des  points  de  ramification,  on  peut  évidem- 
ment exprimer  la  même  chose  en  disant  que  l'intégrale  Ih.  "varie  de 
la  (laantité  B)^'  au  cas  de  franchissement  de  la  coupure  a^,  de  la 
quantité  P^f^  au  cas  de  franchissement  de  la  coupure  b^,  et  reste ^ 
au  contraire,  constante  pour  les  coupures  c^.  L'intégrale  est  donc, 
d'après  les  hypothèses  faites  par  nous  sur  la  position  des  sections 
transverses,  discontinue  pour  les  coupures  a^  et  b.,,  tandis  que,  pour 
tout  le  reste,  elle  a  partout  sur  la  surface  de  Riemann  un  parcours 
fini  et  continu. 

Actuellement,  pour  établir  les  relations  annoncées  entre  les 
modules  de  périodicité,  nous  prendrons  l'intégrale  flhdlk  tout  le 
long  du  périmètre  de  la  surface  décomposée,  simplement  connexe, 
c'est-à-dire  successivement  dans  le  sens  positif  et  dans  le  sens  né- 
gatif sur  toutes  les  coupures  a^,  b^  et  Cy,  ce  qui  donnera  la  valeur 
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zéro,  et  l'on  trouve  ainsi  les  relations  (') 

v  =  p 

(9)  ^{A^;>B<i;'-B<:'Al^'j  =  o. 

Ces  relations  existent  donc  entre  les  modules  âe  périodicité  de 
deux  intégrales  I^  et  I/^. 

Les  mêmes  considérations  conduisent  enfin  à  une  forme  nor- 
male déterminée  de  r intégrale  de  première  espèce.  Nous  avons 
choisi  précédemment  les  intégrales  I,,  Ij, . . .,  \p  tout  à  fait  arbi- 
trairement parmi  les  intégrales  I  en  nombre />  —  i  fois  infini.  Au 
lieu  de  ces  dernières,  on  peut,  en  particulier,  prendre  pour  base 
certaines  combinaisons  linéaires  des  fonctions  I,,  I2, ...,  l/>  dont 
les  modules  de  périodicité  ont  des  valeurs  particulièrement  simples, 
et,  pour  préciser,  on  aperçoit  que  l'on  peut  faire  nulles  toutes  les 
grandeurs  correspondantes  Bj^'^'  pour  li^h,  tandis  que  les  grandeurs 
W^^  peuvent  toutes  être  prises  égales  à  une  même  valeur  quel- 
conque; on  choisira  lir.  pour  cette  valeur  [-).  Mais  il  résulte  alors 
de  (9)  que  l'on  a  A4''''=  A)/'",  Pour  indiquer  ce  fait,  nous  ferons 
usage  de  la  notation  ahk\  on  aura  donc 

Les  intégrales  ainsi  choisies  et  qui  forment  en  un  certain  sens  (en 
quelque  sorte)  dans  la  multiplicité  p  —  i  fois  infinie  des  intégrales  I 
un  système  canonique  de  coordonnées  (dépendant  du  système 
canonique  de  sections  transverses)  seront  appelées  intégrales  nor- 


(')  Foir  RiEMANN.  loc.  cit.,  §  20,  et  Cleuscu  et  Gordan,  op.  cit.,  p.  106.  Pour  les 
intégrales  hyperelliptiques,  ces  équations  ont  été  trouvées  par  "Weierstkass,  loc.  cit.; 
comparer  aussi  Briot  et  Bouquet,  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  2'édit.,p.  i84  et  6^4; 
elles  l'avaient  déjà  été  dans  l'hypothèse  de  p  =  2,  par  Rosenhain,  Mémoire  sur  les 
fonctions  de  deux  variables  à  quatre  périodes,  qui  sont  les  inverses  des  intégrales 
ultra-elliptiques  de  la  première  espèce  (  Mémoires  présentés  par  divers  savants,  Paris, 
i85i).  11  existe  encore  d'autres  relations  qui  d'ailleurs,  en  {jénéral,  ne  sont  pas  con- 
nues. (  Voir  sur  ce  sujet  l'Introduction  aux  /onctions  ahéliennes  de  Rieniann,  et  Fcciis, 
Journal  de  C relie,  t.  71  et  73,  Tuomae,  ibid.,  t.  6G  et  71,  Weber,  op.  cit.,  p.  35). 

(')  RiEMANS,  loc.  cit.,  §  20,  Clebscii  et  Gordan,  op.  cit.,  p.  108.  {Voir  sur  ce  sujet 
les  Mémoires  de  Prym,  Journal  de  Grelle,  t.  71,  et  Schlaëfli,  ibid.,  t.  76,  où  il  est 
démontré  que  le  déterminant  des  équations  linéaires  ayant  lieu  pour  les  intégrales 
J  n'est  pas  nul  en  général.)  Faisons  observer  que  Riemann  choisit  la  valeur  iit  au  lieu 
de  at/T. 


maies    et   désignées    par   it,,  u^-,  •-.,  Up.   Leurs   propriétés    sont 
énoncées  dans  la  proposition  suivante  : 

Une  intégrale  normale  de  premibie  espèce  Uh  ne  varie  pas  au 
cas  de  franchissement  d'une  section  transverse  a.,  ;  pour  la  sec- 
tion a^  seulement,  elle  varie  de  2.  in.  La  première  moitié  des  mo- 
dules de  périodicité  des  u^  est  donc  donnée  par  le  tableau  : 

[Ui)        2/77  O  O        ...  G, 

(  w,)        o        2/71-0      ...        o, 
[Up]         o  o         o       .  .  .       2/7r. 

La  seconde  moitié  des  modules  de  périodicité  forme  un  système 
à  déterminant  symétrique  [puisque  ai^  =z  a^i)  : 


V"2/        "21         "22        "23  •   •    •         "2/)> 

(«/,)      a^,^      ttj,^     «,,3       ...       r/,,p; 

c'est-à-dire  que  V intégrale  u^  varie  de  ah-,  au  cas  de  franchisse- 
ment de  h,,.  Et  les  valeurs  les  plus  générales  que  puissent  prendre 
les  intégrales  normales  par  variation  du  contour  d'intégration 
sont 

u\  —  u^  +  2/77/;?!  -4-  «n  <jfi  -I-  a^^fji  +  •  •  •  -^  axpHin 
7i'.^  ~  u^  4-  -iiTzni,  -J-  <72,7,  -4-  «2.3^/2  H-  ■  •  •  -*-  n-ipHpi 

«/,=  Up-r-  lircnij,-^  ^fpi^i-r  ai,^q^-h  .  .  .  -f-  ap,,q,,. 
les  lettres  m,  q  désignant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs. 

Les  integrales  de  seconde  et  de  troisième  espèce  peuvent  être 
amenées  d'une  façon  analogue  à  une  forme  normale.  Une  intégrale 
de  troisième  espèce  S^y;  n'a  été  déterminée  d'après  la  définition 
donnée  plus  haut,  page  l'-jO,  que  sauf  une  intégrale  de  première 
espèce  entrant  additivemcnt.  En  ajoutant  une  intégrale  appropriée, 
on  peut  d'abord  ramener  Sçrj  à  une  autre  intégrale  dont  les  mo- 
dules de  périodicité  pour  les  sections  a^  sont  tous  nuls.  Nous  ap- 
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pellerons  cette  intégrale  une  intégrale  normale  de  troisième  espèce; 
elle  sera  toujours,  dans  ce  qui  suit,  désignée  par  n?r,.  On  obtient 
ses  variations  de  valeur  pour  les  coupures  b^  en  déterminant  les  va- 
leurs des  intégrales /nç^<f«v  prises  dans  le  sens  positif  tout  le  long 
des  contours  limites  de  la  surface  décomposée.  Ges  valeurs  seront 
nécessairement  égales  aux  intégrales  correspondantes  prises  relative- 
ment à  des  courbes  fermées  quelconques  tracées  sur  la  surface  sim- 
plement connexe  et  comprenant  les  infinis  |,  r,.  L'intégrale,  traitée 
de  cette  manière  ('),  donne  pour  le  module  de  périodicité  de  Ylir^  re- 


latif à  la  coupure  b^  la  valeur  /    du.^. 


La  seconde  moitié  des  modules  de  périodicité  de  l'intégrale  de 
troisième  espèce  s'exprime  donc  par  les  intégrales  de  première 
espèce  prises  entre  les  infinis.  Enfin  UÇrj,  dans  un  circuit  autour  de 
t  ou  >3,  varie  respectivement  de  aiTî  ou  —  aiTT,  car  l'intégrale  de- 
vient en  ces  points  logaritlimiquement  infinie  (page  169),  et  nous 
pouvons  toujours  supposer  que  les  valeurs  absolues  des  constantes 
figurant  dans  W\r^  aient  été  déterminées  de  telle  façon  que  la  pé- 
riode logarithmique  soit  précisément  égale  à  2ï7r.  La  naleur  la 
plus  générale  que  puisse  prendre  Vintégrale  fl^r,  par  variation 
du  contour  d'intégration  est  donc 

U'ir,=  Uf^r,  +  OLÎTZM  4-  7i   /    dui  4-  72  /     '^"^1  -+-•••  -'-  f/p  I     duj„ 

m,  <7,,  (f2,  '  .  . ,  qp  étant  des  nombres  entiers  positijs  ou  négatijs. 
Moyennant  ces  fixations  relatives  aux  périodes,  la  différentielle 
dTl\r,  est  déterminée  complètement  et  sans  ambiguïté  [ce  qui  n'a 
pas  lieu  pour  dS^y.^). 

Nous  mentionnerons  encore  ici  un  théorème  important  auquel 
donne  lieu  l'intégrale  jTIcr.^IIaß  traitée  par  une  méthode  analogue 
à  celle  que  nous  venons  de  rapporter  pour  l'intégrale  flifr,du^.  Ce 
théorème  est  ainsi  conçu  : 

L'intégrale   noimale    de    troisième  espèce  II    ne  varie   pas 


(')   Voir  Clebsch  et  Gordan,  o/i.  cit.,  p.  iiG  et  suiv. 
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si  l'on  permute  les  limites  auec  les  infinis,  c  est-à-dire  que  l'on  a 

Enfin  de  l'intégrale  U^f^  on  peut  déduire  aussi  l'intégrale  nor- 
male de  deuxième  espèce,  en  vertu  du  théorème  d'après  lequel  on  a 

(P-  Ï7O 

tyii  dÇj  (^53 

a"~' «a  étant  égal  à  zéro.  Nous  avons  à  remplacer  S^^  par  Tlpy,,  et 
nous  obtiendrons  l'intégrale  normale  de  deuxième  espèce 

d;i  c/^^  t^îs 

On  obtient  alors  immédiatement  les  propositions  suivantes  (-)  : 

Les  modules  de  périodicité  de  Z^  pour  les  coupures  a^  sont  tous 
Jiuls. 

Les  modules  de  périodicité  de  Z^  pour  les  coupures  b^  sont  des 
fonctions  algébi'iques  du  paramètre  ^,  et,  pour  préciser,  le  mo- 
dule de  périodicité  relatif  à  la  section  b^  sera  égal  à 


en  posant 

f/J.T) .  icrdx 


du,^ 


a'tr' 


Nous  mentionnerons  encore,  en  finissant,  la  manière  dont  les 
propriétés  de  l'intégrale  de  troisième  espèce  Hir)  peuvent  se  dé- 
duire de  celles  de  l'intégrale  de  première  espèce  par  une  méthode 
de  passage  aux  limites  au  cas  où  les  infinis  Uiri  se  confondent  en 
un  point   double   de  la    courbe  primitive  f=o   (^),  et  tous   les 


(')  Voir  Clebscii  et  Gordan,  op.  cit.,  p.  117.' 

(*)  Foir  RocH,  Uebcr  die  Zahl  der  CoiistaïUen,  etc.,  Journal  de  Crelle,  t.  64,  et 
Clebsch  et  GoRDAN,  op.  cit.,  p.  120. 

(')  De  semblables  coiisidéralions  de  limites  ont  été  données  par  M.  Maximilien 
Marie,  op.  cit.,  lorsqu'il  s'est  appliqué  à  déterminer  l'influence  d'un  point  double 
sur  les  propriétés  de  l'intégrale  ffdx  au  point  de  vue  de  la  périodicité. 
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autres  cas  se  réduisent  à  celui-là  par  transformation  unidéterniina- 
tive  de  f=  o  (p.  17Ö).  Les  considérations  nécessaires  à  cet  objet 
présenteront  pour  nous  de  l'importance,  parce  que  par  leur  inter- 
médiaire on  peut  envisager  le  problème  appelé  problème  de  l'in- 
version généralisé  comme  un  cas  limite  du  problème  de  Jacobi  de 
l'inversion  des  intégrales  abéliennes,  et  plus  tard  nous  pourrons 
nous  référer  à  ce  qui  va  suivre. 

Si,  par  variation  continue  des  coefficients  def[x)  ou  F{x,j-). 
nous  faisons  en  sorte  qu'un  point  double  prenne  naissance,  deux 
des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point  quelconque 
du  plan  tomberont  en  ce  point  double  sans  compter  néanmoins 
comme  points  de  contact  proprement  dits,  [f^oir  t.  W,  fig.  18, 
p.  55.)  La  chose  a  lieu  en  particulier  pour  le  point  à  l'infini  de 
l'axe  Y;  autrement  dit,  sur  la  surface  de  Riemann,  qui  répond  à 
F  =  o,  deux  points  de  ramification  se  rapprochent  sans  cesse  l'un 
de  l'autre,  la  coupure  de  ramification  qui  les  joint  se  raccourcissant 
de  plus  en  plus.  Lorsque  les  deux  points  sont  arrivés  à  coïncider, 
deux  feuilles  de  la  surface  s'y  rencontrent;  néanmoins  on  ne  peut 
plus,  par  un  circuit  autour  du  point  de  coïncidence,  parvenir 
d'une  feuille  à  l'autre.  On  peut,  au  point  en  question,  éloigner  par 
flexion  les  feuilles  l'une  de  l'autre  sans  changer  par  là  le  caractère 
de  la  surface;  mais  on  ne  peut  pas  prolonger  sur  l'autre  feuille  un 
chemin  qui  va  jusqu'à  ce  même  point  sur  l'une.  Les  deux  feuilles 
ont,  au  lieu  dont  il  s'agit,  ce  seul  point  commun;  les  points  qui  s'y 
trouvent  réunis  doivent,  pour  tout  le  reste,  être  traités  comme 
deux  points  entièrement  distincts,  et  seront,  pour  cette  raison, 
désignés  par  deux  lettres  différentes  ^  et  >:.  Nous  dirons  alors  qu'au 
point  double  de  la  courbe  correspondent  les  deux  points  ^,  n  de  la 
surface. 

On  peut  supposer  que  la  forme  normale  de  la  surface  et  notre 
s^ystème  canonique  de  sections  transverses  aient  été  choisis  de  telle 
sorte  que  les  deux  points  de  ramification  qui  doivent  venir  à  coïn- 
cidence forment  un  couple  autour  duquel  est  tracée  une  coupure 
Z>v,  bp  par  exemple.  Alors,  après  la  déformation,  bp  est  sur  l'une 
des  deux  feuilles  une  courbe  fermée  environnant  le  point  ^.  Ac- 
tuellement la  coupure  correspondante  «v  se  compose  d'une  courbe 
qui  part  de  ^,  passe  sur  l'autre  feuille  en  franchissant  la  coupure 
de  ramification  U,  caractérisée  par  le  tracé  du  système  de  sections 
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Iransverses  (p.  180),  et  revient  ensuite  au  point  yj  sur  cette 
dernière  feuille;  le  chemin  dont  il  s'agit  joint  alors  seulement 
les  points  l  et  n  l'un  à  l'autre,  sans  former  d'ailleurs  une  courbe 
fermée. 

Considérons  actuellement  nos  p  intégrales  u.^.  Si  un  nouveau 
point  double  prend  naissance  sury=  o,  une  intégrale  quelconque 
de  première  espèce  I  se  changera  par  là  en  une  intégrale  de  troi- 
sième espèce,  car  la  fonction  cj>  qui  figure  au  numérateur  de  la 
différentielle  d\,  égalée  à  zéro,  ne  représentera  pas  nécessairement 
une  courbe  passant  par  le  nouveau  point  double.  Mais  on  doit 
remarquer  comme  une  circonstance  très  importante  que  les  p  —  i 
intégrales  normales  de  première  espèce  u,,  Mo?«  •  •  ?  «/>-<  ^^  f'=-  o 
deviennent  les  p  —  i  intégrales  normales  de  première  espèce  u\, 
u'2, . . . ,  u'  de  la  courbe  défoj-mée  f  =  o,  si  nous  supposons  que 
les  deux  points  de  ramification  entourés  par  la  coupure  bp  se  sont 
réunis  au  point  double  def.  En  effet,  les  intégrales  a, ,. . . ,  Up_i 
ne  varient  pas  lors  d'un  circuit  autour  de  la  section  transverse, 
puisqu'elles  ont  toutes  pour  la  coupure  ap  la  période  zéro.  Par 
conséquent  les  intégrales  u\,  u'^,.  .  .,  m'  ,  restent  également  inva- 
riables lors  d'un  circuit  autour  de  è^,  c'est-à-dire  du  point  double 
situé  à  l'intérieur  de  bp  ;  elles  ne  deviennent  donc  pas  logaritlimi- 
quement  infinies  en  ce  dernier;  ce  ne  sont  pas  des  intégrales  de 
troisième  espèce  :  ce  sont,  au  contraire,  des  intégrales  normales  de 
première  espèce,  puisque  leurs  autres  propriétés  satisfont  aux  con- 
ditions qui  se  rapportent  à  ces  dernières.  Au  contraire,  l'intégrale 
Up  a  pour  la  coupure  ap  la  période  airr;  l'intégrale  qui  en  dérive 
lors  de  la  déformation  acquiert  donc  par  un  circuit  autour  de  la 
coupure  bp,  c'est-à-dire  autour  du  point  ^  ou  yj,  un  accroissement 
égal  à  217:;  elle  devient  donc  logarithmiquement  infinie  en  ^  ou  n. 
C'est  une  intégrale  de  troisième  espèce,  et  nous  la  désignerons  en 
conséquence  par  EL^r]. 

Pour  les  intégrales  m^,  les  grandeurs  ai;>^,  «2/)>  •••,  ^p-i,p 
ne  sont  plus  actuellement  à  considérer  comme  des  périodes, 
car  nous  les  avons  trouvées  respectivement  égales  aux  valeurs 
des  intégrales  m,,  zfj,...,  m^__,  prises  le  long  de  la  coupure 
ap,  et  cette  dernière  n'est  plus  une  courbe  fermée  pour  la 
surface  déformée;  elle  ne  représente  donc  plus  un  circuit  com- 
plet. Mais,  comme  elle  joint  l'un  à  l'autre  les  points  ^  et  yj,  nous 
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On  a  d'ailleurs  rt/A=  «a/,  et  les  grandeurs  a^, ,  a^o»  •  •  •  >  «/)_(,/>  sont 
les  périodes  de  l'intégrale  u^,  qui  se  transforme  en  11?/,.  Les  p  —  i 
périodes  de  l'intégrale  Jiir,  pour  les  coupures  bi,  b^,  ■  .  . ,  bp^i 

sont  donc  en  fait  données  par  les  intégrales  j    du^,   Conséquem- 

ment  lï^rj  est  aussi  de  prime  abord  une  intégrale  noi'male  de  troi- 
sième espèce.  En  effet,  ses  périodes  pour  les  coupures  a,,  a2,-  • ., 
«/>_!  sont  toutes  ensemble  nulles  comme  celles  de  l'intégrale  Up  ; 
d'autre  part,  la  période  21*71  de  Up  pour  la  coupure  ap  donne 
maintenant  la  période  logarithmique  de  l'intégrale  Tlfr,',  de  son 
côté,  la  période  app  devient  infiniment  grande,  car  on  a 


f  ^^n^,, 


et  l,  Y]  sont  les  infinis  de  nçr^.  Mais  une  période  infiniment  grande 
ne  doit  plus  compter  comme  période.  Nous  avons  ainsi  établi 
toutes  les  propriétés  caractéristiques  qui  appartiennent  à  l'intégrale 
normale. 


VIII.  —  Le  théorème  d'Âbel  et  le  problème  d'inversion  de  Jacobi. 

Les  difféi'entielles  et  les  intégrales  dont  nous  avons  expliqué  les 
principales  propriétés  présentent  une  grande  importance  lorsqu'il 
s'agit  de  formuler  certains  problèmes  géométriques  ou  algébriques, 
et  cette  importance  se  montre  spécialement  à  l'égard  des  questions 
que  nous  avons  précédemment  traitées  à  l'aide  du  théorème  du 
reste  (t.  II,  p.  i38  et  suiv.).  Nous  revenons  de  nouveau  à  ce  der- 
nier. 

On  peut  représenter  la  substance  de  cette  proposition  sous  une 
forme  symbolique  qui  conduit  directement  aux  applications  du 
théorème  d'Abel.  En  effet,  si  deux  groupes  de  points  G^  et  G„  sont 
découpés  sur  la  courbe  primitive  f=  o  par  une  courbe  adjointe, 
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nous  pouvons  exprimer  symboliquement  celle  circonstance  par 
l'équation 

(i)  Go-4-G„=--^o. 

Si,  maintenant,  G^  et  G„  sont  traversés  par  une  courbe  adjointe 
A  =  G,  Gq  et  Gv  par  une  autre,  Bi=  o,  G„  et  G,,,  par  une  troi- 
sième, a  =  o,  le  théorème  du  reste  exprime  que  G^.  et  G^.  sont 
traversés  aussi  par  une  courbe  adjointe.  Dans  la  conception  sym- 
bolique précitée,  cela  veut  dire  que,  des  trois  équations 

{ ?,)  Gq -4-  G„  -^^  o,     G«  -1-  G„.  -^  o,     G«,  -f-  G„  :-.  o 

doit  résulter  la  quatrième  équation  Gy.  -f-  G,i'  =  o,  et,  par  là,  se 
Irouve  exprimée  celte  proposition,  que  no  ils  pouvons  combiner, 
(l'une  manière  quelconque,  suivant  les  lois  de  l'addition  et  de  la 
soustraction,  les  différentes  équations  symboliques  de  laforme[i). 
Les  résultats  obtenus  par  celte  voie  coïncident,  d'après  ce  qui  y  est 
contenu,  avec  le  théorème  du  reste.  Noire  distribution  des  points 
d'intersection  de  A  ::=:  o  avec  la  courbe  primitive  f~-  o  en  deux 
groupes  Gq  et  G„  était  d'ailleurs  très  arbitraire;  nous  aurions  pu 
aussi  bien  former  d'autres  groupes  au  lieude  ceux-là  (etmême  plus 
de  deux  simultanément)  avec  les  G  +  R  points  d'intersection.  Pour 
exprimer  cette  égalité  de  rôle  de  toutes  les  intersections  de  A  ;=  o 
(non  situées  aux  points  multiples  de/),  nous  introduisons  ces 
points  isolément.  Désignons-les  suivant  un  certain  ordre  par  j?^'\ 
xS-K  . .  x'''^\  pétant  égal  àQ-hR,  et  nous  pourrons,  à  la  place 
de  (i),  poser  l'équation  symbolique  suivante  : 

(  3  )  G^(i)  +  G;r(-:)  -f-  Ga;(3)  -i-  .  .  .  -4-   G^(?)  =  o, 

les  groupes  particuliers  G  se  composant  chacun  d'un  point. 

Il  y  a  lieu  de  se  poser  la  question  de  savoir  si  l'on  peut  rempla- 
cer ces  relations  symboliques  par  des  relations  effectives,  autrement 
dit  s'il  existe  des  fonctions  F  (.x)  àe  X\,  x^,  x^  telles  que  pour  les 
intersections  xS'''  d'une  courbe  adjointe  avec  f  non  situées  aux 
points  singuliers  de  y  existe  l'équation  effective 

(4)  F  [xi'))  H-  F  [xr-))  +  . .  .  +  F  (a:(f))  ^  o, 

dans  le  second  membre  de  laquelle  pourrait  aussi  figurer,  au  lieu 
de  o,  une  constante  quelconque. 
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Or  nous  reconnaîtrons  pour  être  des  fonctions  de  cette  nature 
les  intégrales  algébriques  traitées  par  nous,  et,  s'il  s'agit  de  sys- 
tèmes d'intersections  de  courbes  adjointes,  les  intégrales  (constam- 
ment finies)  de  la  première  espèce.  On  reconnaît  en  effet  que  la 
fonction  F  (x)  ne  peut  devenir  infinie  en  aucun  point  de  f.  Car 
si  tel  était  le  cas,  en  x^^\  par  exemple,  réquation-'(4)  ne  pourrait 
plus  subsister  que  si  F  devenait  en  même  temps  infini  négatif  en 
un  autre  des  p  points  d'intersection;  mais,  si  l'on  trace  par  x^' 
toutes  les  autres  courbes  possibles,  \e?,  p  —  i  points  d'intersection 
restants  deviendraient  différents  et  encore  différents  ( '),  toute  la 
courbey  étant  ainsi  parcourue  par  eux;  c'est-à-dire  que  F  devrait 
devenir  infini  en  tous  les  points  de  y,  ce  qui  rendrait  encore  illusoire 
l'équation  (4)- F  est  donc,  en  toute  hypothèse,  une  fonction  con- 
stamment finie  de  x,  et  l'on  est  conduit  par  suite  à  choisir  pour  la 
fonction  F(x)  une  intégrale  de  première  espèce.  Nous  partirons 
maintenant  d'une  telle  intégrale,  et  nous  montrerons  réciproque- 
ment qu'à  son  égard  existe  en  fait  un  théorème  de  la  forme  (4)- 
C'est  là  le  théorème  d'Abel  pour  les  intégrales  de  première  es- 
pèce. 

Le  théorème  dont  il  s'agit  est  d'une  nature  purement  algébrique 
si  l'on  part,  non  des  intégrales,  mais  des  différentielles  de  première 
espèce,  et  nous  allons  incessamment  en  donner  deux  démonstra- 
tions où  l'on  ne  fait  usage  que  de  calculs  algébriques.  Dès  que  l'on 
passe  aux  intégrales,  on  doit  faire  des  hypothèses  déterminées 
relativement  au  parcours  du  contour  d'intégration  sur  la  surface  de 
Riemann  qui  correspond  k  f=  o,  et  abandonner  ainsi  le  terrain 
purement  algébrique,  ainsi  que  nous  le  verrons  d'une  manière  plus 
approfondie. 

Avant  d'établir  les  deux  démonstrations  en  question,  nous  ferons 
connaître  en  peu  de  mots  comment,  après  Riemann,  en  faisant 
usage  de  théorèmes  connus  de  la  théorie  des  fonctions,  on  peut 
arriver  au  but  d'une  manière  très  simple  (2).  Soit  ß  =  o  une 
courbe  adjointe  du  même  ordre  que  A  =  o,  et  ne  passant  pas  par 


(')  Cette  conclusion  devient  inexacte  pour  les  points  doubles  de /;  en  effet,  dans 
les  courbes  non  adjointes  se  présentent  des  intégrales  de  troisième  espèce.  (Com- 
parer p.  2o3.) 

{')  Voir  RiEM.vss,  loc.  cit.,  §  14. 
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les  points  jc^'^  ...,a:^p\  Posons 

.=  ?. 

A 

^  sera  alors  une  fonction  rationnelle  deXf,  X2,  X3  qui  [/{^)  étant 
égale  à  o]  est  ramifiée  commey"et  devient  simplement  infinie  aux 
p  points  x^^^  ;  et  à  chaque  valeur  de  ^  répondent  (  en  vertu  de  /=.  o  ) 
p  points  X,  savoir  les  intersections  mobiles  de  /=  o  avec  la  courbe 
A^  —  B  =  o.  On  peut  donc  inversement  représenter  les  points  x 
de  f  sous  le  bénéfice  dey=  oet  A(^  —  B  =  o  comme  des  fonctions 
à  p  valeurs  du  paramètre  ^  (*)•  Alors  la  dérivée  d'une  intégrale  de 
première  espèce  (p.  167)  par  rapport  à  ^,  dérivée  que  nous  dési- 
gnerons par  DJ, 

de,  a'^   ^  a^ 

est  une  fonction  à  p  valeurs  de  (;|,  et  nous  désignerons  ses  p  valeurs 
particulières  par  DJ^'^, . . .,  DJ^f\  Ces  dernières  sont  donc  les  racines 
d'une  équation  du  p'^""'  degré  qui  s'obtient  en  éliminant  les  xi  et 
les  dxi  entre  les  équations 

AÇ  —  B  =  o,     A.^i:  +  ?!  ^  dxi  —  2  4^  f/.r,  =  o, 
OXi  OXi 

/(x)  =  o,      rt2~*«c  DJ  =  92  ±ria:2--;^5      2-r— rf.r/=:o, 

dont  la  seconde  exprime  précisément  que  les  points  x  -\- dx  doi- 
vent être  les  points  de  rencontre   de   A(^  +  f/^) — B=:o  avec 

Les  fonctions  symétriques  des  dérivées  DJ^'^,  . . .  DJ^f^  d'autre 
part  (c'est-à-dire  les  coefficients  de  l'équation  en  question)  sont 
des  fonctions  à  détermination  absolument  unique  de  ^;  le  fait  a 
aussi  lieu  en  particulier  pour  la  somme 

A  =  DJ(i)  -+-  DJ(2)  +  . .  .  -1-  DJ(f). 

Or  l'intégrale /A  (/^  comme  intégrale  de  première  espèce  reste 


(')  Une  substitution  de  cette  espèce  est  celle  employée,  p.  i5o,  d'après  Brioschi, 
pour  l'intégrale  elliptique. 
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partout  finie;  elle  est  donc  une  fonction  de  ^  qui  reste  holomorphe 
(suivant  la  désignation  de  MM.  Briot  et  Bouquet)  dans  tous  les 
points  du  plan  servant  à  la  représentation  de  ^,  et  qui,  par  suite, 
d'après  un  théorème  connu  (•),  est  une  constante;  sa  différentielle 
est  donc  nulle,  c'est-à-dire  que  nous  avons  la  relation 

A^i:  =  r/j(«)  +rfJ(2î-f-...-f-^/J(p)  =  o(2), 

dans  laquelle 

ry(cxr^.r)"| 


r/J(^)  : 


Or,  il  existe  p  différentielles  de  première  espèce,  linéairement 
indépendantes  les  unes  des  autres,  et  les  considérations  précé- 
dentes sont  applicables  à  chacune  d'elles.  Nous  obtenons  donc,  en 
particulier  pour  la  différentielle  des  intégrales  normales  u>i,  ce 
théorème  : 

Si  l'on  désigne  par  .r''^  les  intersections  de  f  avec  une  courbe 
adjointe K,  et  par  x^'^  -h  dx^^^  les  intersections  de  f  avec  une  courbe 
voisine  de  A,  p  de  ces  dernières  étant  supposées  ne  pas  coïncider 
avec  les  points  x^'^,  on  a  les  équations 

(5)  du)l^-\-du\^^  +  ...du);  =  o. 

(//.-=  I,  2,  3,  . . .  p)- 

Nous  verrons  ultérieurement  que,  réciproquement,  au  moyen 
de  ces  p  équations,  p  des  points  x^'^  sont,  en  général,  déterminés 
par  les  autres,  mais  qu'au  contraire  ils  ne  déterminent  pas  autant 
de  points  si  l'ordre  de  A  =  o  est  inférieur  an —  2.  Actuellement, 
on  obtient  par  intégration  le  théorème  d'Abel  pour  les  intégrales 


('  )  Voir,  par  exemple,  Neumasn,  Theorie  der  Abel'schen  Integrale,  p.  24  el  suiv.,  ou 
Di'RÈGE,  Theorie  der  Functionen  eines  complexen  Arguments,  ou  encore  Briot  et  Bou- 
QiET,  op.  cit.,  p.  20J. 

(')  Le  fait  que  cette  somme  doit  être  nulle  peut  aussi  se  déduire  directement,  par 
Toie  algébrique,  de  la  nature  du  problème  d'élimination  susénoncé.  (  Voir,  sur  ce 
sujet,  Harsack,  Math.  Annalen,  t.  IX,  p.  871  et  suiv.)  On  trouve  aussi  dans  ce  travail, 
établie,  d'une  manière  efiective,  l'équation  du  quatrième  degré  relative  aux  points 
d'intersection  d'une  droite  avec  une  courbe  C,  ;  l'équation  correspondante  pour  une 
courbe  C,  a  été  indiquée  par  le  même  auteur  {ibid.,  p.  235). 

i3. 
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de  première  espèce,  théorème  qui  se  présente  à  la  place  de  l'équa- 
tion symbolique  (3)  pourjO  =  Q-hR,  et  est,  par  suite,  en  con- 
nexion avec  le  théorème  du  reste.  En  vertu  de  l'inversion  du 
théorème  que  nous  venons  d'indiquer,  laquelle  forme  l'objet  prin- 
cipal de  la  théorie  des  fonctions  abéliennes,  on  peut  aussi  déduire 
du  théorème  d' Ahel  le  théorème  du  reste,  ainsi  qu'il  est  visible 
d'après  les  explications  données  en  commençant,  et  le  contenu  de 
ce  théorème  se  trouverait  ainsi  établi  a  priori.  Mais  il  était  d'une 
importance  capitale  que  l'on  apprît  à  envisager  cette  proposition 
purement  algébrique,  indépendamment  des  fonctions  transcen- 
dantes du  théorème  d'Abel,  ce  dernier  représentant  d'ailleurs  le 
théorème  du  reste  sous  une  forme  très  avantageuse  pour  les  appli- 
cations. En  outre,  le  théorème  d'Abel  permet  d'établir  de  la  ma- 
nière la  plus  simple  certaines  formules  de  contact  qui  ne  peuvent 
être  immédiatement  données  par  le  principe  de  correspondance  sous 
une  forme  facile  à  saisir. 

Nous  nous  proposons  maintenant  de  donner  une  manière  directe 
d'établir  les  équations  (5).  On  peut,  au  surplus,  généraliser  le  pro- 
blème de  façon  à  considérer  aussi  les  systèmes  de  points  d'inter- 
section de  courbes  non  adjointes  et  les  sommes  de  différentielles 
de  troisième  espèce;  à  l'égard  des  intégrales  de  cette  nature 
nous  établirons  le  théorème  d'Abel  de  deux  manières  différentes. 

Nous  commençons  par  l'examen  du  système  de  points  d'inter- 
section avec  une  droite  quelconque  ('  ).  Choisissons  cette  dernière 
pour  axe  de  coordonnées,  et  prenons  un  système  de  coordonnées 
rectangulaires  tel  que  la  susdite  droite  coïncide  avec  l'axe  des  x,  et 
que,  par  suite,  son  équation  soit  donnée  par  j-^  =  o.  L'introduction 
des  nouvelles  coordonnées  s'effectue  au  moyen  d'une  transforma- 
tion linéaire.  Or,  nous  avons  vu  précédemment  que,  dans  une  telle 
transformation,  une  différentielle  algébrique  subil,  en  fait  de  mo- 
dification, l'adjonction  de  la  première  puissance  du  déterminant 
de  la  substitution  comme  facteur,  et  c'est  là  une  conséquence  de 
ce  que  dans  le  numérateur  figure  le  déterminant  [cxdx).  Mais 
dans  la  forme  normale  d'une  différentielle  de  troisième  espèce 
figure  au  dénominateur  le  déterminant  {l'^x),  en  sorte  que  le  dé- 


(')  L'auteur  doit  la  démonstration   suivante  du  théorème  à   une  communication 
de  Brill. 
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terminant  de  substitution  précité  disparaît  (comparez  p.  i44)-  Si 
donc  nous  désignons  actuellement  par  x,r  les  coordonnées  rec- 
tangulaires, par  |,  Yi  et  ^',  r!  respectivement  les  coordonnées  des 
infinis,  notre  différentielle  normale  de  troisième  espèce  se  trans- 
forme en  une  différentielle  de  la  forme 

n„_2  (.r.  j)  .dy 


(„.r.^,,y^,)'iy^ 


dans  laquelle  a  =  r!  —  r,,  h  =  ^ —  ^,  c  =i\r}  —  r,i^. 

Nous  considérerons  une  somme  de  différentielles  de  cette  na- 
ture, formée  par  rapport  aux  n  points  d'intersection  de /=  o, 
les  dj  devant  être  choisis  de  manière  à  déterminer  les  points  de  ren- 
contre d'une  droite  voisine  de  l'axe  des  x  Awec  f.  Nous  admettons 
que  cette  droite  voisine  est  menée  parallèlement  à  l'axe  des  x  k\a 
distance  infiniment  petite  e,  en  sorte  que  j  —  £  =  o  est  son  équation. 

En  désignant  donc  par  Xi,  ji  les  coordonnées  des  n  intersec- 
tions, par  dxi^  dji  les  différentielles  correspondantes,  on  aura  les 
équations 

j/=o,     dri=t. 

Notre  somme  de  différentielles  est  conséquemment  la  suivante  : 

£i„.-^[.ri,  o].£ 


1 


[axt-^c  )./;,. 


l'expression^,  indiquant  que,  dans  les  dérivées  partielles  de^par 
rapport  à  x^  on  doit  également  poser  y^  =  o  et  x  =  xi.  Le  facteur 
£  est  commun  à  tous  les  termes  de  la  somme,  et  peut,  par  suite, 
être  placé  devant  celle-ci.  La  somme  qui  reste  alors  n'est  autre 

évidemment  que  le  développement  de  l'expression  — \r-^ — -  en 
^  ^^  ^  fi./[x,o) 

fractions  partielles  simples,  si,  dans  ce  développement,  on  pose 
x  = •  Nous  avons  donc  d'abord  l'équation 

(6)  Y   ^„-ä(-^/.  o)  ^       î  ^"~'[~  â'  ") 

/^--,oj 

f{x,  o)  étant  égal  à  {x  —  Xt){x  — Xa),.  .  .,  (x  —  x«). 
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Maintenant  la  fonction  0,  qui  figure  dans  une  différentielle  nor- 
male, satisfait,  d'après  les  fixations  précédentes  (p.  168),  à  la 
condition 

^  étant  un  point  quelconque;   ou,   dans  notre  système  de  coor- 
données, si  nous  prenons  '(,  =  o,  ^2=  o,  ^3=1, 

a„_,_[x-o  —  jl' )[yï,  —  .vr,)  =  c^  .f  +  {ax-^-  bj  +  c)   N, 

identité  qu'il  est  aisé  de  vérifier  directement  en  ayant  égard  aux 
propriétés  de  û.  Il  en  résulte,  pourj^=:  o,  x  = 5 

n,,_,(-^,o)...>;'=.-a^/(-^o). 

Si  donc  nous  multiplions  finalement  les  deux  membres  de  (6)  par 
£  =  dy,  nous  avons,  puisque  a  =  r! —  »3,  la  relation 


•fi  — 

0 .  fl' 


où  l'indice  i  dans  l'expression  entre  crochets  indique  que  l'on  y 
doit  poser  x  =  Xi,  j  =  o. 

Dans  les  deux  termes  de  droite  de  l'équation  (7),  figure  au  dé- 
nominateur le  premier  membre  de  l'équation  J  =  o  exprimé  res- 
pectivement par  les  coordonnées  des  deux  points  de  discontinuité, 
et  au  numérateur  le  premier  membre  de  l'équation  de  la  ligne 
voisine  j)^  —  t  =  o  exprimée  par  les  mêmes  coordonnées.  Rempla- 
çant donc  l'axe  des  xpar  une  droite  quelconque  Ux=  o,  désignant 
encore  les  deux  infinis  de  la  différentielle  de  troisième  espèce  par 
ç  et  73,  et  passant  des  intersections  x^'^  de  la  ligne  u  aux  intersec- 
tions d'une  ligne  u-\-  du  dont  l'équation  est  donnée  par 
E(w/-i-  dui)xi=i  o,  on  aura,  dans  le  second  membre  de  (7), 

yj  =  MÇ,      r/ =z  iir^,      vj  —  î=:  l^i[f/ui-^  «/),      vj' —  s  =  lT,i[dui-+-  Ui). 

Par  conséquent,  pour  les  n  points  de  rencontre  x^^^  et  x^'-^  +  ^/x^'^ 
de  deux  droites  h^=o  et  'Z[ui-\-  dui)xi=  o  avec /"=  o  existe 
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l'équation  différentielle 

/  =  i 
C'est  là  l'équation  cherchée,  de  laquelle  résulte  j^ar  intégration  le 
théorème  d'Abel,  établi  d'abord,  il  est  vrai,  exclusivement  pour 
les  intersections  d'une  droite  avec  f.  Mais  si  nous  effectuons  sur 
la  courbe  primitive  une  transformation  unidéterminative  Xi=^i{j), 
les  fonctions  c^),-  étant  du  m'*""®  ordre,  à  la  place  de  m^=  o  inter- 
vient la  courbe  du  m'^™®  ordre  EH,(pj=  o;  en  outre,  une  différen- 
tielle normale  de  troisième  espèce  se  transforme  encore  en  une 
différentielle  de  même  nature  (p.  170).  Récrivant  donc  après  la 
transformation  x  au  lieu  de  j-  et  désignant  l'équation  de  la  nou- 
velle courbe  primitive  par  a;^=  o,  nous  obtenons  l'équation  diffé- 
rentielle (7)  sous  la  forme 

yr  ^.-.(^.-^^)  -1  ^An^m 

en  posant  ç(-t-')  =  2«/''^/(x).  La  somme  qui  figure  dans  le  premier 
membre  renferme  Ji  termes,  tandis  que  (f  et  /  se  coupent  en  mv 
points,  V  désignant  l'ordre  de  la  nouvelle  courbe  F  ^  o:^^^^  ^'  ^^ 
raison  en  est  qu'une  courbe  du  réseau  2u,(})e=  o  rencontre  la  nou- 
velle courbe  f=:  o  seulement  en  n  points  mobiles.  Si  donc  nous 
passons  d'une  courbe  cp  du  réseau  à  une  courbe  voisine,  Ji  seule- 
ment des  mv  points  d'intersection  varient,  n  pouvant  d'ailleurs 
être  aussi  alors  égal  k  mv  (par  un  choix  convenable  de  la  trans- 
formation de  F  en  une  courbe /").  En  effet,  pour  les  points  de  / 
communs  auxdevix  courbes  (^=:oetd(i^  =  o,  les  quantités  dxi  s'éva- 
nouissent à  la  fois,  en  sorte  que  les  différentielles  correspondantes 
doivent  d'elles-mêmes  disparaître  dans  la  somme.  L'équation  (8) 
représente  donc  l'équation  dißerentielle  du  théorème  d'Abel 
pour  les  intégrales  de  troisième  espèce  sous  sa  forme  la  plus  gé- 
nérale; on  doit  y  choisir  les  dxk  de  telle  manière  que  les  points 
x'^'  H-  dx^^^  forment  le  système  des  points  d'intersection  avec  y 
d'une  courbe  voisine  de  (j>  =  o. 

Nous  pouvons  imaginer  que  l'intégration  de  l'équation  (8)  soit 
réalisée  de  telle  sorte  que  le  système  des  points  o;^'^  sury=  o  passe 


d'une  situation  dans  laquelle  il  satisfait  à  la  condition  (s^  =  o  k  une 
autre  situation  dans  laquelle  il  est  traversé  par  une  courbe  (|/  =  o 
du  même  ordre  que  ç  =  o.  On  peut  mettre  ce  fait  en  relief  en 
considérant  un  faisceau  de  courbes  9  -i-lf^  =  o  (  '  )  et  en  interca- 
lant entre  les  systèmes  de  points  d'intersection  qucy=o  a  en 
commun  avec  <p  =  o(X  =  o)  ett|'=i-o(X  =  oo)  ceux  que  détermine 
f=o  avec  cp  4- X^j;  ^  G  (pour  les  valeurs  de  X  comprises  entre  o 
et  00  ).  Ces  systèmes  intercalaires  réunissent  les  systèmes  limites 
tels  que,  tandis  que  X  se  meut  de  o  à  oo  ,  les  systèmes  de  points 
se  meuvent  des  limites  inférieures  de  l'intégrale  aux  limites  supé- 
rieures. Dans  l'intégration  elle-même,  on  a  donc  affaire  à  la  seule 
variable  X.  Par  intégration  de  l'équation  (8)  on  obtient  ainsi  le 
théorème  d'Abel  sous  l'énoncé  suivant,  dans  lequel  S$t)  est  défini 
comme  à  la  page  i68  (-)  : 

La  somme  des  nui  intégrales  norm.ales  de  troisièm.e  espèce  si- 
milaires [c  est-à-dire  formées  de  la  même  manière)  ayant  pour 
infinis  ^,  r,,  dont  les  limites  inférieures  x''^  sont  les  mn  systèmes 
de  valeurs  qui  correspondent  aux  mn  intersections  de  f=  o  avec 
une  courbe  du  m'^"'^  ordre  <p  =:  o,  et  les  limites  supérieures  y^^^ 
donnent  les  mn  intersections  avec  une  courbe  du  nV-^^^  ordre 
(];  =z=  o,  est  égale  au  logarithme  d'une  fonction  algébrique,  et,  pour 
préciser,  a  lieu  l' équation 

On  peut  ici,   au  lieu  de  S^^,  écrire  aussi  Tl%r^j  H^y,  en  différant 


(*)  La  variable  1  joue  alors  le  même  rôle  que  précédemment  la  variable  Ç  dans  le 
faisceau  AÇ  —  B  =  o,  pour  la  démonstration  de  Riemann.  {^Voir  p.  8io.) 

(')  Voir  Clebsch  et  Gordan,  op.  cit.,  p.  47-  On  obtient  une  démonstration  simple 
du  théorème  (sans  emploi  de  l'équation  différentielle)  au  moyen  des  principes  de 

Riemann,   si  l'on  conduit  l'intégrale    /  log  ^  t^II;,,  autour  de  la  surface  de  Riemann 

sectionnée,  et  autour  des  points  |,  >;,  arW,  ^('^;  voir  Clebscu  et  Goroan,  p.  laS,  et, 
pour  les  intégrales  de  première  espèce,  Weber,  Math.  Annalen,  t.  VIII,  p.  49-  Le 
théorème  a  été  découvert  par  Abel,  pour  les  intégrales  hyperelliptiques,  Journal  de 
Grelle,  t,  3,  p.  3i3;  pour  le  cas  général  (1826),  Mémoire  sur  une  propriété  générale 
d'une  classe  très  étendue  de  fonctions  transcendantes  {^Mémoires  des  Savants  eYr««- 
^ew,  t.  VII,  1841). 
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au  plus  de  S^^,  par  l'adjonction  d'une  intégrale  de  première 
espèce  (p.  187)-,  car  nous  verrons  incessamment  que  la  somme 
correspondante  d'intégrales  de  première  espèce  est  nulle.  Il 
est  nécessaire  d'ajouter  une  remarque  sur  les  chemins  d'inté- 
gration choisis  pour  les  intégrales.  Si  on  les  laisse  arbitraires, 
il  peut  encore  s'adjoindre  dans  le  second  membre  des  mo- 
dules de  périodicité  des  11^^,  absolument  quelconques  (p.  187). 
Mais  si  l'on  range  les  points  x^'^,  j'^^'i  par  couples  de  telle  sorte 
que  le  point  x^'^  se  transforme  en  j'^'^  (*)  lorsque,  dans  le  fais- 
ceau cp-f-X^|;  =  o,  on  passe  de  9  =  0  à  ^'  =  0  (ainsi  qu'il  a 
été  fixé  plus  haut),  on  obtient,  dans  le  premier  et  dans  le 
second  membre  de  (9),  la  valeur  zéro,  quand  on  rapproche  infi- 
niment les  courbes  <p,  (p,  et  par  suite  dans  le  choix  correspon- 
dant du  contour  d'intégration  ne  se  présentent  plus  de  périodes 
de  n^Tj.  Or,  dans  le  passage  de  9  à  (j*  par  le  faisceau  9  -h  X«];, 
aucun  des  points  x''^  ne  doit  atteindre  le  point  \  ou  w,  car, 
pour  la  situation  correspondante  de  co  -f-  l<i^,  17^^  serait  infini- 
ment grand,  et  par  conséquent  l'équation  (9)  deviendrait  illu- 
soire, ou,  au  moins,  nécessiterait  un  examen  plus  approfondi. 
On  peut  enfin  rapprocher  les  points  y'^^^  j^^^  et  x^'\  Jt^^^  in- 
définiment les  uns  des  autres;  par  là  deux  intégrales  de  la 
somme  deviennent  égales  en  supposant  que  l'on  puisse  ra- 
mener leurs  contours  d'intégration  l'un  à  l'autre  sans  franchir 
un  infini  de  17^^  ou  un  des  points  de  ramification  cai'actéris- 
tiques  pour  les  périodes  de  n^y,;  on  admettra  que  cette  supposi- 
tion soit  réalisée.  Nous  résumerons  ces  règles  dans  le  théorème 
suivant  : 

Da/is  l'équation  (9),  les  limites  supéiieures  et  inférieures  des 
cliemins  d'intégration  employés  dans  le  premier  membre  sont 
coordonnées  de  telle  sorte  que  ces  chemins  deviennent  infiniment 
petits  lorsque  l'on  rapproche  infiniment  les  courbes  9  =  0, 
4^  =  o,  et  les  dijjéients  chemins  doivent  être  situés  de  telle  ma- 
nière que  deux  d'entre  eux  soient  directement  réductibles  l'un  à 
l'autre  lorsque  leurs  limites  deviennent  égales,  et  aucun  d'eux 


(')  Cet  arrangement  n'est,  au  surplus,  pas  complètement  déterminé. 
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(  OU  bien  tous)  ne  peut  couper  le  chemin  sur  lequel  on  arrive  de 

Pour  les  recherches  géométriques,  les  intégrales  de  première 
espèce  et  celles  des  intégrales  de  troisième  espèce  qui  deviennent 
infinies  en  un  point  double  de^presentent  une  importance  parti- 
culière. On  obtient  ces  intégrales  comme  cas  particuliers  de  S^^  ou  T\.<^^^ 
si  n,j_2  renferme  le  facteur  (^yjx),  et  il  s'agit  alors  de  savoir  si  la 
fonction  du  [n  —  3)'*™«  ordre  restante  ne  passe  plus  par  un  point 
double  de  y  (p-  173),  ou  bien  si  elle  est  de  nouveau  adjointe  kf. 

Dans  le  premier  cas,  nous  avons  ^,=  73/;  9 (H)  devient  par  suite 
égal  à  9(>3),  et(|'(^)  à  ^{r,),  en  sorte  que  le  second  membre  de  (9) 
arrive  à  la  valeur  zéro.  Dans  les  deux  cas,  figure  dans  l'équation 
(6),  à  chaque  terme  de  la  somme  qui  se  trouve  au  numérateur  du 
premier  membre,  une  fonction  d'ordre  n  —  3  de  x,  tandis  que  la 
fonction  linéaire  disparaît  au  dénominateur;  mais  une  telle  somme 
est,  d'après  une  proposition  connue  de  la  décomposition  des  frac- 
tions rationnelles  en  fractions  simples,  égale  à  zéro,  en  sorte  que 
dans  le  second  membre  de  (9)  au  second  cas  aussi  se  présente  une 
valeur  nulle  ou  une  constante.  Mais  on  peut  supposer  cette  con- 
stante égale  à  zéro  si  l'on  a  fixé  les  chemins  d'intégration  de  la 
manière  convenue.  On  a  donc  ce  théorème  : 

La  somme  des  intégrales  similaires  de  première  espèce  (-)  ou 
de  celles  des  intégrales  de  troisième  espèce  qui  ne  deviennent  in- 
finies qu'en  un  point  double  de  J,  prises  entre  des  limites  qui  sont 
déterminées  par  le  système  de  points  d'intersection  de  la  courbe 


(')  Ces  hypothèses  faites,  on  peut  aussi,  d'après  le  théorème  sur  la  permutation  du 
paramètre  et  de  l'argument,  p.  i88,  écrite  aussi  l'équation  (9)  sous  la  forme 


(CrEBSCH  et  GoRDAN,  op.  cit.,  p.  127). 

(')  Cette  proposition  résulte  au  surplus  directement  de  (9),  car  cette  dernière 
équation  a  toujours  lieu,  de  quelque  manière  que  l'on  puisse  former  Sj,;,  pour  les 
mêmes  points  f,  vj;  or  la  difïérence  de  deux  semblables  valeurs  de  Sjn  est  (p.  170, 
une  intégrale  de  première  espèce. 
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y  =  o  avec  une  courbe  du  m'^'"*  ordre  o  =  o  ef  par  le  système  de 
points  d'intersection  de  f=o  avec  une  courbe  du  w'^"*^  ordre 
i|;  =  o,  est  toujours  nulle  (  '  ). 

lia  été  préalablement  supposé  ici  que  les  coyrbes  <p  =  o,  tp  =  o 
ne  passent  pas  toutes  deux  par  le  point  double.  En  effet,  la  pro- 
position devient  alors  inexacte  pour  les  intégrales  de  troisième 
espèce  qui  deviennent  infinies  au  point  double,  puisque  l'on  n'a 
plus  zéro  dans  le  second  membre.  Car  soit  pour  un  instant 

?  =  ?:?,   •>  =  ■>:?; 

on  a,  dans  ce  cas,  j)^,-  étant  les  coordonnées  du  point  double. 


?l 


©    r, 


a  étant  un  point  quelconque  sur  l'une  des  tangentes  de  j-,  tel  con- 
séquemment  qu'un  point  voisin  de  |  sur  la  surface  de  Riemann 
(comparez  p.  189),  et  ß  un  point  de  l'autre  tangente  de  y  (voi- 
sin de//).  Mais  ces  deux  quotients  ne  sont  plus  égaux  l'un  à  l'autre; 
on  n'obtient  donc  plus  zéro  pour  différence  de  leurs  logarithmes. 
u4u  contraire,  à  l'égard  des  intégrales  de  première  espèce,  ce 
théorème  subsiste  même  quand  les  courbes  <p,  ^  passent  par  les 
points  doubles  de  f;  donc,  en  particulier,  p  différentes  équations 
de  la  forme  (9)  ont  lieu  pour  les  courbes  adjointes  si  l'on  pose 
zéro  dans  le  second  membre.  C'est  ce  qu'on  vérifie  directement  sur 
(6),  car,  dans  le  premier  membre  de  cette  équation,  on  obtient 
alors  une  somme  de  la  forme 


y„-3(.r,-,  o) 
somme  qui  est  nulle,  d'après  un  théorème  connu   d'Algèbre.   En 


(')  Un  autre  cas,  où,  dans  le  second  membre,  apparaît  la  valeur  zéro,  se  présente 
lorsque  la  courbe  du  faisceau  p  -\-  irp  =  0,  qui  passe  par  |,  renferme  encore  par  là 
même  rj.  Si,  en  effet,  p  est  le  paramètre  de  cette  dernière,  on  a  simultanément 

?{ï)-^p-p(ï)  =  o    et     5s(>,)+yj.^(>5)  =  o, 
d'où 
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effet  on  aurait  au  second  membre  de  (6),  û  renfermant  le  facteur 

ax  -t-  bj  -\-  c, 

£l„_2(.r,  g)  =  ö,,_3{.r,  o).(«,r  +  c),      . 

et  cette  dernière  expression  s'annule  pour  x= Donc,  tant 

que  le  théorème  se  réfère  à  des  intégrales  de  première  espèce,  il 
nous  ramène  à  notre  point  de  départ;  car  son  contenu  résulte 
aussi  de  l'équation  différentielle  (5)  par  intégration.  Dans  ses 
équations,  ne  figurent  que  les  intersections  non  situées  aux 
points  singuliers  de  y,  comme  cela  doit  être;  car  les  autres  sont 
communes  aux  courbes  o  cl  ^  qui  déterminent  les  limites.  Le 
nombre  p  des  conditions  transcendantes  ainsi  trouvées  concorde 
exactement  avec  le  nombre  des  conditions  algébriques  qui,  suivant 
ce  qui  précède,  doivent  exister  entre  les  points  d'intersection  d'une 
courbe  du  m'^'"®  ordre  avec  f  dans  le  cas  de  ni~^n  —  3.  Nous 
verrons  plus  tard  quelle  modification  se  produit  au  cas  de 
m'^n  —  3 . 

On  peut  maintenant  se  poser  la  question  (déjà  indiquée  plus 
haut)  de  savoir  si  réciproquement,  lorsque  les/?  équations  (5)  ou 
leurs  équations  intégrales  existent,  on  peut  toujours  obtenir  des 
courbes  coupant  respectivement  la  courbe  primitive  aux  points 
qui  se  présentent  aux  limites  de  l'intégrale,  et  si,  par  suite,  le 
système  de  points  en  question  est  caractérisé  complètement  par 
les  équations  (5)  comme  système  complet  des  intersections  de/ 
avec  une  courbe  adjointe.  Nous  répondrons  plus  tard  affirmative- 
ment à  cette  question. 

Actuellement  nous  nous  proposons  d'établir  le  théorème  d'Abel 
d'une  autre  manière  (sans  faire  usage  de  transformations  unidéter- 
minatives),  et  cela  d'autant  plus  volontiers  que  nous  mettrons 
ainsi  en  relief  sa  connexion  avec  d'autres  théorèmes  purement  algé- 
briques qui  émanent  principalement  de  Jacobi. 

Soient  dans  le  plan  p  points  quelconques  x^'^  j:^'-^  .  .  . ,  x^t^^  ; 
leur  ensemble  pourra  être  représenté  par  une  équation  de  classe  \j. 
en  coordonnées  lignes  telle  que  u\  =  o.  Joignons  séparément  ces 
points  à  deux  points  ^  et  yj  choisis  de  même  d'une  manière  com- 
plètement arbitraire.  Les  équations  des  deux  systèmes  ainsi  obte- 
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nus  de  fx  rayons  chacun  seront  respectivement  (j^jc^)!^=  o, 
(^■^xr}Y=  o,  et  l'on  peut  poser 

Ces  deux  systèmes  de  rayons  se  coupent  en  a-  points  dont  p  sont 
précisément  les  points  o:^'^  ;  ils  ont  donc,  en  dehors  de  ceux-là, 
[i[li  —  i)  points  communs.  Par  ces  intersections  restantes  on  peut, 
dans  tous  les  cas,  faire  passer  une  courbe  d'ordre  2// —  2 

&^-^=  o,      • 

car  une  courbe  de  cette  espèce  ne  sera  déterminée  que  par 
(ju  —  i)(2p-|-i)  conditions;  il  reste  donc  ^u^ — i  paramètres  arbi- 
traires dont  nous  disposerons  plus  tard  d'une  manière  convenable. 
Après  ces  fixations,  nous  allons  montrer  que  l'égalité  suivante  est 
une  identité  ('  )  : 


=  A.(x.rÇ)(^-f-B.(x^>:)(^. 

Dans  la  seconde  partie  du  premier  membre  figure  ici  une 
somme  de  ^  termes  dont  chacun  se  compose  encore  du  produit  de 
0^W(^v;xf*^)  par /ut  —  i  autres  facteurs,  car  l'indice  k  ajouté  au 
signe  de  produit  H  indique  que,  dans  le  produit  figurant  au  A'*"'' 
terme  de  la  somme,  le  facteur  correspondant  à  l'indice  i  =  k  doit 
être  négligé;  ensuite  l'indice  k,  ajouté  au  terme  entre  crochets, 
signifie  qu'il  y  faut  faire  y  =  a:^*^  et  l'indice  i  ajouté  à  l'autre 
expression  entre  crochets  signifie  qu'il  y  faut  faire  z  =  x^'^  ;   enfin 


(')  Si  l'on  imartine  que  les  deux  paramètres  qui  déterminent  les  rayons  des  fais- 
ceaux issus  de  I  et  >7  aient  été  introduits  comme  variables,  on  peut  aussi  produire 
cette  équation  par  l'emploi,  deux  fois  répété,  de  la  décomposition  ordinaire  en  frac- 
tions simples;  comparez  p.  i53  et  suiv.  C'est  par  de  telles  opérations  que  Cleuscu 
et  GoRDA»  arrivent  aux  théorèmes  de  Jacobi  et  d'ABEL  {op.  cit.,  p.  \\  et  suiv.). 
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e  symbole  y^  sera  équivalent  à  /  de  telle  sorte  que  u\  =  ii\^.  Pour 
prouver  l'exactitude  de  l'équation  (i  i),  nous  avons  à  montrer  que 
l'expression  figurant  au  premier  membre  représente  une  courbe 
passant  par  la  totalité  des  ft^  points  d'intersection  de  (;^j;^)(*=o 
et  (j^xyi)(^=  G.  Faisons  d'abord,  dans  ce  but,  x  égal  à  x^^^\  c'est- 
à-dire  se  confondant  avec  le  point  de  rencontre  de  la  ligne  joi- 
gnant x^'"^  à  I  et  de  la  ligne  joignant  x^^^  à  r,  ;  le  premier  terme  à 
gauche  est  nul,  parce  que  0  doit  passer  par  ce  point,  et  chaque 
terme  de  la  somme  dans  la  seconde  partie  est  nul  à  cause  des 
équations 

(^(«)Ç.r(''))  =o,       (j:('-')/;.r(^)]  =:  o, 

car  un  de  ces  facteurs  se  rencontre  en  chaque  terme  de  la  somme. 
Si  l'on  pose  ensuite  dans  (ii)  x=^x''^\  il  vient  également  zéro 
dans  le  premier  membre,  les  deux  termes  se  détruisant  l'un  l'autre. 
Dans  la  somme  de  \i.  termes,  le  terme  qui  répond  à  l'indice  h  =  ;• 
est,  en  effet^  le  seul  qui  ne  disparaisse  pas.  Mais,  pour  7>  =  /•, 
existent  les  équations 


1  =  1 

W   (.r('-)Lr(')).(,çx('-))  =^.{^^,r('-)H)^-i{;.-,$), 


qui  se  déduisent  aisément  des  équations  (lo)  par  formation  po- 
laire, et,  en  vertu  de  ces  équations,  le  seul  terme  qui  reste  de  la 
somme,  c'est-à-dire  le  /■'^'°"',  est  précisément  égal  et  de  signe  con- 
traire au  premier  terme  du  premier  membre,  comme  nous  l'avons 
énoncé.  L'expression  du  premier  membre  s'évanouit  donc  en  fait 
pour  tous  les  \>.-  points  d'intersection  des  deux  systèmes  de  fx 
rayons  chacun,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Nous  formerons  maintenant,  dans  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (il),  la  (p.  —  lyèmo  polaire  de  |,  et  nous  poserons  ensuite 
X  =  y;,  ou,  en  d'autres  termes,  nous  ferons,  dans  les  deux  mem- 
bres, x=^\-\-^ri^  et  nous  chercherons  les  coefficients  de  Xh--*. 
Nous  obtenons  alors,  dans  le  second  membre,  un  résultat  identi- 
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quement  nul.  On  a  donc 

les  indices  i,  k  ajoutés  aux  expressions  entre  crochets  exprimant 
que,  dans  ces  dernières,  il  faut  prendre  x  =  x^'^  ou  x  =  x^*^  res- 
pectivement. Chaque  terme  de  la  somme  qui  figure  au  second 
membre  renferme  le  produit  complet,  c'est-à-dire  s'étendant  à  la 
totalité  des  y.  valeurs  de  l'indice  i, 

j  =  i 

Nous  placerons  ce  facteur  devant  le  signe  sommatoire,  et  dans  les 
deux  membres  nous  diviserons  par  ce  même  facteur,  ainsi  que  par 
le  produit  complet  qui  se  présente  dans  le  premier  membre.  Nous 
obtenons  alors  le  théorème  suivant  : 

Entre  [X  points  quelconques  x^'^  du  plan,  représentés  par  m^=  o, 
et  deux  points  |,  yj  également  quelconques  existe  V équation  iden- 
tique 

où  0  =  o  passe  par  la  totalité  des  [x[[jl — i)  intersectiojis  restantes 
des  lignes  qui  joignent  ^  et  'n  aux  points  x^'K 

De  celte  identité  résulte,  par  une  transformation  facile,  la  propo- 
sition appelée  théorème  de  Jacobi,  et  de  laquelle  on  peut  encore 
déduire  le  théorème  d'Abel.  Nous  admettrons  en  particulier  que 
les  IX  points  en  question  soient  les  intersections  de  deux  courbes 

f^a'^  =  o     et     fiE^a^'=:ro 


(intersections  que  nous  supposerons  toutes  séparées),  en  sorte 
que  a=  mn.  Alors  les  deux  systèmes,  issus  de  ^  et  yj  et  composés 
chacun  de  ^i.  rayons,  passent  par  tous  les  points  de  rencontre  de 
f  et  de  cp,  c'est-à-dire  que  nous  pouvons  poser 

Si  l'on  fait,  dans  ces  équations,  x  ■■=  x^'*^,  les  premiers  membres 
seuls  deviennent  égaux  à  zéro,  mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  f 
et  de  cp.  Donc,  pour  les  intersections  restantes,  le  déterminant 

(16)  A  =  A^t^-'"-«=  A.D  — B.C 

sera  nul.  Mais  si  l'on  pose  dans  (  1 5  )  .r  =  x^'^ ,  y  et  9  s'évanouissent 
également.  Si  donc  on  forme  la  première  polaire  de  ^  et  y;  relative- 
ment à  (j^x^)!^=o  et  {^■^x-n)^=o  pour  x  =  x''^\  il  vient,  en 
négligeant  comme  nuls  les  termes  multipliés  par  y,  9, 

Dans  la  deuxième  et  la  troisième  équation,  les  deux  premiers 
membres  ont,  à  cause  des  facteurs  (x^?)>  (x^^)'  ^^  valeur  zéro. 
D'après  le  théorème  sur  la  multiplication  des  déterminants,  on  a 
donc  (//  étant  égal  à  mn) 

[yxlY-'[y^\)  o  ^-  I  ^     ^  I 

G  (/.•»^•'3)'^~'(/i-'3)        ~"    I    C       D    I 

si  l'on  imagine  que  l'on  a  écrit  toujours  x^'^  au  lieu  de  x,  et  qu'on 
ait  posé  M/=  (^'l)<*  -^^  moyen  de  cette  relation,  nous  pouvons 
dans  (i4)  exprimer  le  dénominateur  qui  figure  dans  le  second 
membre  en  fonction  de  A  et  du  déterminant  fonctionnel  de/",  9 
et  Ux  (c'est-à-dire  de  la  droite  ^75).  La  forme  A  disparaît  alors,  eu 
égard  au  numérateur,  si  nous  posons  en  même  temps 


LA    GEOMETRIE   SIR    UNE    COIRUE   ALGEBRIQL'E.  209 

U  étant  une  fonction  quelconque  de  l'ordre  m  -h  fi  —  o..  On  peut 
toujours  faire  ainsi,  car  la  courbe  0  z=  o  était  assujettie  unique- 
ment à  la  condition  de  passer  par  les  //(/z  —  i)  intersections 
restantes,  et  cette  condition  est  remplie  par  A  =  o.  Au  moyen  de 
la  substitution  indiquée,  l'équation  (i4)  prend  la  forme  sui- 
vante : 


(17)     >.l  /„.,..^^>.-i„/;.-iL  =  (-0'^"'-.'^(  .._, 


{JL  étant  éo^al  à  mn,  Ui  à  (1-^;)/,  et  l'indice  k  ajouté  à  l'expression 
entre  crochets  signifiant  que  dans  cette  dernière  il  faut  poser 
x=  x''^K  C'est  là  l'équation  du  théorème  de  Jacobi;  ce  théorème 
est  ainsi  conçu  : 

Soient  /=  o,  9  =:  o  deux  courbes  du  n^ème  ^^  ^^  jj^ième  ordre,  et 
II""'  =  o  l'équation  en  coordonnées  lignes  de  leurs  mn  points  d'in- 
tersection [ayant  une  situation  séparée)  ;  supposons  ensuite  que 
A  soit  deßni  par  l'équation  (16),  et  que  U  soit  wie  fonction  homo- 
gène et  entière  quelconque  de  l'ordre  n  -+-  m  —  1,  et  enßn  qu'on 
ait  0=AU;  relativement  aux  points  d'intersection  defz=:o 
et  <f  =r.  o,  et  à  deux  autres  points  quelconques  |,  y;,  existe  toujours 
l'équation  (17). 

Nous  devons  encore  attirer  l'attention  sur  un  cas  particulière- 
ment important  de  ce  théorème.  Si  l'on  pose 

U«+'«-2  ^  y'>^^'n~^  .  u^  :^.  \'i    >n-i  ,  (  ï-^  ^\^ 

il  vient,  aussi,  en  vertu  de  u-^  =  o  et  «r,  =  o,  Ql~^  ©•J"'  =  o,  et  nous 
obtenons  ainsi  l'équation  (') 


i  —  l 

Cette    équation    dépend    uniquement    des    coordonnées    des    nm 


(')  Pour  ce  cas,  le  théorème  ci-dessus  a   été  donné  par  Jacobi  :  Theoremata  nova 

algebraica  {Journal  de  Crelle,  t.  14,  p.  281).   L'équation  plus  générale  (17)  se  trouve 

dans  Clebscii  et  Gohdan,  op.  cit.,  p.  41«  Pour  Ja  marche  de  la  démonstration  insérée 

Clebscii.  —  Géométrie,  III.  l4 
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points  d'intersection  des  courbes/",  «ip  et  des  coefficients  de  leurs 
équations  (et  non  plus  des  points  arbitraires  ^,  r\),  et  présente 
pour  cette  raison  une  importance  particulière.  Son  premier 
membre  est,  en  effet,  complètement  indépendant  de  la  ligne  u, 
car,  pour  un  point  d'intersection  defel  9,  on  peut  toujours  poser 
(comparez  p.   i4o). 

La  fonction  V""^"*"^  est  encore  complètement  arbitraire;  on  peut 
donc   composer  linéairement  toutes  les  équations  possibles  (18) 

avec    -[7i-{-  m  —  2)  [71 -h  m  —  i)    d'entre    elles  ,    arbitrairement 

choisies.  Mais  V(a:^'')  peut  aussi,  en  vertu  de  J'(^x'-^^)  =  o, 
çp(x''')  =  o,  être  remplacé  par 

A  étant  du  (m — 3)iême  qj^([yq  et  B  du  [n  —  3)i«'ne  ordre  en  x^'K 
sans  que  l'équation  (18),  à  laquelle  on  se  réfère,  soit  changée.  On 
peut  donc,  en  vertu  dey=:  o,  cp  =  o,  établir  toutes  les  équations 
(18)  au  mo^en  de 

-  [n-^-m  —  i)[n -\- m  —  \)  —  -  [m  —  i][m  —  i] [n  —  i)(«  —  2)  =  /w/z —  i 

d'entre  elles. 

Au  moyen  de  ces  mn  —  i  équations,  on  peut  calculer  linéaire- 


an  texte,  l'auteur  a  fait  usajje  de  quelques  remarques  orales  de  M.  Gordan.  L'équa- 
tion (18)  est  une  extension  d'un  théorème  énoncé  p.  2o3  et  suiv.  pour  une  variable 
binaire  x,  théorème  qui  dans  la  forme  homogène  exprime  que,  si  x'-l\x^^^  sont  les 
racines  d'une  équation 

on  a  l'identité 


2àl{al)a'i''\i       °' 


0 

1  =  1 

V  désignant  une  forme  binaire  quelconque  du  («  —  a)'«"""  ordre.  Pour  ce  qui  con- 
cerne l'extension  à  un  nombre  quelconque  de  variables,  n^oir  Clebscu,  Journal  de 
Crelle,  t.  63,  p.  224  et  suiv. 
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ment  les  rapports  des  mn  grandeurs 


^i  —       ^^  I    I  \     Tî^i     lîT^  I    ' 


mais,  d'autre  part,  on  peut,   entre  mn  équation»  prises  dans  la 

totalité  des  -[n-\-ni — i)(^n-{-m — i)  équations  (i8),   éliminer 

ces  grandeurs,  et  l'on  obtient  ainsi  un  certain  nombre  de  rela- 
tions entre  les  coordonnées  des  points  de  rencontre  de^et  cf^,  rela- 
tions où  les  coefficients  de  y  et  9  ne  figurent  plus,  et  qui  par 
conséquent  dépendent  uniqueinent  des  coordonnées  en  question. 
Le  nombre  de  ces  relations,  eu  égard  à  ce  que  les  rapports  seuls 
des  mn  grandeurs  S^  y  figurent,  est  égal  à 

-[n-\-m  —  2)(«-+-/M  — i)  —  m«-4-i=r  -  [n—\][n — 1)  -f--  (/?/  —  i)(m — 1), 

Pour  m=n,  ce  résultat  concorde  avec  celui  précédemment  ob- 
tenu, suivant  lequel,  entre  les  271^  coordonnées  des  Ji'^  points, 
doivent  exister  [n — i)(n — 2)  relations  (p.  121).  Mais,  pour 
m  ]>  n,  ces  relations  ne  peuvent  pas  être  indépendantes  les  unes 
des  autres,  car  autrement  il  pourrait  arriver  que  l'on  eût 

—  (m  —  Ol^  —  ^)  "^ —  ("  —  ')("  —  2)^2 '""> 

c'est-à-dire  que  le  nombre  des  relations  surpassât  celui  des  incon- 
nues, ce  qui  ne  peut  pas  être.  Nous  avons  déjà  trouvé  que  le 
nombre  des  équations  indépendantes  les  unes  des  autres  entre  les 
coordonnées  des  mn  points  était  égal  à  mn  —  3n-{-i.  Toutefois, 
on  doit  être  porté  à  demander  de  déduire  directement  ce  résultat 
de  la  nature  des  relations  auxquelles  donnent  lieu  les  équations  (18) 
ou  de  ces  dernières  équations  elles-mêmes;  c'est  ce  qui  a  été 
effectivement  réalisé  par  Jacobi  (<);  toutefois,  nous  n'insisterons 
pas  davantage  là-dessus. 

Ce  qui  précède  est,  au  premier  examen,  uniquement  vrai  pour 
le  cas  où  les  mn  points  x^'^  sont  tous  séparés.  Lorsque  les  courbes/" 
et  cp  se  touchent  en  un  point  x^'\  les  grandeurs  a"~'  ai  et  aPJ^'^  cf-i 

(')  Voir  son  Mémoire,  cité  p.   121. 
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en  ce  point  (autrement  dit  les  coordonnées  de  la  tangente  com- 
mune) deviennent  proportionnelles  les  unes  aux  autres,  et  par 
conséquent  le  dénominateur  du  terme  qu'elles  concernent  s'éva- 
nouit dans  le  premier  membre  de  (17),  et  cette  équation  cesse  au 
premier  abord  d'être  exacte.  Cependant,  si  nous  disposons  les 
clioses  de  telle  manière  que  la  fonction  U  du  numérateur  s'éva- 
nouisse également  pour  le  point  de  contact  et  que  nous  posions 
pour  un  instant 


la  somme  des  termes  du  premier  membre  de  (17)  qui  renferment 
les  points  x^'^  et  x'^^  -h  dx'-'^  sera 


1  étant  un  point  de  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  en  x^^^, 
de  sorte  que  dx'^'  =  ax/^-h  Ty/c  De  même,  dans  la  somme  (17),  se 
présente  un  terme  comptant  /■  fois  si  les  courbes  y,  o  ont  en  un 
point  un  contact  d'ordre  /•  —  i,  et  que  la  courbe  U  ait  en  même 
temps  un  contact  d'ordre  ;•  —  2  avec  les  deux  courbes.  Un  fait 
analogue  a  lieu  au  cas  où  l'une  des  courbes/",  cp  passe  par  un  point 
double  de  l'autre. 

JYous  nous  proposons  maintenant  de  déduire  encore  le  théo- 
rème d' Ahel  des  équations  (17). 

Nous  transformerons  d'abord  les  expressions  qui  figurent  au 
premier  membre  de  (17).  Dti  système  de  points  d'intersection  j:^'^ 
de  la  courbe  cp  avec/",  passons  au  système  voisin  x^'^  ■+-  dx'^"  qui 
détermine  sur /"une  courbe  o  -t-  ^q)  =  o  voisine  de  <p.  Ici,  do  sera 
une  expression  du  77*'^'"''  ordre  en  x/,  expression  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  grandeurs  infiniment  petites  et  doivent  être  consi- 
dérés comme  des  accroissements  des  coefficients  ccihh  ...  de  cp. 
Pour  les  points  x^'^+ <^x^'^  ont  lieu  par  liypolhèse  les  relations 

(19)  in[  <-'  a,/^  )/  -f-  rjy  (  ,r(0  )  .—  o,    (  a'^-^  1  a^x  )i  =  o. 

Actuellement  nous  mettrons  pour  la  fonction  quelconque  U^'"^"~" 
le  produit  Û„_2'^9j  Q.  =  o  étant  une  courbe  adjointe  à/" et  pas- 
sant par  71 —  2  des  intersections  de  u  avec/" (p.  168).  Nous  place- 
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rons  ensuite  les  deux  points  Ë,  »3  aux  deux  autres  points  d'inter- 
section de  w  avec  y,  en  sorte  que 

Si  l'on  écrit  encore,  eu  égard  à  (19),  mcx."^'^  o-dxß^  lieu  de  —  ^y, 
qu'on  multiplie  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  chaque 
terme  dans  le  premier  membre  de  (17)  par  a""' rtc>  c  étant  un 
point  quelconque ,  et  qu'on  ajoute  au  numérateur  le  terme 
Q..a"~^  adx'Ot"x~^  °^c,  nul  en  vertu  de  a"""'  adx'=-  o,  il  vient 

Ici  nous  pouvons  encore  poser 
et  par  là  nous  obtenons,  pour  «,=  (|r,)/, 

et  au  second  membre  figure  maintenant  une  différentielle  de  troi- 
sième espèce,  comme  dans  le  théorème  d'Abel. 

La  transformation  du  second  membre  de  (17)  se  rattache  ù 
l'identité  qui  existe  pour  ß  (p.  168),  savoir 

Nous  avons  à  remplacer  0  par  A.n.^<p,  A  étant  défini  par 
l'équation  (16).  Il  vient  alors,  d'après  l'identité  précitée, 

0^--«(-/3?a:)(!:C.r)  =  (  |-/;?)2./(.r) .  A(x)  .(?y(a:)  +  (Çvjjr)  .N.  A.^y. 

Mais  des  équations  (i5)  résulte 

et  si  l'on  substitue  dans  la  dernière  équation  et  que  l'on  forme  en- 
suite la  |üt'*"*  polaire  de  n  pour  x=.\  (en  d'autres  termes,  si  l'on 
pose  a:  =  ^  -h  Xy/,  et  qu'on  cherche  de  part  et  d'autre  le  coefficient 
de  Xi^),  il  vient 
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On  a  ensuite,  d'après  (i 5)  et  (20), 
et  l'on  trouve,  en  conséquence, 

Par  substitution  de  cette  valeur  dans  le  second  membre  de  (17), 
on  obtient  enfin,  en  vertu  de  (21), 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  différentielle  (8)  dont,  par 
intégration,  le  théorème  d'Abel  s'est  déduit  sous  la  figure  connue. 
Nous  auofis  ainsi  fourni  la  seconde  demonstratio?!  directe  de  ce 
théorème. 

Si,  parmi  les  points  xS^\  quelques-uns  (;•  par  exemple)  se  rap- 
prochent indéfiniment  les  uns  des  autres,  7'  différentielles  devien- 
nent égales  dans  la  somme  qui  figure  au  premier  membre; 
mais  aucune  autre  particularité  ne  se  présente,  car  le  déno- 
minateur de  la  différentielle  ne  devient  pas  nul,  ainsi  qu'il 
arrivait  cependant  dans  le  théorème  de  Jacobi.  La  raison  en  est 
qu'alors  par  /•  —  i  des  points  voisins  passe  aussi  la  courbe 
cp-f-^<p=:o,  et  que  par  suite,  pour  U  =  û.^9,  le  numérateur 
s'évanouit  toujours  au  même  ordre  que  le  dénominateur,  c'est- 
à-dire  que  le  déterminant  fonctionnel  àe  f,  9  et  m,  ce  qui  s'ac- 
corde avec  les  remarques  précédentes  concernant  l'équation  (i^) 
(page  212). 

On  aperçoit  facilement  qu'au  lieu  de  l'équation  (i^)  du  théo- 
rème de  Jacobi  il  suffit  d'employer  l'équation  plus  simple  (18)  si 
l'on  veut  établir  le  théorème  d'Abel  seulement  pour  les  intégrales 
de  première  espèce,  et  conformément  à  cette  observation  la  dé- 
monstration pourra  se  simplifier  si,  au  préalable,  on  établit  direc- 
tement l'équation  {18).  Mais  c'est  une  chose  très  importante  que, 
réciproquement,  de  cette  dernière  équation  on  puisse  aussi  dé- 
duire  le    théorème    d'Abel  pour   les    intégrales    de    troisième 
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espèce;  c'est  à  quoi  l'on  arrive  en  se  basant  sur  les  réflexions  sui- 
vantes (  '  ). 

Dans  la  démonstration  du  théorème  de  Jacobi,  l'irréductibilité  de 
la  courbe y^E  a"  =  o  n'a  été  supposée  nulle  part;  l'équation  est 
donc  encore  "vraie  lorsque  la  courbe  f  ou  o  se'  décompose.  Si 
nous  posons  en  particulier 

//  étant  ainsi  égal  è  p  -+-  q,  il  vient 

Si  nous  désignons,  d'après  cela,  par  y^''>  les  points  d'intersection 
de  Z»^  =  o  et  a"'  =  o,  par  ^(''  ceux  de  c^  =  o  et  a^  =  o,  l'équa- 
tion (18)  se  transforme  en 

i=l  1=1 

Les  quotients  qui  se  présentent  ici  sont  complètement  indépen- 
dants des  quantités  iti;  on  peut  donc  aussi  poser,  dans  la  première 
somme,  M/=c/cJr',  et  dans  la  seconde  somme  Ui=.  bihP~\  en 
sorte  qu'il  en  résulte  l'équation 


j  =  mp  i  =  mil 


et,  à  cause  de  la  symétrie  complète  qui    existe,  les  deux  sommes 
sont  aussi  égales  à 


V^    r  ym-t-p+'z-i  ~i 


(')  f'oir  Harnack,  lieber  eine  BehandlungsweUe  algebraischer  Differentiale  in  homo- 
genen Coordinaten  {Math.  Annalen,  t.  9,  p.  871  et  suiv.).  L'équation  (18)  y  est 
obtenue  par  discussion  de  l'équation  du  w«'"""'  degré  qui  détermine  les  valeurs  du 
quotieiit 


aux  mn  points  j:(''.  Comparer  la  note  2  de  la  p.  igfi. 


3l6 


x^'^  désignant  les  points  d'intersection  de  ^^  =  o  avec  cj.  =  o.  Or, 
si  l'on  choisit  en  particulier  c^  égal  à  (^yj^r)  =  Ux,  l'équation  (24) 
se  transforme  en 


(25) 


l  —  llip  i=r)ll 

2j  i[bc..u]b>;r^c<';-'ii-^2u  L(^««)V'«r'J/ 


En  partant  de  là  on  arrive  de  nouveau  au  théorème  d'Abel  de  la 
manière  suivante.  Le  premier  membre  se  transforme  immédiate- 
ment en  vertu  de  {21),  pour  \  =  ùp_^d(^  (sauf  un  facteur  numé- 
rique m),  en  la  somme  des  différentielles  de  troisième  espèce  qui 
se  présentent  dans  (28),  à  la  seule  condition  d'y  remplacer  a",  par 
b^.  Mais  on  peut  traiter  d'une  manière  tout  à  fait  analogue  le  se- 
cond membre  de  notre  équation  en  intervertissant  seulement  les 
rôles  des  courbes  bP^oetUx=  o.  Il  vient  alors  en  premier  lieu, 
si  l'on  procède  comme  pour  la  formation  de  l'équation  (21), 

OU,  en  vertu  de  pzk=  [ua)kOt.'^'\ 

(26)*  ^_...i.r(-^/3). 


en  supposant  actuellement  Uz^^=  o  et  Udz=  o.  La  différentielle  qui 
figure  au  second  membre  se  réfère  donc  à  la  droite  ^^=0,  au 
lieu  de  se  référer  à  la  courbe  a'^==  o.  Nous  pouvons,  en  consé- 
quence, pour  les  points  de  cette  droite,  introduire  une  nouvelle 
variable  binaire  Y,^  '.  y.o  au  moyen  de  la  substitution 

Zk  =  '^i  Ik  -H  >'-2>iÄ,      dz,,=  lj,dy.^  H-  r,kd-^^. 

Il  vient  alors,  en  vertu  de  l'identité  (22)  relative  à  Xî, 

et  le  déterminant  [czdz)  devenant  égal  à  (c^rj)(xiC^X2^ — xa^/y-i), 
expression  où  (c^yy)  =  Mc,  la  différentielle  (26)*  se  transforme  en 

m =  ma  log  —  • 


Nous  avons  à  former  la  somme  de  ces  différentielles  étendue  à  toutes 
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les  racines  de  l'équation  (x,  oc^-h  Xo«,))"—  o.  Mais  cette  somme  est 
égale  à 

..(i)..(2)        ..(/«)  r  ^i"-\  ->f„) 

Or,  comme  le  facteur  numérique  m,  d'après  la  transformation 
indiquée,  s'est  présenté  de  la  même  manière  dans  le  premier  membre 
de  (25),  nous  avons  à  nouveau  obtenu  en  fait,  au  moyen  de  (s^), 
le  théorème  d'Abel  pour  les  intégrales  de  troisième  espèce. 

De  même  que  le  théorème  de  Jacobi,  le  théorème  d'Abel  est 
également  vrai  pour  les  courbes  décomposables.  Ce  théorème  étant 
censé  connu  pour  les  intégrales  qui  ne  deviennent  infinies  qu'en 
des  points  doubles  dey,  on  peut  en  déduire  son  énoncé  pour 
d'autres  intégrales  sans  revenir  au  théorème  de  Jacobi.  Si  l'on 
pose  en  effet 

et  qu'on  désigne  par  j^^^  les  points  d'intersection  de  a^  =  o  et 
/3^  =  o,  par  z^'^  ceux  de  « '"  =  o  et  y^=o,  l'équation  du  théo- 
rème d'Abel  se  transforme  immédiatement  en 

i  —  inii  i  =  iiii>  i  =  mr/ 

i  —  \  1  =  1  J  =  1 

Une  somme  de  dijj'éreniielles  qui  appartiennent  à  la  courbe 
primitive  ß^  =  o  et  deviennent  infinies  en  quelques-uns  (  *  )  des 
jfoints  d'intersection  de  cette  dernière  avec  7^=  o  5e  trouve  donc 
ramenée  à  une  somme  de  dißerentielles  qui  appartiennent  h  la 
courbe  primitive  yj=  o  et  deviennent  infinies  aux  mêmes  points 
d'intersection  de  cette  dernière  avec  ß^  =  o.  Il  résultera  immé- 
diatement de  là  pour  nous  qu'une  somme  d'intégrales  à  infinis 
quelconques,  étendue  aux  points  de  rencontre  de  la  courbe  pri- 
mitive ß5  =  o  avec  une  courbe  «"'=  o,  est  représentable  par  des 
logarithmes  et  des  fonctioné  algébriques,  ce  qui,  au  surplus,  res- 
sort déjà  de  la  réduction  précédemment  donnée  d'une  diff'éren- 
tielle  quelconque  à  des  sommes  de  difl'érentielles  ayant  une  fonc- 


(')  Par  les  autres  intersections  des  deux  courbes  passe  aussi  alors  la  courbe  6  =  o. 


lion  linéaire  au  dénominateur  (p.  i5a  et  suiv.).  Dans  le  cas 
actuel,  on  devra  recourir  à  une  décomposition  analogue  à  celle 
employée  alors  pour  réaliser  en  fait  l'évaluation  delà  somme  d'in- 
tégrales. Désignons,  en  effet,  par  u^^^zo  l'équation  des  points 
d'intersection  de  7^.=  o  avec  ß^  —  o;   on  a  (p.  i54) 

(^.r^)/-/:=Bl3^.+CvJ, 
d'où  -—  =  -- — — — ,  en  vertu  de  ß^.  =r  o,  et  par  suite  aussi 

i  =  /np  i=- 1)1/111 


Dans  le  second  membre  figurent  des  différentielles  qui  se  rap- 
portent à  la  courbe  (^^xiy^=o  comme  courbe  primitive.  Mais 
celte  dernière  se  décompose  précisément  en  lignes  droites  ;  on  peut 
donc  décomposer  encore  la  somme  qui  est  au  second  membre  en 
une  somme  de  différentielles  dont  chacune  se  rapporte  à  une  seu- 
lement de  ces  pc/  droites,  et  peut  conséquemment  être  évaluée 
directement  par  l'introduction  d'une  variable  binaire,  ainsi  qu'il  a 
été  fait  récemment  pour  les  différentielles  de  troisième  espèce.  On 
arrive  ainsi  naturellement  à  un  résultat  identique  à  celui  donné 
par  une  décomposition  de  l'expression  qui  figure  au  premier 
membre  en  fractions  simples. 

Considérons  encore  comme  application  du  principe  développé 
ici  le  cas  particulier  où  la  courbe  primitive  se  décompose  en  trois 
lignes  droites,  telles  que  x,  =  o,  X2=  o,  jt-3  =  o.  Pour  ses  points 
d'intersection  x^'^  avec  a"'  :=;  o,  nous  obtenons  alors 


l  —  3;« 

V^    r  [crdr]  I 

^    L.7;,  X^  63  -T-  X^  J:^  Cl  -r-  J-'i  -Il  C-î  J , 


relation  où  l'on  a  désigné  par  j^'^  les  points  de  rencontre  de  x^  =^  o 
avec  Xi  =  o,  par  z^'^  ceux  avec  Xi=  o,  par  i''^  ceux  avec  0:3  =  o. 
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Il  vient  alors,  semblablement  à  ce  qui  arrivait  pour  l'équation  (26), 

On  trouve  de  même  pour  les  sommes  qui  répondent  aux  lignes 
x^  =  o,  X2=  o  les  valeurs  respectives 

dlogl-'^]'       et     rflog 


Mais  l'intégrale  de  la  somme  de  ces  trois  valeurs  est  égale  à 
log  ( — i)"' =  171171,  et  par  conséquent  existe  la  relation 

\   "^  I  vll)--l2/  «^(/«)     ,ll)_(2)  ,(/")    /11). (2)  /'/")  .  ' 

J -2     J  -2      •••J-2         "3     "'S      •••^3         '1      '1      •  •  -'l 

Cette  équation  se  confond  avec  la  proposition  appelée  théoième 
(Je  Carnot,  proposition  que  l'on  énonce  habituellement  sous  la 
forme  suivante  : 

Si  J  Ij'  Ij)  a'j  "V''  ^3»  '2'«  ^'/'  -^^"^  ^^^  rapports  de  distances  des 
points  d'intersection  d'une  courbe  du  m"'"'^  ordre  avec  les  côtés 
d'un  triangle  aux  sommets  de  ce  triangle,  entre  ces  rapports  de 
distances  existe  la  relation  (28). 

Des  propositions  analogues  ont  lieu  pour  les  points  de  rencontre 
de  la  courbe  avec  un  nombre  quelconque  de  droites  ('). 

Enfin  faisons  encore  observer  que  du  théorème  d'Abel  établi 
pour  les  intégrales  de  troisième  espèce  on  peut  aisément  déduire 
le  théorème  d' Abel  relatif  aux  intégrales  de  deuxième  espèce 

par  application  du  procédé  \  tt^«  (P-  '70'  ^  ^^  place  des  loga- 
rithmes interviennent  alors  dans  le  second  membre  des  fonctions 
algébriques.  Mais  nous  n'insisterons  pas  davantage  là-dessus. 

Ici  se  présente  naturellement  la  question  suivante,  dont  nous 
avons  déjà  dit  quelques  mots  plus  haut  :  La  réciproque  du  théo- 

(')  On  les  démontre  d'ailleurs  algébriquement  par  une  méthode  élémentaire. 
{T'oir  la  Géométrie  de  position  de  Carnot,  ainsi  que  la  note  de  la  p.  120). 
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rème  d'A,bel  esL-elle  vraie,  c'est-à-dire  peut-on  toujours  conclure 
des  équations  (8)  ou  de  leurs/?  équations  intégrales 

c(l)  Jc(%  Jé'f-) 

[/l  =  \,'2,3.  .  .  p) 

que  Jes  y.  points  x^'^  sont  situés  tous  ensemble  sur  une  courbe  ad- 
jointe? Observons  ici  que  [t.  n'est  pas  nécessairement  divisible  par 
n,  car,  d'après  ce  qui  précède,  tous  les  points  d'intersection  qui 
sont  situés  en  même  temps  sur  la  courbe  qui  détermine  les  limites 
inférieures  disparaissent.  Or,  comme  par  mn  —  Sa/i{i — i) — p 
points  quelconques  on  peut  toujours  faire  passer  une  courbe  ad- 
jointe du  m'^'"^  ordre,  notre  question  revient  au  fond  à  celle  de 
savoir  si,  par  les  équations  du  théorème  d'Abel  relativement  aux 
intégrales  de  première  espèce  {*)i  p  points  sont  en  général  déter- 
minés sans  ambiguïté  par  les  autres.  Or  il  en  est  effectivement 
ainsi,  comme  l'apprend  l'examen  du  problème  de  V immersion  des 
intégrales  ahéliennes  appelé  problème  de  Jacobi.  Ce  dernier  peut 
se  formuler  de  la  manière  suivante  (-). 

Soient  doJiTiées  les  p  équations 

'^9)  S£'''"'^""  %C'""=''-  ■■■•  îxr*"="- 

i=i  1=1  •  i=l  , 

les  quantités  i>i,  v<>,  ...'  ^p  étant  des  constantes  indépendantes 
les  unes  des  autres  (  sai'oir  les  sommes  intégrales  7iégati</es  s'éten- 


(')  Pour  ce  qui  concerne  les  questions  correspondantes  relativement  aux  intégrales 
de  troisième  espèce,  voir  plus  loin  la  Section  sur  les  systèmes  de  points  d'intersec- 
tion des  courbes  non  adjointes. 

(')  Il  a  été  ainsi  énoncé  (quoique  non  résolu)  par  Jacobi  pour  les  intégrales  hyper- 
elliptiques  {Journal  de  Crelle,  t.  9  et  13).  Il  diffère  du  problème  d'inversion  de 
Riemann,  où  l'on  se  propose  de  déterminer  une  limite  supérieure,  les  valeurs  c^  des/> 
intégrales  u^  étant  données  pour  cette  limite  supérieure,  et  qui  dérive  de  celui  de 
Jacobi  si  l'on  fait  coïncider  p  —  i  des  points  xW  avec  les  points  correspondants  c(". 
Ce  problème  n'est  naturellement  résoluble  que  si  entre  les  grandeurs  v,^  existent  p  —  i 
relations  d'une  certaine  espèce.  {Voir  sur  ce  sujet  C.  Neumann,  Ioc  cit.,  p.  SgS  et 
suiv.,  et  p.  5i'|,  Prym,  Ioc.  cit.) 
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dantaux  //  —  p  autres  points  connus)  et  les  quantités  c''^  désignant 
des  points  (juelconques  ßxes  wie  fois  pour  toutes,  points  qui 
peuvent  de  toutes  les  manières  possibles  se  confondre  tota- 
lement ou  partiellement  en  un  seul  :  on  demande  de  déterminer 
les  p  limites  supérieures  x^^^  comme  fonctions,  des  grandeurs 
données  ^h  (  '  ) . 

La  solution  effeclive  de  ce  problème  est  en  dehors  de  nos  con- 
sidérations; elle  s'effectue,  d'après  Rieniann,  à  l'aide  des  fonc- 
tions 0  (-). 

On  résout  le  problème  par  l'intermédiaire  d'intégrales  de  troi- 
sième espèce  en  développant  d'abord  une  méthode  au  moyen 
de  laquelle  une  somme  de  p  intégrales  normales  de  troisième 
espèce  ayant  les  mêmes  limites  c^'^  et  x^'^  est  représentable 
comme  fonction  des  grandeurs  données  Vi,  i^o,  ..  .,Wp  (^).  Pour 
déterminer  les  p  points  a:^'^  on  peut  d'abord  déterminer  les  p 
rayons  d'un  faisceau  «^— Xç'^=o  qui  passent  par  ces  points, 
c'est-à-dire  établir  l'équation  du  y^»'^"'«  degré  en  À  qui  détermine 
ces  rayons.  Si  l'on  cherche  alors  les  rayons  correspondants  d'un 
second  faisceau,  on  peut  trouver  les  points  x'^'\  comme  étant  leurs 
points  d'intersection,  par  des  équations  linéaires.  Il  est  à  remar- 
quer que  les  rayons  précités  du  second  faisceau  peuvent  se  déter- 
miner rationnellement  (et  pour  préciser  au  moyen  d'évquations 
linéaires)  si  ceu\  du  premier  sont  connus.  Il  s'agit  donc  de  déter- 


(')  FojV  Clebsch  et  Gordas,  op.  cit.,  p.  i38.  Dans  les  p  équations  (29),  à  la 
même  limite  supérieure  x'^i)  répond  toujours  la  même  limite  inférieure  cW.  C'est 
là  une  différence  avec  la  méthode  de  Riemann  pour  déterminer  les  limites  infé- 
rieures; Riemann,  en  effet,  emploie  toujours  dans  la  même  somme,  quand  môme  les 
limites  supérieures  sont  différentes,  une  même  limite  inférieure,  et  au  contraire 
dans  chacune  des />  sommes  d'autres  limites  inférieures.  {Voir  Riemann,  op.  cit.,  §  15 
et  10.) 

(»)  Foir  Riemann.  loc.  cit.,  §  17  et  22.  La  théorie  de  ces  fonctions  se  trouve  en  détail 
dans  Riemann,  Theorie  der  Abcl'schen  Integrale,  Leipzig,  i865,  p.  28  et  suiv.,  et 
p.  442  et  suiv.  Il  est  à  remarquer  que  la  définition  donnée  par  Riemann  des  fonc- 
tions 0  s'écarte  de  celle  que  l'on  trouve  dans  Clebscii  et  Gordan,  op.  cit.,  p.  98,  en 

ce  que  les  arguments  diffèrent  d'un  facteur  numérique-»  ce  qui  a  sa  raison  dans  le 

choix  différent  des  modules  normaux  de  périodicité  des  intégrales  de  première  espèce. 
(f^oir  plus  haut,  p.  i83.) 
(')  Voir  Clebscii  et  Gordan,  op.  cit.,  p.  i38-200. 
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miner  la  valeur  de  la  fonction  algébrique  —  aux  p  points  x'''  par 

une  équation  de  degré  p.  On  peut  encore  généraliser  le  problème 

en  considérant,  au  lieu  de  —  >  le  quotient  %•>  dont  le  numérateur  et 

le  dénominateur  doivent  être  du  même  ordre,  autrement  dit  en 
cherchant  les  courbes  du  faisceau  cp  —  /i|>  =  o  qui  passent  par  les 

points  x''^K  Les  valeurs  que  prend  ^  en  ces  derniers  points  se  dé- 

V 
termineront  alors  par  une  équation  algébrique 

(3°)  (|)''-«.(|)""+m4|)"'  +  ---  +  Mp=o. 

dont   les   coefficients   Mj   sont    des    fonctions   à   déterminer  des 
sommes  d'intégrales  ^hi  et  il  suffit  de  connaître  les  racines  relatives 

à  une  fonction  ,  pour  pouvoir  calculer  les  racines  relatives  à  toute 

autre  fonction  ^f  (comme  dans  le  faisceau  de  rayons  u  —  "k^). 
V 
Ces  fondions  M/  ou  plus  généraleiiient  les  fonctions  sjmétj'iques 
des  p  valeurs  que  prend  une  Jonction  homogène  de  dimension 
7iulle  aux  p  différents  points  sont  appelées  fonctions  abéliennes 
des  arguments  v  définis  par  (  29)  (  '  ).  Ce  sont  des  fonctions  2.  p  fois 

(')  Ce  sont  d'autres  grandeurs  que  Riemann  (dans  ses  Leçons)  a  désignées  sous  le 
nom  de  fonctions  abéliennes.  Soient  xO,  xO,  . . .. xC"')  ^  —  i  points  dans  lesquels 
la  courbe  primitive  est  touchée  par  une  courbe  adjointe  C„_3,  ce  qui,  en  général,  ne 
peut  se  produire  qu'en  un  nombre  fini  de  systèmes  de  points,  et  soit  p  =  o  l'équation 
de  cette  courbe  C„_j,  ^  =:  o  l'équation  d'une  autre  courbe  C^-,  de  même  espèce  ayant 

pour  points  de  contact  ^('^  ;  le  quotient  4  /?  est  proportionnel  à  un  quotient  de  fonc- 
tiens  0  dont  les  arguments  ne  diffèrent  des  grandeurs 

où  V)  ei  z  sont  des  points  choisis  arbitrairement,   que  par  une  constante.   Les  rap- 
ports y/?  '.  ^  ainsi  formés,  comme  aussi  les  quantités  y/j?  et  y'^  elles-mêmes,  sont 
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périodiques  de  ces  grandeurs,  puisque  les  p  intégrales  de  pre- 
mière espèce  (d'après  ce  qui  a  été  dit,  p.  i86)  ont  ^p  systèmes  de 
modules  de  périodicité,  que  par  suite  les  grandeurs  p»  peuvent  être 
augmentées  d'une  manière  quelconque  de  semblables  périodes  et 
([ue,  pour  préciser,  v>h  peut  l'être  de  •  , 

im,,v:l  -\-  aii.q^  -f-  ii^,,q.i  -f-  .  .  .  H-  «^aÇ'p 

sans  que  l'équation  (3o)  soit  par  là  modifiée. 

Actuellement  l'introduction  des  intégrales  de  troisième  espèce  se 
iait  de  la  manière  suivante.  Considérons  la  somme  de  p  intégrales 
Ilr^  conduites  entre  les  mêmes  limites  é^\  x^'^  et  ayant  deux  infi- 
nis H,  r,.  Cette  somme 

se  présentant  comme  fonction  symétrique  des  limites  supé- 
rieures, et  les  fonctions  symétriques  de  ces  dernières  ayant  déjà 
été  considérées  comme  fonctions  des  quantités  v,  peut  être  aussi 
considérée  comme  fonction  de  ces  mêmes  quantités,  ainsi  qu'il 
sera  expliqué  plus  en  détail  incessamment.  Et  c'est  à  la  re- 
présentation effective  de  cette  fonction  ^ë,,  que  peut  se  ra- 
mener le  problème  de  l'inversion.  Les  coefficients  de  l'équa- 
tion (3o)  peuvent  en  effet  s'exprimer  de  la  façon  suivante  par  les 
fonctions  S. 

Nous  mettrons,  dans  l'équation  (9)  du  théorème  d'Abel  (p.  200 
et  202,  note),  à  la  place  de  ^  successivement  x^'\  x^-\  .  .  . ,  x^p^  ; 
à  la  place  de  n  successivement  c^*^  c^^\  .  .  . ,  c^p^  ;  nous  prendrons 
ensuite,  au  lieu  de  la  courbe  <p  =  o,  une  courbe  quelconque  du 
faisceau  9  —  Xi|;  =  o,  et  nous  désignerons  par  r/^'^  les  points  d'in- 
tersection de  f=  o  avec  ^  ^=  o  qui  ne  sont  pas  situés  en  même 
temps  sur  (p  =  o,  par  ^^'^  les  points  d'intersection  de  cp  —  ?.t|;  =  o 
avecy=  o  qui  ne  sont  pas  situés  sur  <p  et  (|/.  Nous  obtenons  alors, 
en  vertu  du  théorème  d'Abel  et  de  la  proposition  sur  la  permuta- 


alors  des  fonctions  abéliennes  des  grandeurs  c/^,  i\\,  dans  le  sens  de  Riemann.  {Voir, 
sur  ce  sujet,  Roch,  Journal  de  Crelle,  t.  G6,  p.  io4,  et  Riemanm,  Gesammelte  Werke, 
Leipzig,  1876,  p.  l\b&.) 
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lion  du  paramètre  et  de  rargument  (p.  187  et  siiiv.),  les  équa- 
tions qui  suivent  : 

'4(.^)..,--']-'4(i).r':h-sr-- 

i 

Les  points  ^^'\  75^'^  sont  coordonnés  l'un  à  l'autre  comme  le 
prescrit  le  théorème  d'Abel  (p.  201),  et  les  sommes  qui  figurent 
au  second  membre  se  rapportent  aux  couples  d'intersection  ainsi 
formés.  Les  contours  d'intégration  sont  également  régis  par  ce 
même  théorème  :  ils  ne  sont  donc  éventuellement  pas  les  mêmes 
que  ceux  qui  se  présentent  dans  les  équations  (29),  et  au  con- 
traire fourniraient,  au  lieu  des  quantités  Vh-)  des  sommes  d'inté- 
grales v\  qui  diffèrent  des  '^h  par  des  modules  de  périodicité.  Mais 
les  sommes  du  second  membre  ne  varient  (p.  187),  par  change- 
ment du  chemin  d'intégration,   que  de  multiples  de  l'expression 

\     /       du/i  (abstraction  faite  de  la  période   2/71  qui  se  présente 

également  dans  le  premier  membre);  et  ces  dernières  sommes 
s'évanouissent,  d'après  le  théorème  d'Abel,  puisque  |,  y?  sont  des 
systèmes  de  points  d'intersection  pouvant  être  ramenés  directe- 
ment les  uns  aux  autres  par  variation  continue  de  la  constante  À. 
11  n'est  donc  pas  nécessaire  d'y  avoir  égard. 

Si  l'on  ajoute  maintenant  les  équations  (32)  et  qu'on  passe  des 
logarithmes  aux  nombres,  on  trouve,  en  vertu  de  (3i), 

i^v  l''^\      —\         -y^  /xc;.rw...x(/';x 

et  dans  cette  équation  est  contenue  la  solution  de  notre  problème 
dès  que  les  fonctions  S  sont  encore  exprimées  par  les  quantités  t^. 
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Si  l'on  pose  en  effet 

M  ne  renfermant  en  dehors  des  constantes  (car  nqus  avons  assigné 
à  la  grandeur  }.  une  valeur  quelconque)  que  des  fonctions  E,  on 
peut  aussi  écrire  l'équation  (33),  eu  égard  aux  coefficients  M/  de 
l'équation  (3o),  sous  la  forme 

IP  4_  Ml  y-^  H-  .  .  .  +  M^  =  M. 

Il  suffit  de  former  cette  équation  p  fois  successivement  pour  au- 
tant de  différentes  valeurs  de  X  pour  obtenir  un  nombre  égal 
d'équations  avec  M/  pour  inconnues,  et  l'on  peut  aloi's,  au  moyen 
de  ce  système  d'équations  linéaires ,  exprimer  ces  dernières 
quantités  par  les   fonctions   G.   Les  coejjlcients  de  l'équation  de 

degré  p  dont  les  racines  sont  les  p  jonctions  \%\      deviennent 

consécjuemnient  des  combinaisons  rationnelles  des  différentes 
transcendantes  e~'=-'^. 

Il  ne  s'agit  donc  plus  que  d'une  étude  plus  approfondie  de  la 
fonction  Gç^,  et  la  théorie  des  fonctions  abéliennes  fait  voir  que 
cette  fonction  est  rcprésentable  par  les  fonctions  0  dont  les  argu- 
ments dépendent  essentiellement  des  grandeurs  données  Vh  et  de 
certaines  constantes.  Pour  la  détermination  de  ces  constantes,  il 
est  avantageux  de  choisir,  au  lieu  des  grandeurs  c^'^,  d'autres  gran- 
deurs «^'^  définies  de  la  manière  suivante  :  Menons  en  un  point 
quelconque  [).  la  tangente  SLf=  o;  cette  tangente  coupe  encore^ 
en  n  —  2  points  ;  faisons  passer  par  ces  derniers  une  courbe  ad- 
jointe du  (n  —  2)'^""'  ordre  tangente  3if=  o  en  tous  les  points  où 
elle  rencontre/",  c'est-à-dire  en  p  points.  Pour  chaque  point  ^,  on 
peut  trouver  2^/'  courbes  de  cette  espèce  Cn-t,  comme  nous  le 
verrons  plus  tard  ;  mais  parmi  elles  il  en  est  une  qui  se  trouve 
désignée  d'une  façon  complètement  déterminée  pour  les  limites 
inférieures  (elle  dépend  du  choix  du  système  canonique  de  sections 
transverses  de  la  surface  de  Riemann  employé  pour  la  définition 
des  périodes  aïk,  p.  181  et  suiv.);  nous  désignerons  ses  points  de 
contact  par  a' '■ ,  a.^^\  . . . ,  cc^pK  En  substituant  ces  points  aux  points 
c^'^  dans  les  équations  (29)  du  problème  d'inversion  et  écrivant  en 
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(35)  S,..^ 
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même  temps  w^  au  lieu  de  Vh-,  en  sorte  que,  pour  /*  =  i ,  2,  . . . ,  p, 
on  ait 

on  trouve  le  résultat  suivant  (  '  )  : 

en  sorte  que  l'équation  (33)  se  transforme  en 

'  =  /'f^^      -\  ®{o^„-  f  duA.&l   f'duA 

(36)      ttV^/^"'         -fT     ^         ^''-  '      ^^"         ^ 

la  fonction  0  étant  définie  par  la  série  p  fois  infinie 

©(«'/,)  =  ©(«'!,  «'2,    .   .   .,(1'^,) 


Z«  solution  du  problème  est  doJinée  dans  V équation  (36),  ainsi 
qu'il  ressort  des  explications  précédentes.  Maintenant,  à  la  place 
des  a^'^  et  des  w^,  on  peut  réintroduire  les  grandeurs   c^'^  et  \>h. 


(')  Foir  Clebscii  et  Gordan,  loc.  cit.  Ok  peut  aussi  établir  ces  formules  et,  en  par- 
ticulier, la  détermination  des  arguments  des  fonctions  0,  par  les  points  /x  et  aW, 
au  moyen  des  principes  de  Riemann,  en  faisant  usage  de  ce  qui  est  dit  au  §  25  des 
Fonctions  abéliennes  de  Riemann;  consulter  sur  ce  point  Weber,  Zur  Theorie  der 
Umkehrung  der  Abel'  sehen  Integrale  [Journal  de  Grelle,  t.  70),  et  Fuciis,  Zur  Theorie 
der  Ahel'schen  Functionen  {ibid.,  t.  73,  p.  3o6).  Pour  /j  =  2,  la  formule  correspondante 
a  déjà  été  établie  par  Rocn,  ibid.,  t.  65,  p.  42)  suivant  la  marche  indiquée  par  Weber; 
voir  aussi  pour  ce  cas  Brill,  ibid.,  p.  276. 
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Car  si  l'on  pose 

(3,)  ..^-^J^äu,,, 

en  sorte  que  . 

on  a  naturellement  aussi,  comme  dans  (36), 

(38]      ttV-^/^"'        _  tt    \        ^-^        I      ^^ y-        J. 

el,  en  divisant  le  premier  membre  de  (38)  par  celui  de  (36),  on 
obtient  de  nouveau  le  premier  membre  de  l'équation  (33). 
Les  grandeurs  w^  et  hh  qui  interviennent  dans  les  arguments  de 
la  fonction  0  sont  ici  définis  par  les  équations  (34)  ei  (37);  et 
les  a.^'^  sont  les  points  de  contact  d'une  courbe  déterminée  com- 
prise pat^mi  les  2^p  courbes  du  (n — ij"""^  ordre  (^)  qui  passent 
par  les  n  —  2  autres  points  de  rencontre  de  la  tangente  menée  en 
[X  àJ=o,  et  touchent  en  outre  la  courbe  f=  o  en  p  points. 

Dans  un  système  de  points  d'intersection,  p  points,  comme  on 
sait,  ne  sont  pas  déterminés  par  les  autres  si  le  système  est  découpé 
par  une  courbe  adjointe  du  [n  —  3)»ème  ordre,  et  cette  circonstance 
doit  aussi  se  présenter  dans  le  problème  de  l'inversion,  ce  dernier 
ne  pouvant  plus  alors  donner  de  résultat.  En  effet,  dans  ce  cas, 
les  fonctions  0  employées  s'annulent  identiquement,  c'est-à-dire 
indépendamment  des  points  ^,  n  qui  entrent  dans  les  limites  supé- 
rieures de  leurs  arguments,  car  il  existe  une  proposition  [-)  d'après 


(•)  Le  choix  à  faire  parmi  ces  courbes  dépend  du  système  de  modules  normaux 
de  périodicité  que  l'on  prend  pour  base,  c'est-à-dire  de  la  manière  dont  on  choisit 
le  système  canonique  de  sections  sur  la  surface  de  Riemann  (p.  i83).  A  chaque  sys- 
tème semblable  de  périodes  correspond,  //.  étant  donné,  une  des  courbes  C„_,,  dont 
il  s'agit,  et  réciproquement;  -voir  sur  ce  sujet  Cledsch  et  Gordan,  op.  cit.,  p.  3i4  et 
33 1,  ainsi  que  Fucns,  loc.  cit.,  et  pour/;  =  2  la  Section  XI  de  ce  Chapitre. 

(')  Voir  RiEHANN,  §  22  et  23;  Clebsch  et  Gordan,  p.  206. 

i5. 
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laquelle,   en  supposant  les  arguments  w  déterminés  comme  dans 
(  35),  la  fonction  0(çv)  considérée  comme  fonction  de  ^  s'annule  aux 

points  x^'^  a:'^^  .  .  . ,  x^^\  c'est-à-dire  pour  ^  =  j:^*^,  x^^)^ ^ 

jc^P^  ;  elle  devient  conséquemment  nulle  si  les  p  arguments  w/i  ont 
la  forme  (pour  |  =  x^p^  par  exemple) 


(39)  "'A 


x^^\  ...fX^P"*^  étant  des  points  entièreiuent  arbitraires,  tandis 
que  les  a^'^  dépendent  de  ju.  Si  maintenantes  points  x^'^,  .  .  . ,  x^p^ 
sont  situés  avec  p —  2  autres  points  x^/'+*^  .  .  .,  x'^^J-a)  sur  une 
courbe  adjointe  C,2_3,  cette  dernière  forme,  ensemble  avec  la  tan- 
gente de  i).  une  adjointe  C«_o.  Par  n  —  2  intersections  de  cette 
dernière  avecy  (savoir  les  Ji  —  2  intersections  restantes  de  la  tan- 
gentes en  ju)  passe  aussi  la  courbe  Qn-2  qui  est  tangente  aux 
points  «('^  On  a  donc,  d'après  le  théorème  d' Abel, 

^'  /•^•''  '^~'   /'^•"'+''  ri^  /'M 

y     \        du,,-^    y        \  du/,-^   ï  du,,+   /      du,,=  o, 

et  les  arguments  Wh  prennent  en  conséquence  la  forme 

'h  —   y      /  (^"h  +    /       ^^"li  =  —       7        /  '^"A  —    /  ^^"h  —    I        ^^«/, 

^^JySi)  Je  ^^     J  uM)  Jodr-i)  J  OL^P) 

i  =  1  i  —  \ 

Mais,  à  cause  de  ©(w^)  =  0( —  Wh)i  la  forme  des  arguments  con- 
corde précisément  avec  la  forme  (Sp),  car,  à  part  le  signe,  on  n'a 
fait  que  mettre  ^  à  la  place  de  x^p~*\  ce  qui  est  indifférent,  puisque 
la  position  des  p  —  i  points  x^'^  dans  (3c))  était  complètement  ar- 
bitraire. La  fonction  ©f  co^ —  /  duh  1  s'évanouit  donc  identique- 
ment i^c' est-à-dire  indépendamment  de  |)  lorsque  les  p  points  x^'^ 
des  équations  (29)  sont  situés  avec  p  —  2  autres  points  sur  une 
courbe  adjointe  du  [n  —  3  )'''"*^  ordre,  et  que  les  quantités  m^  sont 
définies  par  (34)- 

Le  problème  de  l'inversion  devient  alors  indéterminé,  et  il  faut 
supposer  connu  un  autre  [p  —  i)'eme  point  pour  .pouvoir  déterminer 
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encore  sans  ambiguïté  les  p — i  points  restants.  D'autres  particu- 
larités se  présentent  encore  si  les  points  x^''>  sont  découpés  par 
une  courbe  adjointe  dont  l'ordre  est  inférieur  an  —  3,  les  dérivées 
de  la  fonction  0  par  rapport  à  w^  s'annulant  alors  jusqu'à  un 
certain  ordre;  mais  nous  n'entrerons  pas  davantage  dans  l'examen 
du  sujet  (  *  ). 

IX.  —  Les  courbes  de  contact.  —  Les  tangentes  doubles  des  courbes 
du  quatrième  ordre  (^). 

Tandis  que  le  théorème  d'Abel  apprend  à  exprimer  dans  des 
formules  simples  l'objet  du  tliéorème  du  reste  (p.  ipS),  la  possibi- 
lité et  la  déterminabilité  du  problème  d'inversion  permettent  une 
série  d'autres  applications  géométriques  dont  les  résultats  (tant 
qu'il  s'agit  de  questions  relatives  à  la  géométrie  du  nombre)  peu- 
vent s'établir  aussi  par  voie  purement  algébrique  si  l'on  fait  usage 
du  principe  de  correspondance  précédemment  traité  (t.  II,  p.  i46 
et  suiv.).  Ces  applications,  de  même  que  celles  données  plus  haut 
pour  le  cas  de  p  =  i,  c'est-à-dire  pour  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  (t.  II,  p.  355  et  suiv.),  ont  pour  point  de  départ  le 
problème  de  la  division,  et  montrent  comment  les  solutions  de 
certaines  équations  algébriques  qui  se  présentent  dans  la  Géométrie 
peuvent  être  représentées  d'une  manière  simple  à  l'aide  de  la  divi- 
sion des  fonctions  abéliennes.  Le  fait  a  une  valeur  d'autant  plus 
grande  que  les  relations  particulières,  ou  autrement  dit  les  grou- 
pements des  racines  entre  elles,  seront,  par  cette  méthode,  mis 
parfaitement  en  lumière,  tandis  que  le  principe  de  correspondance 
ne  fournirait  d'abord  que  le  nombre  des  solutions,  et  qu'il  faudrait 
encore  faire  une  application  compliquée  des  théorèmes  sur  les 
systèmes  de  points  d'intersection  pour  étudier  le  groupement. 
Nous  traiterons  d'abord  le  problème  suivant,  dans  lequel  nous 
supposerons  que  la  courbe  f=^  o  soit  d'ordre  n  et  de  genre  p,  et 


(')  Voir  RiEMANN,  Ueber  das  Ferscluviiiden  der  0  Functionen  {Journal  de  Crelle, 
t.  65),  et  Theorie  der  Abel'schen  Functionen,  §  14  et  16. 

(')  Foir,  pour  les  matières  traitées  dans  celte  Section,  Clebsch,  Ueber  die  Anwen- 
dung der  Abel'schen  Functionen  in  der  Geometrie  [Journal  de  Grelle,  t.  63,  p.  i8() 
et  suiv.). 
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qu'elle  ait  «^  points  multiples  d'ordre  i  sans  qu'entre  leurs  mo- 
dules existent  des  relations  spéciales. 

Soit  m'^n  —  3,  et  soient  inn  —  2«, t ( t  —  i )  —  pr poirits  donnés 
d'une  façon  quelconque  sur  la  courbe  primitive;  on  demande  de 
faire  passer  par  ces  points  une  courbe  adjointe  du  m'"-''""  ordre 
ajant  en  p  points  un  contact  d'ordre  r — i  avec  la  courbe  pri- 
mitive. 

Nous  poserons,  pour  abréger, 

( I )  mn  —  Iv.iiii  —  i )  —  pr z=z  >. 

Soient  maintenant  c'^^\  é^-\  .  .  . ,  c^p^  les  points  où  la  courbe  pri- 
mitive f=2  o  a  un  contact  de  l'ordre  r  —  i  avec  une  courbe  ad- 
jointe C/n.  Supposons  en  outre  que  cette  dernière  courbe  passe  en 
outre  par  certains  points  a^^\  a^-\  .  .  .,  a^'>K  Nous  prenons  cette 
courbe  unique  comme  connue  (*);  notre  problème  consiste  alors 
à  faire  passer  par  les  1  points  donnés  x^*\  x^-\  .  .  . ,  x^'-'>  une  autre 
courbe  adjointe  C^^  ayant  avec  /=  o  en  ^  points  un  contact 
d'ordre  r  —  i,  ou,  en  d'autres  termes,  à  trouver  les  points  de  con- 
tact j('\  ^-(2^,  .  . .  ,j^P^  de  celle-ci.  Or  ces  derniers,  d'après  le  lliéo- 
rème  d'Abel,  satisfont  aux  p  équations  transcendantes 

"•'         'SX!."'"""^Î£"'''""=° 

•        (/'=•,?.,    ...,p), 

quelques-uns  des  termes  de  la  seconde  somme  disparaissant  si 
quelques-uns  des  points  x^'^  devaient  coïncider  avec  les  points 
a^'-^;  cette  circonstance  peut  toujours  se  présenter  sans  que  les 
explications  suivantes  en  soient  influencées.  Si  l'on  entend  par 
intégrales  de  cette  seconde  somme  les  valeurs  que  lesdites  inté- 
grales prennent  sur  des  contours  d'intégration  arbitrairement 
choisis,  on  peut,  dans  le  second  membre  de  (2),  remplacer  la  va- 
leur zéro  par  le  système  le  plus  général  de  modules  de  périodicité 


(')  Cela  est  permis,  parce  que  l'existence  de  semblables  coui-bes  résulte  d'une 
simple  numération  de  constantes.  Nous  n'introduisons  d'ailleurs  cette  courbe  que  pour 
faciliter  la  désignation  des  termes  constants  qui  entrent  dans  le  théorème  d'Abel. 


LA   GÉOMÉTRIE   SIR    USE   COURBE    ALGÉnRIQUE.  23 1 

P/t  de  l'intégrale  iih,  P^  satisfaisant  à  la  relation 

(3)  V,,=  2m,Jn-h  7iai/iH-92«2/i-+-.-  •  +  7/>«p/n 

et  il  nous  faut  faire  cette  substitution  si  nous  voulons  avoir  tous 
les  systèmes  de  points j)^^'^  On  trouve,  en  divisant, par  /•  (*), 

i—l  1=1 

{h  =  l,  2,   ...,/?), 

relation  où,  au  second  membre,  ne  figurent  que  des  grandeurs  con- 
nues, en  sorte  que  ces  équations  sont  celles  du  problème  de  l'inver- 
sion, problème  qui  est  en  général  résoluble  pour  m'^n  —  3,  quelle 
que  puisse  être  la  nature  des  grandeurs  Vh  qui  entrent  dans  les 
équations  (29)  (p.  220).  On  voit  aussi  par  là  que,  par  un  choix 
déterminé  des  modules  de  périodicité  P^,  le  système  des  p  points 
j'^'^,  et  conséquemment  aussi  la  courbe  de  contact  cherchée,  peut 
être  déterminé  sans  ambiguïté  au  moyen  du  problème  de  l'inver- 
sion. Mais  les  points  obtenus  j^'^  ne  varient  pas  si  l'on  augmente 
ou  si  l'on  diminue  simultanément  les  quantités  Pa  de  /■  fois  un 
système  de  modules  de  périodicité,  car,  dans  cette  circonstance, 
les  valeurs  des  fonctions  0  que  l'on  a  à  employer  dans  le  problème 
de  l'inversion  ne  subissent  absolument  aucune  modification.  Il 
suffit  donc,  pour  obtenir  toutes  les  courbes  de  contact  possibles, 
d'assigner  aux  nombres  entiers  m^,  mo,  .  .  • ,  nip^  c/j,  q^i  •  •  •?  (Jpj 
qui  entrent  dans  les  fonctions  P^,  les  valeurs  o,  i ,  ...,/•  —  1 .  On 
obtient  ainsi  r'-P  systèmes  de  grandeurs  Pa  et  conséquemment 
aussi  un  nombre  pare?il  de  courbes  de  contact  :  Le  problème  pro- 
posé a  r-P  solutions  [^).  Parmi  les  courbes  de  contact  trouvées  est 

(')  Si  l'on  voulait  choisir  autrement  les  limites  inférieures  c''^  les  seconds 
membres  de  ces  équations  ne  varieraient  que  de  quantités  constantes.  Soient,  par 
exemple,  c '',  c^'',  ...,  c'''''  les  autres  points  de  rencontre  d'une  courbe  C,„  passant 
par  les  points  d-'\  et  soit  z  un  point  quelconque  de  la  courbe,  on  obtiendrait,  à  la 
place  de  (2), 

'  =  /'  (i)  '  =  '7'  '  =  ^  ri) 

i  —  i  i  =  l  i  =  \ 

[*)  On  peut   eifectuer   par  extraction  de   racines   la  résolution  de  l'équation   du 
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encore  en  particulier  comprise  celle  supposée  connue  qui  est  tan- 
gente aux  points  c^'K  On  l'obtient  en  attribuant  simultanément  à 
tous  les  nombres  nii,  qi  la  valeur  zéro. 

Les  r-P  systèmes  correspondants  de  chacun  p  points  de  con- 
tact j)^  occupent  les  uns  par  rapport  aux  autres  une  situation  très 
digne  d'attention.  Si  l'on  distingue  par  l'addition  d'indices  supé- 
rieurs 7'  systèmes  de  l'espèce  en  question  choisis  arbitrairement 
(en  sorte  que  les  points  de  ces  systèmes  soient  respectivement  àé- 
signés  par  j^*'\j  (2*)^  ,,,^jiri)^  et  les  valeurs  correspondantes  P^ 
par  Py,  P^-',  ....  P^'^'),  et  que  l'on  ajoute  les  expressions  corres- 
pondantes (4),  on  obtient,  pour//  =  1,2,...,/^, 

(5)  y  r  du„+s  r  ./„,^+...+yr  du„+s  r\in,~-s 

'  =  1  i  = 1  1  =  1  1  =  1  1  =  1 

Si  donc  on  détermine  les  nombres  m,  q  qui  entrent  dans  les  quan- 
tités P^  de  telle  façon  que 


(6) 


m\\  '  +  /?^^f'  +  .  .  .  -I-  w^/'  ^  o     (  mod,  r 
q'iV  -4-  <?/."  +  •  •  •  +  7/r  =  o     (mod.  r] 


on  peut  poser  zéro  au  lieu  du  second  membre  de  (5),  et  cette 
équation  exprime  alors  que  les  ;•  systèmes  de  points  de  contact  j- 
sont  situés  avec  les  points  donnés  x  sur  une  courbe  adjointe  du 
^^^ièrae  oi.(^re.  Il  est  visible,  d'après  (6),  que,  parmi  les  /'systèmes, 
/•  —  I  peuvent  être  choisis  arbitrairement,  le  r'^'"^  se  déterminant 
conformément  aux  lois  du  problème  d'inversion  de  Jacobi.  On  a, 
par  suite,  ce  théorème  : 

Si  l'on  fait  passer  une  courbe  adjointe  du  //i"'""^  ordre  par  les 


degré  r-P  correspondante,  si  l'on  considère  comme  résolu  un  problème  spécial 
de  division  en  parties  égales,  qui  prend  naissance  lorsque  dans  (4)  on  fait  coïn- 
cider les  a  avec  les  x,  d'une  façon  analogue  à  ce  qui  se  produit  pour  les  fonctions 
elliptiques.  {Voir  Clebsch  et  Gordan,  op.  cit.,  p.  235  et  suiv.)  Dans  des  cas  particu- 
liers (par  exemple  pour  des  courbes  à  modules  spéciaux),  il  peut  se  présenter  un 
nombre  infini  de  solutions.  Il  résulte  en  particulier  du  théorème  du  texte  qu'il 
existe  r'^P  courbes  d'ordre  «  —  2  passant  par  les  autres  n  —  2  points  d'intersection 
d'une  tangente  de/  et  louchant  encore  cette  dernière  courbe  en  p  points  (p.  225). 
Mais  nous  verrons  plus  tard  que  certaines  de  ces  courbes  C„_2  se  décomposent  en  la 
susdite  tangente  et  en  une  courbe  C„_3. 
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1  points  donnés  et  par  r  —  i  systèmes  de  points  de  contact,  cette 
courbe  passe  encore  par  un  r"""''  sjnème  (  '  ). 

Dans  le  problème  précédent,  nous  ferons,  parmi  les  points 
donnés  dont  le  nombre  sera  supposé  supérieur  k  [>.r  [\x  étant  un 
nombre  entier),  coïncider  [i  fois  /'  points,  en  sorte  que  les  autres 
X  —  (x/'  points  soient  seuls  donnés  ;  alors  se  présente  le  problème 
indéterminé  qui  suit  :  Une  courbe  adjointe  d'ordre  m  doit  passer 
par  l  —  fx/'  =  jun  —  E a^i ( i  —  i )  —  {p  -^  l^)''  points  donnés  sur  la 
courbe  primitive  du  n''""^  ordre,  et  avoir,  en  outre,  en  p-^  y.  points 
un  contact  d'ordre  r —  i  avec  cette  courbe. 

Ce  problème  est,  en  général,  pour  le  cas  de  m'^  n  —  3,  réso- 
luble comme  le  précédent;  p.  points  de  contact  restent  encoi'e  ar- 
bitraires, mais  les  p  autres  sont  alors  déterminés  (d'après  le  pro- 
blème d'inversion  de  Jacobi).  On  peut  donc  faire  passer  par  les 
points  donnés  un  nombre  (x  fois  infini  de  courbes  de  l'espèce 
cherchée,  et  encore  r^P  différents  si  /ut  points  de  contact  sont  pris 
arbitrairement.  Si  l'on  part,  dans  ce  dernier  cas,  de  l'une  des 
r-P  courbes,  pour  laquelle  le  système  de  périodes  qui  figure  dans 
les  équations  (4)  sera  supposé  avoir  la  valeur  P)^,  et  qu'on  fasse 
prendre  successivement  sur  la  courbe  primitive  aux  fz  points  arbi- 
bitrairement  choisis  toutes  les  positions  possibles  (le  nombre  de 
celles  qui  sont  différentes  étant  infini  d'ordre  ^j.),  on  obtient  oo  '* 
autres  courbes  de  contact,  et  à  toutes  celles-ci  répond,  dans  les 
équations  (4),  le  même  système  de  périodes  P^.  Et,  par  la  varia- 
tion des  [JL  points  en  question,  on  ne  peut  arriver  à  aucune  autre 
courbe  qui  soit  donnée  par  un  autre  système  de  périodes;  car  ces 
derniers  systèmes  sont  complètement  distincts,  et  caractérisés  in- 
dépendamment des  y.  points  mobiles.  Toutes  les  courbes  que  l'on 
peut  ainsi  déduire  par  un  procédé  continu  forment  ce  qu'on  ap- 


(')  Il  se  peut  que,  par  suite  de  situations  spéciales  des  >  points  donnés,  plusieurs 
des  premiers  systèmes  coïncident  par  groupes;  mais  il  peut  aussi  arriver  que  le  r'*""" 
système  se  confonde  avec  l'un  des  premiers.  Cette  dernière  circonstance  se  produit 
toujours  au  cas  de  r  =  2,  parce  que  p  points  d'intersection  sont  précisément  déter- 
minés par  les  autres;  on  ne  peut  donc  plus  faire  passer  par  les  ).  points  et  par  l'un 
des  r'P  systèmes  qu'une  seule  courbe  adjointe.  Celte  courbe  unique  est  précisément 
alors  la  courbe  de  contact  trouvée.  Si  [s.  systèmes  se  confondent,  la  nouvelle  courbe 
C^  a,  aux  points  dont  il  s'agit,  un  contact  d'ordre  //  — i  avec/=  o. 
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pelle  un  système  de  courbes  de  contact  (*).  Nous  pouvons,  en 
conséquence,  énoncer  le  théorème  suivant  : 

On  peut,  pour  m^  n  —  3,  déterminer  un  nombre  infini  de 
courbes  adjointes  du  m'^"**  ordre  ayant,  avec  la  courbe  primitive 
de  la  question,  un  contact  d'ordre  r  —  i  en  p  +  fi  points,  le  reste 
des  points  d' interseciioji  étant  supposé  connu  et  {xr  étant  é^al  ou 
inférieur  à  nin  —  HaiH^i  —  i)  —  rp.  Ces  courbes  se  partagent  en 
r'-P  systèmes,  complètement  séparés,  et  tels  qu'il  est  impossible 
d'arriver  d'une  façon  continue  d'une  courbe  d'un  système  à  une 
courbe  d'u/i  autre  système  en  ne  passant  que  par  des  courbes  de 
contact. 

Soit  maintenant  donnée  une  courbe  adjointe  d'ordre  m  ayant, 
en  p  -h  [j.  points  c^'^,  un  contact  d'ordre  /■  —  i  ,et  passant  par  X  —  ^r 
points  fixes  «^'^  ;  nous  avons 

j  =  I  i  =  1 

Considérons  actuellement  /•  courbes  du  même  système  (pour  les- 
quelles Pa  a  conséquemmentlamême  valeur),  et  ajoutons  les  équa- 
tions correspondantes;  il  vient  semblablement  aux  équations  (5) 


^p. 


Par  conséquent,  les  points  de  contact  de  r  courbes  de  contact 
d'un  même  sj  stènie  sont  toujours  situés  sur  une  courbe  adjointe 
du  ni^''""^  ordre  qui  passe  par  les  points  fixes  donjiés. 

Dans  le  cas  précédemment  traité,  on  obtient  en  outre  la  propo- 
sition qui  suit  : 

Si,  par  les  points  donnés  et  par  r  —  i    systèmes  chacun  de 


(')  Cette  notion  a  été  introduite  dans  la  Géométiie  par  Hesse  et  appliquée  par  lui 
aux  courbes  du  troisième  et  du  quatrième  ordre  {Journal  de  Crelle,  t.  49;  i»o/>  aussi 
p.  58  et  suiv.  et  p.  47).  Nous  mentionnerons  incessamment  différents  exemples  pour  le 
cas  de  «  =  4-  Pour  n  =  3,  m  =  2,  voir  t.  II,  p.  266  et  suiv. 
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p  -h  [J-  points  de  contact  appartenant  à  des  .systèmes  identiques 
ou  différents  de  courbes  de  contact,  on  mène  une  courbe 
adjointe  du  m'^'"^  ordre,  celle-ci  passe  toujours  par  un  /''""''  sjs- 
tèjne. 

La  proposition  ci-dessus  (p.  232  et  suiv.)  pedt  être  envisagée 
comme  un  cas  particulier  du  présent  théorème. 


inn 


Sont  particulièrement  intéressants  les  cas  dans  lesquels  le  nombre 
—  'Zy.ii[i  —  i)  est  divisible  par  r,  de  telle  sorte  que 


mn  —  I.ciii[i  —  i  )  =  [/j  -h  u)r. 

Alors  se  présentent  des  courbes  de  contact  adjointes  ayant, 
avec  la  courbe  primitive^,  un  contact  d'ordre  /■  —  i  partout  où 
elles  la  rencontrent  (les  points  singuliers  de /"  exceptés),  et  les 
systèmes  qui  prennent  naissance  dépendent  uniquement  de  la 
courbe  primitive  elle-même  et  de  l'ordre  m  de  la  courbe  de 
contact;  ils  ne  sont  donc  plus  caractérisés  en  outre,  comme 
précédemment,  par  certains  points  particuliers  choisis  arbitrai- 
rement sur  la  première.  Le  nombre  des  systèmes  distincts  peut 
ici,  suivant  les  cas,  différer  de  celui  indiqué  par  le  nombre  r'-P, 
les  autres  propositions  trouvées  plus  haut  continuant  à  être 
exactes. 

Admettons  en  effet  que  le  nombre  M[=  m/i  —  'Zoiii[i —  i)]  des 
points  d'intersection  mobiles  d'une  courbe  adjointe  C,„  ait,  avec 
/•,  un  facteur  commun,  en  sorte  que  M  =  M'.5,  }•  =  }■'. s,  d'où 
aussi  r'[p  -+-  y.)  =  M',  M',  /'  étant  des  nombres  premiers  entre  eux. 
Aussi  souvent  que  tous  les  nombres  m,  q  entrant  dans  les  quan- 
tités P^  renferment  le  facteur  .?,  on  a 

^P/^=^Pk       (Ä=,,  2,.  ..,/.), 

les  P^  étant  des  expressions  analogues  aux  P^.  On  a  constamment 
alors 

r/«/,  +  ...+  du,     =o      (niod.  P;j, 

c«)  Jc'P+'f-)  J 

et  cette  équation  nous  apprend  que  la  courbe  répondant  aux  j^  ^'> 
a  un  contact  non  d'ordre  ;• —  i ,  mais  seulement  d'ordre  ;' —  i ,  et 
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n'intervient  conséquemment  dans  la  question  que  parce  que, 
comptée  s  fois,  elle  représente  une  courbe  improprement  dite 
ayant  un  contact  d'ordre  /• — i.  En  faisant  abstraction  de  ces 
courbes  exceptionnelles  et  observant  que,  d'après  ce  qui  précède, 
le  nombre  de  tels  systèmes  particuliers  est  égal  à  /'^^  (*),  on  ar- 
rive à  ce  théorème  : 

Si  le  nombre  total  M  des  points  d'intersection  mobiles  d'une 
courbe  adjointe  du  m"""''  ordre  (m  èla/it  supérieur  à  n  —  3)  est 
égal  à  [p -i- p-)r,  il  existe  des  sj  sternes  de  courbes  de  contact 
ayant,  as^ec  la  courbe  primitii^e,  un  contact  d'ordre  r  —  i  en 
p -{- y-  points  dont  p.  sont  quelconques.  Si  l'on  a.  M  =  M' .  jf, 
/•  =  /'.s,  ]M',  /•'  étant  des  nombres  premiers  entre  eux,  le  nombre 
de  ces  systèmes  est  égal  à  r-P —  r'-P ;  dans  le  cas  seulement  où,  M 
et  r  sont  des  nombres  premiers  entre  eux,  le  nombre  des  systèmes 
dont  il  s' agit  est  égal  à  r-P. 


On  devra,  en  général,  supposer  que  le  nombre  /'  est  de  la  forme 
/•"%  r^' ,  . ,  .  ;  7-,, /'a,...  étant  des  nombres  premiers,  et  alors, 
suivant  le  caractère  de  ce  nombre  /',  il  se  présente  encore  d'autres 
particularités,  mais  nous  ne  développerons  pas  ici  ce  sujet  (2), 
parce  qu'il  s'agit  uniquement  de  distinctions  prolixes  et  non  de 
recherches  nouvelles.  Au  résultat  trouvé  en  dernier  lieu  se  ratta- 
chent diverses  propositions  relatives  aux  cas  où  les  points  de  con- 
tact de  plusieurs  courbes  de  contact  sont  situés  encore  ensemble 
sur  une  courbe  adjointe.  Ces  propositions  sont  encore  vraies  alors 
même  qu'on  ne  considère  pas  des  courbes  de  contact  d'ordre  égal. 
En  effet,  si  M'  /•',  ^\  M",  /■",  /,  ...  ;  W^\  r^^l ,  yM^  désignent  les 
nombres  qui  correspondent  aux  différentes  courbes  de  contact 
considérées  ensemble  [en  sorte  que  M^'^  =  [p  -\-  [jM^)?-'-'^'],  il  suffit 


(•)  Si  un  semblable  système  est  formé  par  des  courbes  adjointes  d'ordre  n  —  3  ou 
d'un  ordre  moins  élevé,  sa  multiplicité  peut  être  supérieure  à  /jl,  p  —  i  points  seule- 
ment ou  un  plus  petit  nombre  étant  déterminés  par  le  problème  d'inversion  (p.  227 
et  suiv.).  Ainsi,  par  exemple,  il  existe,  pour  une  courbe  du  quatrième  ordre  C^,  2° —  i 
systèmes  distincts  de  courbes  proprement  dites  C3  en  nombre  simplement  inlini  dont 
chacune  a  avec  C,  quatre  contacts  du  premier  ordre;  en  même  temps  se  présente  le 
système  des  droites  comptant  double,  or  ce  dernier  se  compose  d'un  nombre  double- 
ment infini  de  courbes. 

('}   Foir  Clebsch  et  Gordan,  op.  cit.,  p.  242  et  suiv. 
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que  les  équations 

soient  satisfaites  pour  que  les  pp-v-'Z^^^'>  points, de  contact  des 
courbes  ayant  respectivement  M',  M",  . .  . ,  M^e^  points  d'intersec- 
tion mobiles  soient  situés  sur  une  nouvelle  courbe  adjointe.  On 
suppose  ici  que  le  nombre 

pp  -\-  il'  -^  il"  -Jr  .  .  .-\-  p(p) 

peut  être  fait  égal  à 

hn  —  ^ot.ii[i  —  i), 

h  étant  précisément  l'ordre  de  cette  nouvelle  courbe.  Nous  n'at- 
tirerons l'attention  que  sur  un  seul  exemple  des  nombreuses  pro- 
positions qui  découlent  de  cette  source. 

Pour  le  cas  où  M  devient  égal  à  pr,  nous  obtenons,  par  les  théo- 
rèmes précédents,  des  classes  de  courbes  de  contact  complètement 
déterminées,  dont' aucun  point  de  contact  ne  peut  plus  être  choisi 
arbitrairement.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  «=4i 
p  =  3,  m  :=  3  (d'où  M  =  12),  /•  =  4}  et  nous  obtenons  immédia- 
tement ce  théorème  : 

Il  existe  4®=  4096  courbes  du  troisième  ordre  ayant  en  trois 
points  un  contact  du  troisième  ordre  ai>ec  une  courbe  donnée  du 
quatrième  ordre  sans  point  double. 

Si  l'on  désigne  ici  les  nombres  correspondant  aux  différentes 
courbes  de  contact  qui  entrent  dans  les  systèmes  de  périodes  Pyi 
par  des  indices  supérieurs,  les  points  de  contact  de  trois  courbes 
sont  toujours  situés  sur  une  nouvelle  courbe  du  troisième  ordre 
lorsque 

^'ii  +  "4  +  '"a  +  ^hi  =  o     (  n»od.  4 ), 
ÎA  H-  4'h  +  (("h  +  9a  =  o     (mod.  4). 

Les  courbes  du  troisième  ordre  ainsi  obtenues  se  groupent  en 
trois  classes.  Les  courbes  de  la  première  classe  ont  un  contact 
simple  aux  points  de  contact  de  deux  des  courbes  trouvées,  celles 
de  la  seconde  classe  ont  un  contact  simple  aux  points  de  contact 
d'une  courbe  et  passent  par  les  points  de  contact  de  deux  autres, 
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enfin  celles  de  la  troisième  classe  passent  par  les  points  de  contact 
de  quatre  courbes  différentes. 

On  obtient  la  première  classe  en  prenant  deux  fois  deux  des 
nombres  m,  q  égaux  entre  eux,  en  posant  par  exemple  Tn'=iï^"^ 
m"=  77z"",  q'  =z  q'"^  q"  =  q"" ,  cequi  entraîne  l'existence  des  équations 

2(w;,+  m;)  =  o,     2(7;,-t-ç;)  =  o     (mod.  4). 

La  deuxième  classe  s'obtient  en  choisissant  m'"  égal  à  m"",  et  m'  et 
m"  différents,  en  sorte  que 

i^'h  +  '"'h  -+-  2  ml  =  o,     ç),  4-  <7a  +  2  7/»  =  o     (  mod.  4 ) . 

Au  contraire,  dans  la  troisième  classe,  il  faut  prendre  les  quatre 
nombres  m,  q  tous  différents. 

A  la  classe  des  problèmes  coniplètenient  détenninés  appartient 
aussi  le  suivant  qui  présente  une  importance  considérable  pour  la 
géométrie  sur  la  courbe  /',  ainsi  que  pour  le  problème  de  l'inver- 
sion des  intégrales  abéliennes,  mais  se  distingue  des  questions 
traitées  jusqu'ici  en  ce  qu'il  s'agit  à  présent  de  courbes  du 
(n  —  3yème  Qjdj-e^  Nous  serons  conduits  ensuite  par  la  succession 
des  idées  à  des  considérations  relatives  aux  tangentes  doubles  de 
la  courbe  générale  du  quatrième  ordre  et  à  la  situation  des  points 
a^'^  qui,  dans  le  problème  de  l'inversion,  ont  été  choisis  conformé- 
ment à  la  nature  de  la  question  pour  limites  inférieures  de  l'inté- 
grale. Il  s'agit,  dans  le  problème  que  nous  abordons,  de  construire 
une  courbe  adjointe  du  [n  —  "^y^me  Qj-dj-Q^  telle  quelle  ait  un 
contact  simple  en  p  —  i  points  avec  la  courbe  donnée  d'ordre  n 
et  de  genre  p. 

Nos  notations  précédentes  continuante  être  observées,  les  équa- 
tions entre  les  intégrales  auxquelles  conduit  ce  problème  se  repré- 
sentent de  la  manière  suivante,  R^  désignant  une  combinaison 
numérique  entière  des  périodes  (*) 

(7)  /        du,,+  \        du„  +  ...-h  du;,~--R,, 

Jcii}  Jc^%  Jép-i)  '' 


(')  Une  courbe  de  cette  espèce  ayant  pour  points  de  contact  c''^  est  présupposée 
connue.  {Foir  la  note  de  la  page  280.) 
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Le  nombre  de  ces  équations  est  supérieur  d'une  unité  à  celui  des 
inconnues.  Elles  sont  toutefois  compatibles,  car  il  existe  une  re- 
lation entre  les  sommes  des  intégrales  Uh  si  leurs  points-limites 
supérieurs  sont  situés  sur  une  courbe  adjointe  G„_3  ;  et  cette  rela- 
tion, comme  il  a  déjà  été  mentionné  plus  haut  (p.  a'aS),  est  donnée 
par  l'évanouissement  identique  de  la  fonction  <r)[vi, .  .Vp),  oix     - 


«'A 


=      >       /        dui,+   \       du,,, 

■4-J    Jc/ß)  Juir) 


les  a^'^  désignant  encore  les  points  de  contact  de  la  courbe  C„_2 
qui  répond  à  [x  suivant  un  mode  déterminé  (p.  aaS),  tandis  que 
[j.  est  quelconque.  Or  la  tangente  de  f*,  ensemble  avec  la  courbe 
G«_3  dont  les  points  de  contact  c^'^  figurent  dans  les  limites  infé- 
rieures de  (7),  forme  également  une  adjointe  Grt_2  qui  passe  par 
les  autres  n  —  2  intersections  de  cette  tangente  avec/j  et,  par  con- 
séquent, a  deux  points  communs  avec  la  courbe  partout  où  elle  la 
rencontre  encore.  Il  doit  donc  exister  un  certain  système  Qa  de 
modules  de  périodicité  pour  lequel,  d'après  le  théorème  d'Abel, 

du,,  -h  du,, -h... -h  du,,  4-  /         du,,  =  -  Q„. 

cil)  Jcf2)  Jép-i)  J  ij.  2 

Les  arguments  Vf,  des  fonctions  0  récemment  mentionnées  devien- 
nent, eu  égard  à  (7), 

2            2 
Si  donc  les  équations  (7)  doivent  avoir  lieu  simultanément,  il 
faut  qu'il  y  ait  évanouissement  de  la  fonction  0  I  -  R^ Q^  )   ou 

0(-Pä|)  si  l'on  pose  P^=  R^  —  Q^,   en  sorte  que  Pa   désigne 

encore  un  système  de  périodes.  Or,  des  propriétés  de  périodicité 
des  fonctions  0  résulte  immédiatement  ce  théorème    (')   que  la 

fonction  Q[-Vh\  s'annule  toujours  et   en   général  uniquement 


(')  Voir  Clebscii,  loc.   cit.,  §  8,   et  entre  autres  auteurs  Clebsch  et  Gobdax,  op. 
cit.,  p.  260,  ÎNeumak.n,  op.  cit.,  p.  S;. 
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lorsque  ses  arguments  sont  un  des  systèmes  de  demi-périodes 

I  I   V 

1  2 

pour  lesquels  la  somme  muq  i-\-  m^q^-h  .  .  .  +  nipqp  est  un  nombre 
impair,  c'est  à-dire  pour  lesquels  on  a 

(lo)  rn^qy^  m=^q^-\- .  .  .-^  m^,q^,■=zoM.-^\. 

Il  y  a  donc  autant  de  fonctions   0(-Pa|    s'évanouissant  que 


l'équation  (lo)  a  de  solutions  entières.  Pour  trouver  le  nombre  de 
ces  dernières,  admettons  que  Ä'  des  nombres  m  soient  égaux  à 
zéro,  et  que  les  p  —  Ä"  autres  soient  égaux  à  i  ;  les  nombres  q  qui 
répondent  aux  premiers  nombres  m  peuvent  alors  être  zéro  ou 
l'unité,  ce  qui  donne  2*  combinaisons.  Mais  la  somme  des  autres 
nombres  q  doit  être  impaire,  c'est-à-dire  que  l'un  d'eux  est  tou- 
jours déterminé  par  les  p  —  h  —  i  autres.  Ces  autres  nombres 
peuvent  donc  encore  être  choisis  de  iP~^~'^  manières  difFérentes; 
autrement  dit,  il  existe,  dans  ce  cas,  iP~-  systèmes  des  quantités  q. 
Suivant  la  manière  dont  parmi  les  p  nombres  nih  on  choisit  les  Ix 
qui  doivent  être  nuls,  on  a 

i  .1.  .  .k 
différents  cas,  et  par  conséquent  en  tout 

l  .1.  . .k 

systèmes  des  nombres  m,  q  pour  une  valeur  donnée  de  h.  Enfin  k 
peut  prendre  les  valeurs  o,  i,  .  .  .,/>  —  i;  le  nombre  total  des  so- 
lutions possibles  est  donc 

2'^-»  11  +  -  +^  '  -f  ...H-/J  I  =^''-HlP—i]. 


r    p    pip  —  f^  1 


C'est  là  conséquemment  le  nombre  des  systèmes  P^  des  demi- 
modules  de  périodicité  pour  lesquels  la  fonction  0  (  -  P^  )  s'an- 
nule. 
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Nous  avons  posé  Pa=  R^ — Q_h,  Qa  étant  complètement  déter- 
miné par  l'équation  (8),  puisque  Q^^  dépend  uniquement  des 
points  c''^  et  a^'^  A  chacun  des  2^"' (2/' — 1)  systèmes  de  valeurs 
P^  répond  par  conséquent  un  système  complètement  déterminé 
de  périodes  Ra  à  l'égard  duquel  les  équations  (  'j^  peuvent  avoir 
lieu,  et  par  suite  aussi  un  système  entièrement  déterminé  de  points 
de  contact  j^'^  d'une  courbe  adjointe  C„_3.  Nous  avons  donc  ce 
théorème  : 

//  existe  iP~^  [iP — i)  courbes  adjointes  du  [n  —  3)"""e  ordre 
simplement  tangentes  à  la  courbe  f=  o  en  p  —  i  points. 

Ces  courbes  se  déterminent,  si  nous  résumons  les  explications 
précédentes,  au  moyen  des  équations 


{^y 


\       /       (lu,,  +  /      cla,r^  ^  V,,      (//  =  I,  2, 


dans  lesquelles  p  et  a^'^  ont  les  significations  connues  (p.  aaS)^ 
et  qui  sont  compatibles  lorsque  les  nombres  entiers  m,  q  qui 
entrent  dans  les  quantités  P^  satisfont  à  l'équation  (10). 

On  remarque  immédiatement  que  les  équations  (11)  se  tirent  des 
équations  (p.  23 1) 

'  =  /-" 
(12)  Sr    du,  =  \v„     {/t  =  i,o.,...,p), 

I  =  l 

si  l'on  fait  coïncider  un  des  points  j^'^  avec  le  point  p.  Ces  der- 
nières équations  déterminent  d'ailleurs  en  premier  lieu  les  -x^p —  i 
courbes  de  contact  adjointes  du  (n  —  a^ème  Q^àre  qui  passent  par 
les  n  —  2  autres  points  de  rencontre  de  la  tangente  de  i»-  si  l'une  de 
ces  courbes  (dont  les  points  de  contact  sont  a^'^  )  est  connue.  Mais, 
comme  chacune  des  courbes  trouvées  C«_3,  tangentes  en  yy  —  i 
points,  forme,  ensemble  avec  la  tangente  de  f*,une  courbe  C/i_2  de 
l'espèce  précitée,  il  n'y  aura  plus  que 

22/,  _  ^,,-\  (  2/»  —  I  )  =  2/^-1  (  2/'  -f-  I  ) 

courbes  C«_2  non  décomposables  dont  les  points  de  contact  salis- 
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font  aux  équations  (12).  Nous  avons  par  suite  le  théorème  suivant, 
qui  complète  le  précédent  : 

Il  existe  iP'*  (2^+1)  courbes  adjointes  du  [n—  '}.)''""''  ordre 
passant  par  les  n  —  2  points  où.  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque [>.  rencontre  la  courbe  /—  o  et  simplement  tangentes  à 
f=  o  en  p  points. 

On  trouve  les  points  de  contact  de  ces  courbes  au  moyen  des 
équations  (12)  en  mettant  pour  les  quantités  P^  tous  les  systèmes 
de  modules  de  périodicité  pour  lesquels  l'équation  (10)  n'est  pas 
satisfaite,  c'est-à-dire  pour  lesquels 

m^q^A-  m^q^  +  ...-\-m,,qp~lli  (»). 

Parmi  eux  est  compris  en  particulier  le  système  pour  lequel 
mi=  qi=o,  corrélatif  à  la  courbe  tangente  aux  points  «('^eux- 
mêmes  qui  est  caractérisée  entre  les  autres  courbes  C„_2  par  le 
choix  du  système  employé  de  modules  normaux  de  périodicité 
(p.  227,  note  i).  La  recherche  effective  des  différents  systèmes  de 
points  de  contact  est  réalisable  par  une  équation  du  degré 
^P~*  (2P-\-i);  mais  il  est  à  remarquer  que  les  racines  de  cette 
équation  peuvent  s'exprimer  rationnellement  par  les  racines  de 
l'équation  du  degré  o.p~^[iP — i)  dont  dépend  la  détermination  des 
courbes  adjointes  C,j_3  tangentes  en  p  —  i  points,  ainsi  qu'il  est 
enseigné  dans  la  théorie  delà  division  des  fonctions  abéliennes  l^). 
De  même  que  les  courbes  de  contact  du  [n —  2)'^""^  ordre  ré- 
pondant au  point  p  se  répartissent  en  deux  classes  complètement 
distinctes,  de  même  tous  les  systèmes  de  courbes  de  contact  ad- 
jointes qui  touchent  la  courbe  primitive  partout  où  elles  la  ren- 
contrent se  séparent  en  deux  classes  différentes,  et  les  systèmes 
de  l'une  de  ces  classes  sont  en  relation  spéciale  avec  les  iP~^  (iP —  i  ) 


(')  Un  système  de  nombres  qui  satisfait  à  cette  relation  est  appelé  un  système  âè 
caractéristiques  pair ,  tandis  que  les  nombres  satisfaisant  à  (lo)  forment  un  système 
de  caractéristiques  impair.  Comme  nous  le  verrons  pour  le  cas  de  /j  =  3,  il  existe 
entre  les  nombres  de  ces  systèmes  d'assez  nombreuses  relations,  qui  sont  interprétées 
dans  la  géométrie  par  le  groupement  des  courbes  €„_,  et  C„_j.  La  théorie  des  carac- 
téristiques a  été  particulièrement  étudiée  par  Sciiottky  dans  l'Ouvrage  cité  (p.  i35). 

(  'J  Voir  Clebsch  et  Gordan,  op.  cit.,  p.  266  et  suiv. 
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groupes  de  points  de  contact  des  courbes  adjointes  G«_3.  Suppo- 
sons en  effet  qu'une  courbe  adjointe  coupe  la  courbe  primitive, 
abstraction  faite  des  points  singuliers  de  cette  dernière ,  en 
M  =  2pt  points,  et  qu'une  semblable  courbe  touche  la  courbe  pri- 
mitive en  a^*\  a^-\  .  . .  a^'^^  \  alors,  pour  les  autres  2-/' — i  systèmes 
de  courbes  de  contact  ont  lieu  les  équations 

du,,  +  /         du,,-^...-^  \        du^=- R/„ 

ad)  Ja^%  Ja^V-)  ^ 

Ra  désignant  un  système  quelconque  de  périodes.  Actuellement 
nous  attribuerons  aux  nombres  entiers  qui  entrent  dans  R^  des 
valeurs,  telles  que  les  équations  (7)  puissent  aussi  avoir  lieu;  il 
viendra  alors,  si  nous  entendons  par  R^  les  mêmes  grandeurs  dans 

(i3)et(7), 


i4)  \  /     du,,-^   y     I     duh^o 

4mJJa(i)  4^     Jc(i) 


Si  donc  le  nombre  ^-\-p  —  \-\-^aii[i  —  i)  est  divisible  par /z  (^  ), 
les  points  x^'^  et  y^'-^  sont  encore  situés  sur  une  courbe  adjointe, 
ou,  en  d'autres  termes,  le  groupe  des  points  x^'^  est  résiduel  du 
groupe  des  points  j^'^  (t.  II,  p.  iSj).  Nous  avons  donc  ce  théo- 


rème 


Parmi  les  i-p  systèmes  de  courbes  de  contact  adjointes^  qui 
sont sim.plem.ent  tangentes  à  la  courbe  primitive f  eîi  ^points,  et 
ne  la  rencontrant  plus  ailleurs,  les  points  singuliers  exceptés, 
il  en  existe  toujours 

[^  -{- p  —  I  -i-  ^ocii[i  —  i)  étant  égal  à  /in], 


(')  Dans  le  cas  contraire,  les  points  a:''',  j-'''  seraient  situés,  avec  un  certain  nombre 
de  points  fixes,  sur  une  courbe  adjointe,  et  avec  ces  mêmes  points  fixes  se  trouve- 
raient les  points  «''^  et  c^''  sur  des  courbes  adjointes.  Si  l'on  a  p  =-{u  —  i)(«  —  2  ) 

et  2/A  =  mn,  il  vient  k  =  -[m-\-  n  —  3);  il  faut  donc  que  l'un  des  nombres  /«,  «  soit 

pair  et  l'autre  impair;^ si  ici  /n(  =  2v)  est  le  nombre  pair,  parmi  les  2"*  systèmes  st 
compris  celui  des  courbes  du  v'*"""  ordre  comptant  double. 

16, 
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uP~*  (2P —  1),  tels  que  le  groupe  des  points  de  contact  de  chaque 
courbe  du  système  est  situé,  as^ec  les  p  —  i  points  de  contact  d'une 
courbe  déterminée  faisant  partie  des  précédentes  courbes  de  con- 
tact du  [n  —  Z)"""''  ordre,  sur  une  courbe  adjointe  d'ordre  h. 
Si,  au  contraire, 

l/.  -+■  p  -\-  'Lv.ii[i  —  I )  ^=  ^'"^» 

il  existe  parmi  les  i-p  systèmes  précités,  ainsi  qu'on  le  reconnaît 
d'une  manière  analogue,  2^~*(2/'+i)  systèmes,  tels  que  leurs 
points  de  contact  sont  situés,  avec  les  p  points  de  contact  d'une 
des  courbes  C«_2  ci-dessus,  sur  une  courbe  C/j. 

Si  nous  prenons,  par  exemple,  Ji  =  4,  /^  =  3,  les  courbes  C„_3 
relatives  à  ce  cas  sont  données  par  les  ^-[1^  —  i)  =  28  tangentes 
doubles  de  la  courbe  C4.  Que  l'on  fasse  maintenant  passer  par  les 
points  de  contact  de  l'une  de  ces  tangentes  doubles  un  système  de 
coniques  ;  ces  dernières  déterminent  un  système  de  six  points  mo- 
biles sur  C/,,  et  aux  six  points  de  chacun  des  groupes  Ge  ainsi 
obtenus  une  courbe  C3  peut  avoir  un  contact  simple.  Mais  il  existe 
aussi  des  courbes  C3,  tangentes  partout  en  leurs  points  de  ren- 
contre qui  ne  peuvent  être  déterminées  de  cette  façon. 

Nous  nous  proposons  maintenant  d'appliquer  les  résultats  géné- 
raux obtenus  à  la  recherche  des  tangentes  doubles  d'une  courbe 
du  quatrième  ordre. 

Ainsi  qu'il  vient  d'être  énoncé,  le  nombre  de  ces  dernières,  tel 
au  surplus  qu'il  est  connu  d'après  les  formules  dePliicker,  est  égal 
à  28.  Chacune  d'elles  sera  désignée  par  la  suite  (placée  entre  pa- 
renthèses) des  nombres  correspondants  m,  q  qui  entrent  dans  les 
systèmes  de  périodes  P^  des  équations  (12),  c'est-à-dire  par 


nit,  m.-,,  m 


Ces  nombres  peuvent  être  o  ou  i,  tels  cependant  que  l'on  ait  tou- 
jours 

'"i^i  "+■  "^2(72+ "^sîs  ==i      (mod.  2). 

Si  donc  nous  prenons,  pour  les  quantités  m,  tous  les  systèmes 
possibles  composés  des  nombres  o  et  i,  le  système  o,  o,  o  seul 
excepté,  et  que  nous  déterminions,  conformément  à  l'équation  pré- 


LA   GÉOMÉTRIE   SUR    UNE   COURBE  ALGÉDRIQIE.  24b 

cédente,  les  quantités  correspondantes  <7,  nous  obtenons  les  vingt- 
huit  tangentes  doubles  dans  le  tableau  suivant  : 

(100.100)  (010,010)  (001,001)  (on,  010) 
(100,110)  (010,110)  (ooi,oii)  (oiij^ooi) 

(100.101)  (010, ou)  (001,101)  (011,110) 
(ïoo,iii)  (010,111)  (001,111)  (011,101) 

(101,100)  (110,100)  (111,100) 

(101,110)  (110,101)  (111,010) 

(101,001)  (110,010)  (111,001) 

(101,011)  (110,011)  (  II I ,  I II  ) . 

On  peut  considérer  m  tangentes  doubles  de  cette  espèce  comme 
une  courbe  de  contact  adjointe  décomposable  de  l'ordre  m\  sui- 
vant que  l'on  choisit  le  nombre  m,  il  résulte  alors  immédiatement 
des  théorèmes  généraux  qui  précèdent  une  série  de  théorèmes 
sur  la  situation  respective  des  tangentes  doubles,  dont  la  plu- 
part ont  été  trouvés  par  Hesse  et  Steiner  par  voie  algébrique  ('). 


(')  ^o«>  Hesse  {Journal  de  Grelle,  t.  49,  55  et  59;  Steiner,  ibid.,  t.  49,  et  Cayley, 
ibid..  t.  68).  Des  démonstrations  algébriques  d'autres  propositions  sur  les  tangentes 
doubles,  publiées  sans  démonstrations  par  Steiner,  ont  été  données  par  Clebsch  :  Ueber 
die  Anwendung  der  Abel'schen  Functionen,  etc.,  §  10  {Journal  de  Grelle,  t.  63);  des 
démonstrations  géométriques  l'ont  été  par  Geiser  {Journal  de  Grelle,  t.  73).  Le  der- 
nier paragraphe  de  ce  dernier  Mémoire  doit  être  corrigé  d'après  une  note  de  Frahm. 
{Math.  Jnnalen,  t.  VII,  p.  635.) 

D'après  une  remarque  précédente  (note  i  de  la  page  242),  la  théorie  des  tangentes 
doubles  est  étroitement  liée  à  ce  qu'on  appelle  la  théorie  des  caractéristiques  paires 
et  impaires,  pour  ^  =  3.  Riemann  s'en  était  aussi  occupé;  mais  ses  recherches  n'ont 
été  publiées  qu'après  sa  mort  {Gesammelte  TFerke,  Leipzig,  1876,  p.  4^6)  ;  une  étude 
détaillée  des  caractéristiques  a  été  donnée  par  H.  Weber  dans  l'Ouvrage  cité  (p.  i35). 

Une  question  d'une  autre  espèce  est  celle  de  la  realité  des  tangentes  doubles.  Déjà 
Plücker  avait  montré  qu'elles  peuvent  être  toutes  réelles.  {Foir  sa  Théorie  des  Gourbes 
algébriques).  Toutefois  ses  résultats  numériques  ne  sont  pas  tous  corrects.  Une  expo- 
sition complète  de  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter  (comme  en  général  de  toutes 
les  formes  possibles  d'une  courbe  du  quatrième-  ordre)  a  été  donnée  par  Zeutuen 
{Math.  Annalen,  t.  VU,  p.  4 10).  Sur  la  connexion  de  ces  théories  avec  celle  des 
vingt-sept  droites  sur  une  surface  de  troisième  ordre,  voir  Geiser  [Math.  Annalen, 
t.  I,  et  Zectuen,  ibid.,  t.  VIII).  On  trouve  un  résumé  des  dilTérentes  méthodes  d'expo- 
sition dans  Salmon,  Higher  plane  curves,  art.  25i  etsuiv.  Nous  avons  déjà  fait  observer, 
dans  la  note  de  la  page  64  (t.  II),  que  l'on  peut,  d'après  Hesse,  obtenir  une  courbe 
du  quatorzième  ordre,  déterminant  par  ses  intersections  avec  C^  les  cinquante-six 
points  de  contact  des  tangentes  doubles. 

En  partant  de  la  théorie  des  intégrales  abéliennes,  et  en  étudiant  la  réalité  de 
leurs  périodes  et  la  fixatisn  de  leurs  intégrales  normales,  Klein  a  été  conduit  àdéter- 
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Nous  considérons  d'abord  les  cas  les  plus  simples  où  m  =  2  el 
7n  =  3 . 

Il  existe  (p.  284)  2" —  i  =  63  s}'stèmes  de  coniques  (<)  qui  tou- 
chent C4  en  quatre  points.  Une  semblable  conique  de  contact,  le 
système  de  périodes  qui  la  concerne  étant  déterminé  par  les 
nombres  m,,  m2,  ms,  yj,  </2>  ^3  (avec  la  seule  condition  que  les 
noml)res  /n,  q  ne  soient  pas  tous  égaux  à  zéro,  ces  nombres  pou- 
vant du  reste  prendre  toutes  les  valeurs  o  et  i),  se  décompose  tou- 
jours en  deux  tangentes  doubles 

{m\,  m;,  /«;  ;  q\,  q'^,  q'.^  ),      {m[,  n^,  in\  ;  7';,  q^,  q\). 

lorsqu'on  a,  en  même  temps  (i  =  1 ,  2,  3), 

(i4)  m'i -\- m'i^-^mi,      q\ -{- q'^^E^q^     (mod.  2), 

en  supposant  (toujours  pour  le  module  2) 

(l5)        m\q\-^-^n\q'.,-^n^q'.^^^,      m'[q\-\- m'^q\-\- m.^q\^  i . 

Il  faut  ici,  ou  bien  que  les  nombres  q  ou  bien  que  les  nombres 
m  ne  soient  pas  tous  nuls.  Nous  admettrons  que  l'un  au  moins 
des  nombres  qi,  q^  soit  différent  de  zéro  (au  cas  contraire,  il 
suffirait,  dans  la  détermination  suivante,  de  permuter  les  nombres 
q  avec  les  nombres  m).  Alors,  en  premier  lieu,  les  équations  (i4) 
montrent  que,  pour  des  nombres  donnés  qi,  les  nombres  q\,  ^'^- peu- 
vent être  choisis  de  six  manières  différentes.  Il  existe,  en  effet, 
généralement  huit  combinaisons  qui  satisfont  aux  équations  ci- 
dessus;  mais  de  ces  dernières  il  faut  retrancher  les  deux  dans  les- 
quelles tous  les  nombres  q'  ou  tous  les  nombres  q"  sont  nuls,  ce 
qui  ne  peut  se  présenter  d'après  notre  tableau.  Ces  six  manières 
donnent  trois  couples  de  systèmes  q'i,  q],  parce  que  deux  combi- 
naisons du  même  couple  ne  diffèrent  que  par  permutation  des  q' 
avec  les  q" .  Or,  dans  chacun  de  ces  couples,  il  y  a  au  moins  un 


miner  les  caractéristiques  qu'il  faut  attribuer  à  une  tangente  double  donnée,  si  la 
courbe  est  supposée  donnée  par  une  figure,  et  à  indiquer  les  systèmes  de  coniques 
réelles  qui  touchent  C,  en  quatre  points  {Math.  Annalen,  t.  X,  p.  365,  et  t.  XI, 
p.  293  ).  La  méthode  suivie  par  lui  est  analogue  à  celle  dont  nous  avons  parlé  pour 
les  courbes  C^  où  /;  =  i  (t.  Il,  p.  369). 

(')  Il  faut,  en  effet,  retrancher  des  soixante-quatre  systèmes  trouvés  d'abord  celui 
des  droites  qui  comptent  double.  [Voir  la  note  i  de  la  page  236.) 
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couple  de  nombres  </',  q"  différents  entre  eux  et  qui  ont  consé- 
qucmment  les  valeurs  o  et  i,  de  sorte  que  les  nombres  d'un  autre 
des  trois  couples  doivent  être  i  et  o  ou  i,  i  (car  autrement  tous  les 
nombres  q  devraient  être  nuls,  ce  qui  est  exclus  par  hypothèse). 
Il  existe  donc  un  nombre  q'  et  un  nombre  q"  k  iïidices  inférieurs 
différents  qui  sont  égaux  à  i.  Actuellement  si  l'on  détermine  les 
nombres  m.  qui  répondent  au  troisième  indice  inférieur  de  telle 
manière  qu'ils  satisfassent  à  l'équation  (i4)  (ce  qui  peut  avoir  lieu 
de  deux  façons  différentes),  les  autres  nombres  m  se  déterminent 
successivement  au  moyen  de  (i4)  et  (i5).  A  chacun  des  trois 
couples  </',  q^'  correspondent  donc  deux  couples  m',  m";  autrement 
dit,  on  a  ce  théorème  : 

Dans  cliaciui  des  trente-six  systèmes  de  coniques  de  contact 
figurent,  six  couples  de  tangentes  doubles. 

Comme,  pour  deux  couples  appartenant  au  même  système,  la 
somme  de  tous  les  nombres  m/,  ainsi  que  la  somme  de  tous  les 
nombres  qi,  est  constamment  paire,  on  a  encore  ce  théorème  (qui 
est  d'ailleurs  un  cas  particulier  d'une  proposition  donnée,  p.  282)  : 

Les  points  de  contact  de  deux  couples  appartenant  au  même 
système  sont  situés  sur  une  conique  (  *  ). 


) 


(')  Soient 

uu' z^  o,     »'c'=o,     wn''=  0 

les  équations  de  trois  couples  de  tangentes  doubles  du  même  système.  Par  les  points 
de  contact  du  quatrième  couple  de  ce  système  et  par  les  points  de  contact  de  chacun 
des  trois  couples  précités,  on  peut  faire  passer  une  conique.  On  obtient  ainsi  trois 
coniques  a,  =  0,  »•,=  o,  «,=  0  qui  appartiennent  au  même  faisceau,  en  sorte  que 

A,  ff, -H  Â,  7,-f-  Ajffj^  o. 

Les  quotients  \jiiu'  :\/ww'  et  y  l'c' :  y/fvw'  deviennent  respectivement  aux  mêmes 
points  que  les  quotients  a,  :  o-^  et  e-^  ;  7,  nuls  ou  infinis  du  premier  ordre;  en  déter- 
minant convenablement  les  constantes,  on  peut  donc  poser 

V  <<«'  :  v'cf '  :  i{/ww'  =  5,  :  ïj .  <r,  ; 

et  il  existe  par  suite  entre  trois  couples  du  même  système  une  équation  de  la  forme 

A,  \Juu'  -I-  A,  \Jvv'  -I-  A3  \Jww'  ==  o. 
Il  existe  de  même,  entre  trois  coniques  de  contact  quelconques  S,  =  0,  S,-=  0,  S,=  0, 
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Le  nombre  des  coniques  ainsi  obtenues  est  égal  à  celui  des 
soixante-trois  systèmes  multiplié  par  le  nombre  1 5  des  combinai- 
sons de  six  couples  deux  à  deux  et  divisé  par  trois,  parce  que 
chaque  groupe  de  quatre  tangentes  dont  les  points  de  contact  sont 
situés  sur  une  conique  peut  être  décomposé  de  trois  manières  en 
deux  couples,  en  sorte  que  chaque  conique  se  présente  trois  fois. 
On  trouve  ainsi  que  le  nombre  de  ces  coniques  est  égal  à  3i5.  Ce 
qui  précède  permet  immédiatement  de  grouper  les  tangentes 
doubles  qui  leur  correspondent  respectivement. 

De  plus,  il  existe  soixante-quatre  systèmes  de  courbes  du  troi- 
sième ordre  qui  touchent  chacune  la  courbe  du  quatrième  ordre  en 
six  points  (p.  234)«  Les  intégrales  qui  correspondent  aux  points 
de  contact  satisfont  alors  toujours  aux  équations 

/        du,^  -h   /        du,,  -+-...  -I-   /        du,,  =  -  R/,  ; 

et  les  soixante-quatre  systèmes  se  séparent,  ainsi  qu'il  a  été  in- 
diqué, en  deux  classes  suivant  que  le  système  de  périodes  R^  figure 
aussi  en  même  temps  ou  non  dans  les  équations  (7) 


du„+   / 


c'est-à-dire  suivant  que,  dans  le  système  P^  =  R^ — Q^  qui  se 
présente  dans  (11),  on  a  Y^mq  ^e  i  (ce  qui  arrive  vingt-huit  fois), 
ou  'Lmqï^o  (mod.  2)  (ce  qui  arrive  trente-six  fois).  On  a,  en 
conséquence,  la  proposition  suivante  (voir  p.  a43  et  suiv.)  : 

Parmi  les  soixante-quatre  systèmes  de  courbes  du  troisième 
ordre,  vingt-huit  ont  la  propriété  que  dans  chacun  d'eux  les  six 
points  de  contact  de  chaque  courbe  sont  situés  sur  une  conique, 

faisant  partie  du  même  système,  en  vertu  de/=  o,  une  identité  de  la  lorme 

'^voir  aussi  Hesse,  loc  cit.).  Nous  reviendrons,  à  l'occasion  du  connexe  [i,  2],  sur  les 
recherches  de  Aronhold,  qui  sont  liées  à  celles-ci. 

Les  rapports  \/u  :  v^w,  ^v  ;  y/w  sont  alors  des  fonctions  abéliennes  dans  le  sens  de 
Riemann  (voir  Rocii,  Journal  de  Crelle,  t.  66,  p.  io5,  et  les  Ouvrages  de  Riema.nn, 
Weber  et  Klein  que  nous  venons  de  citer,  ainsi  que  la  note  ci-dessus,  p.  222). 
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laquelle  passe  encore  par  les  points  de  contact  d'une  tangente 
double  déterminée  ;  cette  tangente  double  est  toujours  la  même 
pour  le  marne  système.  Les  points  de  contact  des  courbes  des 
trente-six  systèmes  restants  ne  sont  pas  situés  sur  une  conique 
avec  ceux  d'une  tangente  double.  ' 

Mais,  d'autre  part  (p.  234),  les  deux  classes  ont  la  propriété 
commune  que  les  points  de  contact  de  deux  courbes  du  même 
système  sont  situés  sur  une  courbe  du  troisième  ordre. 

Les  trente-six  systèmes,  dont  la  seconde  classe  est  formée,  et 
dontchacunestau  surplus  triplement  infini,  parce  que,  pour  chaque 
courbe,  trois  points  de  contact  restent  encore  arbitraires,  sont  en 
relation  spéciale  avec  les  trente-six  systèmes  simplement  infinis  de 
coniques  tangentes  en  trois  points  et  passant  par  les  deux  points 
de  rencontre  d'une  tangente  quelconque  de  f.  En  effet,  chacune 
de  ces  coniques  réunie  à  la  tangente  forme  également  une  courbe 
C3  tangente  en  six  points;  seulement,  en  deux  de  ces  points  (les 
points  de  rencontre  de  la  tangente  choisie),  le  contact  est  un  con- 
tact improprement  dit,  parce  que  C3,  aux  points  dont  il  s'agit,  a  des 
points  doubles.  D'après  cela,  on  reconnaît  immédiatement  l'exac- 
titude de  la  proposition  suivante  :  Chacun  des  trente- six  systèmes 
de  courbes  de  contact  du  troisième  ordre  qui  nont  pas,  avec  les 
tangentes  doubles,  la  relation  caractérisée  dans  ce  qui  précède 
renferme  un  système  simplement  injini  de  courbes  dojit  chacune  se 
décompose  en  une  tangente  de  fet  en  l'une  des  trente-six  coniques 
répojidant  à  cette  dernière.  Ces  coniques,  pour  le  même  système 
de  courbes  Cn,  appartiennent  toutes  à  un  même  système  de  courbes 
C2.  —  Les  six  points  de  contact  de  chaque  courbe  d'un  sy  stème  de 
courbes  C3,  les  trois  points  de  contact  de  chaque  conique  faisant 
partie  du  système  correspondant,  les  deux  points  de  rencontre  de 
la  tangente  précitée  et  le  point  de  contact  de  cette  dernière  sont 
encore  situés  sur  une  courbe  G3  (*  ). 

Aux  systèmes  de  courbes  G3  considérés  ici  appartiennent  aussi  les 
quatre  mille  quatre-vingt-seize  courbes  du  troisième  ordre  précé- 


(  '  )  Un  théorème  entièrement  analogue  a  naturellement  lieu  pour  les  courbes  de 
contact  adjointes  d'ordre  n  —  2  relatives  aux  courbes  d'ordre  «  et  de  genre/».  (Com- 
parer p.   2'|3.) 
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demment  mentionnées  qui  ont,  avec  C,  en  trois  points,  un  contact 
du  troisième  ordre  (*),  les  six  points  de  contact  étant  ici  réunis 
par  couples  (p.  287).  On  a,  en  effet,  pour  ces  courbes, 

du,,  +   /        du,,  -{-  du,,  Uee?  -  R/,  ; 

«(1)  ^«(2)  J«'3i  J  2 

chacune  d'elles  fait  donc  partie  du  svstème  de  courbes  de  contact 
auquel  appartient  le  système  de  périodes  R^.  Mais  réciproquement 
de  cette  équation  résulte 


du,,  -h  /        du,,  -H-   /        du,,  —  y  R/, 


rRl. 


les  nombres  m,  f/  dans  R^  et  K'/,  ne  pouvant  actuellement  acquérir 
que  les  valeurs  o  et  i.  En  conséquence,  si  l'on  a  disposé  des  R^, 
les  R^  peuvent  encore  être  choisis  de  soixante-quatre  manières 
différentes.  Donc,  dans  chacun  des  soixante-quatre  systèmes  de 
cubiques  de  contact,  il  j  a  soixante-quatre  courbes  ayant  en 
trois  points  un  contact  du  troisième  ordre.  Cela  concorde  avec  ce 
fait  que  (p.  23 1)  par  deux  points  quelconques  d'une  courbe  C4 
on  peut  faire  passer  soixante-quatre  coniques  tangentes  à  G4  en 
trois  points.  Or  si  l'on  fait  passer  ces  coniques  par  les  points  de 
contact  d'une  tangente  double,  leurs  points  de  contact  à  elles  sont 
en  même  temps  ceux  où  une  courbe  C3  peut  avoir  avec  C4  trois 
contacts  de  troisième  ordre  (p.  248).  On  obtient  ainsi  les  28.64 
courbes  de  contact  qui  appartiennent  aux  vingt-huit  systèmes 
mentionnés,  mais  on  voit  qu'il  existe  encore  36.64  courbes  de 
contact  aux  points  de  contact  desquelles  une  conique  qui  passe 
par  les  points  de  contact  d'une  tangente  double  ne  peut  pas  en 
même  temps  toucher  G4.  Ces  exemples  suffiront  pour  signaler  le 
caractère  des  propositions  qui  se  présentent  ici.  Nous  pouvons 
résumer  ces  dernières  dans  le  théorème  plus  général  qui  suit  : 

Il  existe  soixante-trois  systèmes  de  courbes  de  l'ordre  ini  et 
soixante -quatre  systèmes  de  courbes  de  l'ordre  2m-|-i  simple- 


(')  L'équation  du  degré  4°  =  4096»  <io"t  dépend  Ja  détermination  de  ces  courbes, 
été  étudiée  par  C.  JoaoAN,  Traite  des  Substitutions,  p.  3o5. 
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ment  tangentes  à  la  courbe  C/,  aux  points  où  elles  la  rencontrent. 
Et  ces  derniers  se  partagent  en  deux  groupes,  l'un  de  vingt-huit^ 
l'autre  de  trente-six;  les  points  de  contact  de  toute  courbe  des 
vingt-huit  systèmes  du  premier  groupe  sont  toujours  situés,  en 
même  temps  que  les  points  de  contact  d'une  tangente  déterminée 
j)armi  les  vingt-huit  tangentes  doubles,  sur  une  courbe  d'ordre 
m  -\-  i,  tandis  que  rien  de  semblable  ne  se  produit  pour  les  trente- 
six  systèmes  du  second  groupe.  Mais  tous  possèdent  la  propriété 
que  les  points  de  contact  de  deux  courbes  du  même  système  sont 
situés  sur  une  courbe  du  même  ordre. 

On  peut  aisément  passer  de  ces  théorèmes  à  la  discussion  détaillée 
des  cas  où  les  points  de  contact  de  six,  huit,  .  . . ,  tangentes  doubles 
sont  situés  sur  des  courbes  G3,  G,;  divers  théorèmes  relatifs  à 
ces  cas  ont  également  été  établis  par  Hesse  et  Steiner.  Nous  nous 
contenterons  ici  de  donner  un  exemple  qui  se  réfère  à  des  propo- 
sitions d'un  autre  caractère.  Suivant  ce  qui  a  été  dit  p.  286,  il 
existe  3^  —  i  =  '-ji'è  systèmes  de  cubiques  ayant  un  contact  du 
second  ordre  avec  C4  en  quatre  points.  Entre  les  intégrales  ont 
lieu  ici  les  équations 

du,,  -+-    I  du,,  -f-    /  du,,  -i-    /  du,,^IIB-  P,„ 

c(I)  Jc^%  Jc'^l  JrAil  ^ 

dans  lesquelles  le  système  des  P^,  étant  admis  que  les  points  c''^ 
soient  les  points  de  rencontre  d'une  droite  quelconque  avec  C^,  ne 
doit  jamais  s'annuler,  parce  qu'autrement  C3  se  composerait  d'une 
seule  droite  comptant  trois  fois.  Si  l'on  considère  ici  une  courbe 
appartenant  à  celui  des  autres  systèmes  dans  lequel  aP^  se  pré- 
sente toujours  à  la  place  de  P^,  et  qu'on  ajoute  les  équations  qui 
répondent  à  une  semblable  courbe  aux  précédentes,  on  trouve 
que  la  somme  des  intégrales  analogues  est  toujours  congruente  à 
zéro.  Les  sept  cent  vingt-huit  systèmes  précités  se  f^aitagent  deux 
à  deux  en  trois  cent  soixante-quatre  couples,  tels  que  les  points 
de  contact  de  chaque  cowbe  de  l'un  des  systèmes  et  ceux  d'une 
courbe  du  système  correspondant  sont  situés  sur  une  conique. 

On  peut  aisément  établir  une  foule  de  théorèmes  semblables 
pour  les  courbes  de  cet  ordre  et  des  ordres  supérieurs. 
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Dans  les  problèmes  que  nous  venons  de  traiter,  il  s'agissait  tou- 
jours de  plusieurs  contacts  d'un  même  ordre.  Or  on  peut  géné- 
raliser ces  recherches  d'une  manière  remarquable  en  se  proposant 
le  problème  suivant  : 

Déterminer  les  limites  supérieures  x^'^  de  telle  ma/iière  gu  elles 
satisfassent  aux  p  équations 

qi   1         àu,^  -'r  qt    \         du,,  -^  .  .  .  -V-  qp    \         du,,=  v,, 

(A  =  1,9.,  3,..  .,p], 

dans  lesquelles  les  quantités  q^  désignent  des  nombres   entiers 
positijs  (^i)  et  Vh  des  quantités  données  arbitrairement. 

C'est  évidemment  ce  problème  qu'il  faut  résoudre  pour  trouver 
les  courbes  d'un  svstème  linéaire  qui  sont  adjointes  ày"=o,  et 
qui  touchent  cette  dernière  en  p  points  où  elles  ont  avec  elle  des 
contacts  des  ordres  q^  —  i,  </2 — I7  •••>  '//? — i  respectivement. 
C'est  encore  par  la  théorie  des  fonctions  0  que  l'on  peut  aborder 
cette  question  (').  Nous  nous  bornerons  à  indiquer  les  théorèmes 
suivants,  auxquels  on  est  conduit  par  ces  recherches  : 

Dans  un  système  de  courbes  adjointes  d'ordre  m  [^  n  —  3) 
qui  dépendent  de 

-^'i q\ -4-  /"a^^  +  •  •  •  -+-  ^^qn  —  f>\—  f>\—  .  ■  .  —  fi„ 

paramètres  linéaires  et  qui  coupent  la  courbe  f=  o  en  des  sys- 
tèmes de 

^■i{'7i  — 0  ^-  f'A^i—^)  +..  .  +  k.[q.—  i)  +  p 

points  mobiles  dont  p  sont  déterminés  par  les  autres,  il  y  a 


I  .  3.  .  .  .  /■  1  .  I  .  2  •  .  .  /i  2  .  .  .  .  I  .  2  .  .  .  /  u 

courbes  dont  chacune  a   avec  f=o  en  Ä",    points  des  contacts 
(')  Voir  le  Mémoire  de  M.  Lindemass,  cité  t.  II,  p.  174  et  suiv. 
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d'ordre  q^  —  i,  en  k^  points  des  contacts  d'ordre  q-, —  i>  •••» 
en  h\  points  des  contacts  d'ordre  q„ —  i . 

SI  tous  les  nombres  Âv  sont  égaux  à  l'unité  et  que  a  soit  égal 
à  yy,  ce  nombre  devient  en  particulier  égal  à  , 

q\q\  .  .  .  qlp[p  —  X][p  -  2)  .  .  .Z  .7..  ^ . 

Si  au  contraire  A",  =/^,  Ao^  A3  ...  =  A,j=  o,  q^  =  q,  le  nombre 
des  solutions  devient  égal  à  q^P,  et,  en  effet,  dans  ce  cas  le  pro- 
blème n'est  autre  que  celui  de  la  division  des  fonctions  abéliennes 
(p.  23o).  Aux  théorèmes  sur  le  groupement  des  solutions  de  ce 
dernier  correspondent,  dans  notre  généralisation,  des  théorèmes 
analogues  qui  se  réfèrent  au  groupement  des  diverses  solutions 
dans  le  cas  où  tous  les  nombres  qi  sont  divisibles  par  un  facteur 
commun. 

Le  résultat  énoncé  n'a  plus  lieu  si  les  courbes  proposées  sont 
de  l'ordre  n  —  3  (ou  peuvent  êlre  remplacées  par  des  courbes 
d'ordre  n  —  3  d'après  le  théorème  du  reste).  On  parvient  ici  au 
théorème  qui  suit  : 

Lorsqu'il  n'y  a  que  p  —  \  points  entre  les  intersections  mobiles 
des  courbes  adjointes  du  système  linéaire  proposé  qui  soient 
déterminés  par  les  autres,  et  que  l'on  suppose,  pour  plus  de  sim- 
plicité, les  nombres  qi  tous  différents  entre  eux,  le  nombre  des 
courbes  demandées  devient  égal  à 

^lll  •  ■  '  ^ P[p  —  f)  ■  ■  ■  [P  -  "  -^  *) 

—  lqi'ii---<iAp[p  —  ^)-  •  ■  (/'  — ^  +  2)l7i<72..  .<7,_i 

-+-(|  +  i)(|-t-2)/?.  ..  (/J  — (7  +  4)2ryi<72...<7,-2 


+  (-i;'-i  (?  +  .)(? +  •2)...  (?  +  a-i)], 

expression  oïl  l'on  a  désigné  de  la  manière  connue  par 
Hqiq-i  ...  qi  la  somme  de  tous  les  produits  à  i  facteurs  différents 
que  l'on  peut  Jormer  avec  les  a  nombres  qi. 

Ce  nombre  doit  être  divisé  par  i,  2,  3,  .  .  . ,  A,  si  A  des  nombres  qi 
sont  égaux  entre  eux.  Pour  k  =  (J^  m=  n  —  3,  ^  =  i ,  a  =^  p  —  i , 
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qi=.i^  on  retrouve  ainsi  le  nombre  iP'^  [iP — i)  des  courbes 
Crt_3  qui  ont  avec  f^=o  en  p  —  i    points  des  contacts   simples 

(p.  243).  PourÄ=  2,  ///  =  I,  /?  =  -(/z —  ï){n  —  2),  ■^  =  /; —  /î  4-2, 

(7=2,    </,  =  <72=^2,     le    nombre    en    question    devient    égal    à 

-n(ji —  ^){n- — 9),  qui  est  en  effet  celui  des  tangentes  doubles 

(t.  II,  p.  64). 

X.  —  L'évanouissement  de  la  fonction  0.  Observations  sur  le  théorème 
de  Riemann  et  Roch. 

Nous  avons  déjà  fait  remarquer  précédemment  (p.  228)  que  la 
fonction  ©(vi,  ^2,  .  . . ,  Vp)  dont  les/?  arguments  sont  définis  par  (  '  ) 

^'h  =   /         (^^h  +    /         du,,  +  .  .  .  +    /         dui^  —    /     dU;„ 

Ju'M  J<yß)  J  a.^P)  J IX. 

s'évanouit  indépendamment  de  \  si  les  points  a:^'^  sont  situés  sur 
une  courbe  Crt„3  adjointe  à /"=  o,  c'est-à-dire  si  la  courbe  Q^n-z 
déterminée  par  p  —  i  des  points  x'^^^  renferme  aussi  le  pï^™"  point; 
en  d'autres  termes,  nous  avons  mentionné  ce  résultat  qui  s'obtient 
pour  \  =  x^'-^  que  la  fonction  0  s'évanouit  toujours  si  ses  argu- 
ments sont  de  la  forme 

fluji^  j        clu/^-h .  .  .-{-  j  du/i-+-  j       du/i, 

les  points  x^'^.r^-',  .  . .,  x^p~*^  pouvant  alors  être  complètement 
arbitraires.  Ce  cas  est  un  premier  exemple  du  fait  que  les  relations 
algébriques  entre  les  systèmes  de  points  d'intersection  de  courbes 
adjointes  C„_3  peuvent  s'exprimer  de  la  manière  la  plus  simple 
lorsqu'on  a  recours  aux  fonctions  transcendantes  0.  Parle  déve- 
loppement ultérieur  de  cette  remarque  on  peut  aussi  obtenir  toute 
cette  catégorie  de  propositions  relatives  aux  courbes  adjointes  C^.s 
que  nous  avons  précédemment  traitées  en  nous  rattachant  au 
théorème  du  j'este,  et  qui  nous  ont  en  particulier  conduits  à  ce 


(')  Pour  la  signification  des  points  //.  et  «'•),  voir  p.  225  et  2^ 
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que  l'on  appelle  le  théorème  de  Riemann  et  Roch.  L'examen  de 
cet  ordre  de  faits  va  nous  occuper  maintenant. 

L'introduction  des  fonctions  0  dans  les  théories  dont  il  s'agit 
repose,  d'après  ce  qui  précède,  sur  la  solution  du  problème  de 
l'inversion  qu'elles  permettent  précisément  d'obtenir.  Mais  on  peut 
aussi  aborder  ces  théories  d'une  autre  manière,  savoir  par  l'inter- 
médiaire des  intégrales  de  deuxième  espèce,  et  à  ce  mode  de  repré- 
sentation on  peut  rattacher  de  même  une  étude  des  groupes  spé- 
ciaux et  des  systèmes  spéciaux.  Nous  insisterons  d'autant  plus 
volontiers  sur  ces  dernières  méthodes  que  jusqu'ici  nous  n'avons 
pas  encore  trouvé  l'occasion  de  nous  occuper  d'une  manière  un 
peu  approfondie  des  intégrales  de  deuxième  espèce. 

Si  nous  parvenons  ainsi,  à  l'aide  de  l'algorithme  simple  que  met 
à  notre  portée  la  théorie  des  intégrales  abéliennes,  à  traiter  les 
questions  énoncées  d'une  façon  plus  directe  que  nous  n'avons  pu 
le  faire  par  voie  purement  algébrique  (par  exemple  dans  le  théo- 
rème de  la  p.  143,  t.  II,  oii  nous  n'avons  fait  que  conclure  de  c/  à 
(7-1-1),  si,  d'autre  part,  c'est  historiquement  par  la  première 
marche  que  l'on  a  été  conduit  d'abord  à  poser  et  à  résoudre  le 
problème  signalé  plus  haut,  on  doit  néanmoins  beaucoup  apprécier 
l'intérêt  capital  que  présente  par  elle-même  une  démonstration 
purement  algébrique  de  propositions  algébriques.  Les  recherches 
suivantes  ne  sont  donc  pas  destinées  à  remplacer  les  démonstra- 
tions précédentes  dont  nous  parlons,  mais  seulement  à  éclairer 
une  autre  face  du  problème  offert  par  cette  manière  de  poser  la 
question.  On  peut  d'ailleurs  observer  que  la  théorie  des  fonctions 
transcendantes  n'a  pu  jusqu'ici  être  employée  par  nous  à  indiquer 
le  nombre  des  groupes  ou  des  systèmes  spéciaux  possibles  d'une 
espèce  déterminée  tandis  qu'auparavant  nous  avons  réellement 
effectué  des  déterminations  numériques  de  cette  sorte,  au  moins 
pour  des  cas  particuliers,  à  l'aide  de  l'extension  du  principe  de 
correspondance  (p.  106  et  suiv.  et  p.   1 13  et  suiv.). 

Le  fait  que  toute  famille  spéciale  gl^\  c''  est-à-dire  toute  famille 
pour  laquelle  (p.  49) 

peut  formier  les  intersections  de  courbes  adjointes  du  [n  —  "^yème 
ordre,  s'établit  de  la  manière  suivante.  Considérons  d'abord  un 
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groupe  de  points  dans  lequel  p  —  i  points  seulement  (et  non /?) 
sont  déterminés  par  les  autres.  Alors,  parmi  les  p  équations  du 
problème  d'inversion 


du,,  = 


du,,-\-  1        du,,-\-.  .  .-f-  / 
ou  parmi  les  équations  difïerentielles  correspondantes 

'".^  î»/,[.r(')].[cx(Of/x('l] 


S 


na\il  Oc 


l'une  doit  être  la  conséquence  des  autres;  ou,  en  d'autres  termes, 
on  doit  pouvoir  déterminer  des  constantes  c^^^,  c^-^,  . .  . ,  c'^p'',  telles 
que  l'on  ait 

(2)  c-,yi[.r(')J  -I-  c^^^lxi')]  +  .  .  .  +  c,,^j,[xi')]  =  0. 

Mais  ces  p  équations  n'expriment  précisément  pas  autre  chose  que 
ce  fait,  savoir  que  les  points  .r''^  sont  situés  sur  la  courbe  de  degré 
n  —  3  :  c,  (j),  -H-.  .  .H-  Cjo9j,=  o.  Si,  en  effet,  parmi  les  points  d'un 
groupe  le  nombre  de  ceux  qui  sont  déterminés  par  les  autres  est 
moindre  encore  (précisément  comme  dans  le  cas  de  ^^Q  — p-h  i), 
il  faut  nécessairement  que  plusieurs  des  équations  (i)  soient  la 
conséquence  des  autres,  et  l'on  sera  semblablement  conduit  à  un 
plus  grand  nombre  de  relations  de  la  forme  (2).  Mais  ces  dernières 
expriment  toujours  que  les  points  en  question  (conjointement 
avec  les  points  fixes  d'un  groupe  résiduel)  sont  toujours  situés 
sur  différentes  courbes  adjointes  C„_3,  et  peuvent  en  conséquence 
être  déterminés  par  une  famille  linéaire  de  courbes  de  cette  espèce, 
ainsi  qu'il  a  été  énoncé. 

Nous  effectuerons  d'abord  la  démonstration  du  théorème  de 
Riemann  et  Roch  au  moyen  des  fonctions  0  dans  quelques  hypo- 
thèses particulières.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  par  p — i 
points  x^*\  x^-\  .  .  .,x^P~^^  passe  encore  un  nombre  simplement 
infini  de  courbes  C«_3  (').  Alors  ces  points  sont  tous  situés  con- 
jointement avec  un  yy'^™^  point  quelconque  z  àef  sur  une  courbe 


(')  On  a  par  conséquent  Q  =  R=jo  —  i, /•  =  i,  et  il  en  résulte  aussi  7  =  t,  car  on 
toujours  Q-i-R  =  2/*  —  2,  Q  —  R=25r  —  ar  {voir  p.  35  et  52  ). 
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Crt_3,  c'est-à-dire  que,  d'après  un  théorème  cité  en  commençant, 
existe  indépendamment  de  z  el  ^  la  relation 

(3)  ö(     y     /      ^^"h-f-  f    du,,-  f  riuAz=o. 

D'un  autre  côté,  suivant  le  théorème  d'Abel,  comme  la  courbe 
G«_3  complétée  par  la  tangente  de  ju.  forme  une  courbe  C„_2,  on 
a,  en  désignant  par  J^*\j^^\  -  ..,j^^^~*',  lesp  —  i  autres  points 
d'intersection  d'une  autre  courbe  Cn.a  passant  par  les  points  x^'^^ 

(4)  >       /        ^^«/.+     >       /        du,,+  i\      du,,=  o. 

j - 1  1=1 

Les  arguments  de  la  fonction  0  qui  intervient  dans  (3)  deviennent 


donc  égaux  à 


—     y      I       du,,  -^   /       du,,  —   /     du,,  —  2  /       du,, 

i=l  ' 

"=—     /      I        "^"à—  /      ''«/.+   /     du,,. 

i  =  1  ' 

De  l'équation  (3),  par  suite  de  ce  que  0  est  une  fonction  paire  de 
ses  arguments,  résulte  donc,  indépendamment  de  |  et  z,  cette  autre 
relation 

o, 


©(      \        /        du,,'i-   /       du,,—   /     du,. 


laquelle  exprime  que  lés  /?  —  i  points  j^'^  sont  situés  ensemble, 
avec  tout  point  quelconque  $  de/",  sur  une  adjointe  C/,_3,  c'est- 
à-dire  que  par  les  points  y^^^  passe  encore  un  système  simple- 
ment infini  de  courbes  C^.s  ;  or  c'est  là  le  théorème  trouvé 
page  35. 

Un  autre  exemple  nous  sera  fourni  par  le  cas  de  Q  =  p  (d'où 
R  =  p  —  2),  r  =  i,  dans  lequel  par  p  points  x^*\  a:^^)^  _  ,  ^  j^^ip) 
passe  encore  un  nombre  simplement  infini  de  courbes  G«_3.  Alors 
tout  groupe  de  p  —  i  de  ces  points  x^^'  est  situé,  ensemble  avec 

CtEnscii.    —  Céoinétrle,   \\\.  l"] 
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tout  point  quelconque  z  (  '  ),  sur  une  courbe  Crt_3,  c'est-à-dire  que 
nous  avons  les  p  relations 

(^•-— I,  2,  3,  ..  .,p), 

l'indice  )i  ajouté  au  signe  sommatoire  étant  supposé  indiquer  que 
dans  la  somme  le  terme  correspondant  à  l'indice  i  =  /f  doit  être 
négligé.  Si  les  points  j^^*^,  ...  ,j'''~'^  parmi  lesquels  on  doit 
d'ailleurs  négliger  j)'^*^,  sont  les  p  —  2  points  résiduels  par  rapport 
aux.r('^,  nous  pouvons  ici,  d'après  le  théorème  d'Abel,  remplacer 
l'équation  (4)  par  la  suivante 

(6)         >    /        du,,+     y       \       du,,+  /      du„+  \      du,,=  o. 

i=\       '  1=1 

Les  arguments  des  fonctions  0  qui  figurent  dans  (5)  devien- 
nent par  suite  égaux  à 


'  ^  '     /V«)  rz  /^y-  r*!J-  r?  r'xik 

—  \        /        du,,-\-  \      du,,—  \      du,,~  I      du,,—  /     du,,~  / 

—  \        /        du,,—   /       du,,—   I         du,, -h  1     du,,. 


du,, 


Les  équations  (5)  expriment  donc  aussi  que  par  les  p —  2  points 
j('\  par  l'un  des  p  points  x^''>  et  par  un  point  quelconque  ^,  on 
peut  faire  passer  encore  une  courbe  Cn-3  ;  conséquemment  par 
les  points  j''^  passent  p  faisceaux  différejits  de  courbes  Gn-z  et 
par  suite  aussi  une  famille  au  moins  doublement  infinie  de  courbes 
de  cette  espèce.  On  reconnaît,  en  reprenant  le  même  raisonne- 
ment en  sens  inverse,  que  la  multiplicité  de  celte  dernière  famille 
ne  peut  non  plus  être  supérieure  à  2.  Nous  avons  donc  (7  =  2, 
ainsi  que  l'exige  le  théorème  de  Rieraann  et  Roch. 


(')  On  suppose  naturellement  ici  qu'il  s'agit  uniquement  de  points  de/= 
l'étude  algébrique  de  cet  exemple,  p.  43  et  suiv.) 


0.  {^oir 
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Pour  effectuer  la  démonstration  générale,  posons    . 

Q  =  p  —  I  +  p>     d'où     li=p  —  I  —  p. 

Par  les  Q  points  x^^\  x^^^  . .  . ,  x'^'  doivent,  par  hypothèse,  passer 
des  courbes  Cns  en  nombre  /•  fois  infini,  c'est-à-3ire  que  tous  les 
déterminants  à  p  —  /•  dimensions  doivent  s'annuler  dans  le  ta- 
bleau (  *  )  : 


■.rW 


y^(.r<Q') 


Mais  l'évanouissement  de  ces  déterminants  exprime  précisément 
que  p  —  /•  quelconques  des  Q  points  x^'^  sont  situés  avec  /•  points 
arbitraires  sur  une  courbe  adjointe  C«_3.  Les  relations  dont  il  s'agit 
sont  donc  aussi  représentées  par  le  système  d'équations  qui  suit  (-)  : 

7)     0(    \  /        du,,-+-\    /         du,,—   \     du,A  =  o, 

où  les  indices  /tj, /r2i  .  . . ,  A^/-+P_t  qui  affectent  le  premier  signe 
sommatoire  sont  censés  indiquer  que  dans  la  somme  les  termes 
répondant  aux  valeurs  i  =  /r, ,  A^o?  •  •  • ,  ^>+f-i  doivent  être  négligés, 
en  sorte  que  la  somme  ne  se  compose  plus  que  de 

Q  —  /•  —  0  -f- 1  =  /?  —  r 

termes;  la  notation  z'*'*  désigne  d'ailleurs  /•  points  quelconques. 
Dans  ces  équations,  la  distribution  des  limites  inférieures  a^'^ 
par  rapport  aux  limites  supérieures  x^'^  est  encore  très  arbi- 
traire. Pour  nous  affranchir  de  ce  caractère  arbitraire,  et  pour 
pouvoir  donner  à  la  notation  une  tournure  plus  simple,  nous  in- 
troduirons comme  limites  inférieures  toujours  le  même  point  ,a  et. 


(')  Voir  p.  53.  Il  faut  remplacer  alors  dans  ce  passage  R  par  Q,  y  par  r,  t  par 
l>  —  \. 

(')  Parmi  les  équations  représentées  par  l'évanouissement  du  déterminant  précité, 
('■ -h  i)(Q  — />-+-/•-+-!)  seulement  sont  indépendantes  les  unes  des  autres  (p.  56)  et, 
corrélativement,  les  relations  en  0  établies  ici  dépendent  encore  aussi  les  unes  des 
autres.  Le  fait  qu'inversement  les  relations  (7)  sont  également  suffisantes  pour  en- 
traîner l'annulation  de  tous  les  déterminants  k  p  —  r  dimensions  du  Tableau  précé- 
dent se  reconnaît  aisément. 
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en  outre,  des  constantes  K^  définies  par  (*) 

Jf'y-  ri'-  rf^ 

(lu,^  -h   I      clui,-\-  .  .  .  -f-   /      du,,. 

Les  équations  (7)  se  transforment  alors  en 

(8)«(  y  r''  ciu„+s  r  du„-hK„-  rdu„  )=o. 

Désignant  ensuite  par  .r'^"^**,  .r'^+-',  .  .  .,  x'^+'"  le  groupe  des  R  points 
résiduels  des  points  olM\  on  a,  d'après  le  théorème  d'Abel, 

\    /        du,,-{-\j  dii,,+  Q.K,,=  o. 

i~\^'  j  =  1    '  ■ 

Les  arguments  de  la  fonction  0  (8)  se  transforment  donc  en 

).     i     du,,  +  y       du/,—ii,,~     du,,. 


i- 1  ' 


du,. 


Or,  comme  en  toute  hypothèse  ;•  est  inférieur  à  R,  nous  pou- 
vons, dans  ces  formules,  faire  coïncider  r  —  i  des  points  z*^''  avec 
/■  —  I  quelconques  des  points  x'^"^'',  poser,  par  exemple. 

Si  nous  écrivons  ensuite,  pour  abréger,  z  au  lieu  de  z'^'',  l'équa- 
tion (8)  devient 

[9     0|-    ^  /  du,,+       A  /  dn,,-h  j     du,,  +  K,,—  j     du,, 

D'autre  part,  nous  aurions  pu  aussi,  par  exemple,  faire  coïncider 
z^'''^  avec  x'^''  et  non  avec  0:'^+^'*,  changement  qui  laisserait  l'équa- 
tion (9)  invariable  pour  le  reste;  seulement,  dans  la  première  inté- 
grale de  la  seconde   somme,   interviendrait  la  limite   supérieure 


(')  Ce  sont  là  les  constantes  désignées  dans  Riemann,  loc.  cil.,  §  22,  par  Aji.  (Foir 
:s  notes  des  p.  226  et  227.) 


LA    CliOMÉTRIE    SUR   UNE    COCRBE   ALCÉBRIQLE.  iGl 

_^(U-+-*i\  Or,  comme  les  points  x'^'' ont  été  choisis  à  volonté  parmi  les 
Q  points  x^'^  l'équation  (9)  subsiste  alors  même  qu'on  choisirait 
un  autre  de  ces  points  pour  j:'*''  ;  le  point  dont  il  s'agit  doit  seule- 
ment n'être  pas  compris  parmi  les  points  x"'-K  x""\  . .  . ,  .r(^'+p-i). 
On  peut  donc  prendre,  pour  :i:<^'*,  Q  —  ;•  —  p  -H  2  =  /?  —  /•  H-  i 
autres  points  x^^^  et  aussi,  d'après  la  remarque  que  nous  venons 
de  faire,  chacun  des  R  points  a:'^"*"'\  Considérée  comme  fonc- 
tion de  x'^'',  la  fonction  0,  qui  figure  au  premier  membre  de  (9), 
s'évanouit  en  conséquence  pour  R-|-/?  +  i  —  r  =  ^p  —  /'  —  p 
valeurs  différentes  de  a:'*'*.  Gomme  actuellement  R  est  toujours 
supérieur  à  /',  on  a  aussi 

p  —  I  —  p  —  ''^  o, 
ou 

ip  —  p  —  r  >>  p  -h  I . 

Donc,  comme  fonction  de  x'*'\  la  fonction  0  s'évanouit  pour  plus 
de  p  valeurs  de  a:**''  et  par  conséquent  (  *  ),  en  général,  indépendam- 
ment de  X**''.  Un  fait  analogue  a  lieu  pour  x'^-\  .  . . ,  x(*'-*-?-j);  eu 
désignant  donc  par  z^^\  z^-\  ...  . ,  3"+f',  \  points  quelconques  de/, 
on  aura  toujours  l'équation 

laquelle  exprime  que  par  R  —  r  +  i  points  quelconques  du  groupe 
résiduel  dépasse  encore  une  fandlle  r  -h  p  fois  infinie  de  courbes 
Crt_3.  Or  on  a  R  —  r  -\-i  =  p  —  r  —  p;  si  donc  j^^\  .  .  .,y^~'"~^' 
sont  n'importe  lesquels  des  R  points  x*^"^",  on  aura  toujours  l'équa- 


(')  Foir  RiEMANN,  loc.  cit.,  §  22,  et  lieber  das  Verschwinden  der  Q- Functionen, 
§  2  (Journal  de  Crelle,  t.  65).  Les  considérations  présentées  dans  le  §  3  de  ce  der- 
nier Mémoire,  sur  quelques  cas  particuliers  des  systèmes  spéciaux,  concordent  au  fond 
avec  celles  du  texte;  la  différence  dans  l'exposé  est  uniquement  causée  par  le  choix 
différent  des  limites  inférieures.  D'après  les  §  4  et  suivants  du  Mémoire  cité,  le  cas  où 
la  fonction  0  s'évanouit,  indépendamment  de  certaines  parties  de  l'argument,  peut 
toujours  se  ramener  à  l'évanouissement  de  toutes  les  dérivées  d'un  ordre  déterminé 
prises  par  rapport  aux  arguments. 
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tion 

» 

fiiy^'n 

f.ij^'n     ••• 

?p{j^'n 

?i(/^n 

î.b^^n     ••• 

?Ar^'') 

^,{j(P-r-,)) 

9.[J^"-'-^')  ... 

<f,[y("-'-^)) 

r^O, 

^,(.C0) 

y,(.0)) 

?p[-^'') 

■     y,(3(-P)) 

y,(z('-+e))        ... 

y,(.(-e)) 

car  autrement  il  faudrait  qu'il  existât  une  relation  linéaire  entre 

les  fonctions  cf^,  ce  qui  serait  en  contradiction  avec  un  théorème 
connu.  En  d'autres  termes,  il  y  a  évanouissement  de  tous  les 
déterminants  mineurs  d'ordre  r -\- p  de  la  matrice  (dans  laquelle 


r[i)  _  ™(Q+i)  ' 


Gela  veut  précisément  dire  que  par  l'ensemble  des  R  points  de  Gr 
passe  encore  un  système  r  +  p  fois  infini  de  courbes  G«_3  (p.  54  ). 


Les  groupes  spéciaux,  dont  l'un  était  donné 


'oupe  Gq, 


forment  conséquemment  eux-mêmes  un  système  spécial  g\^\  oii 


OU 

2(^-r)=Q-R, 

ce  qui  est  de  nouveau  l'équation  du  théorème  de  Riemann  et  Roch. 
On  reconnaît  encore  que  r/  ne  peut  pas  être  supérieur  à  / •  +  jO  en 
observant  que  la  même  marche  de  démonstration  peut  être  suivie 
dans  l'ordre  inverse  ;  la  supposition  ^  =  /■  -j-  p  +  i  conduirait  donc 
au  nombre  /'  -4-  i  au  lieu  de  /'  pour  la  multiplicité  des  groupes  G^. 

Une  autre  démonstration  de  notre  théorème  fondamental  se 
rattache,  ainsi  qu'il  a  été  mentionné,  à  la  représentabilité  des 
fonctions  algébriques  par  des  intégrales  de  deuxième  espèce  ('). 


(')  Foi'r  RoCB,    lieber  die  Anzahl  der  willkürlichen    Constanten  in  algebraischen 
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Nous  énoncerons  d'abord  le  théorème  à  démontrer  sous  une  forme 
un  peu  différente. 

La  multiplicité  des  groupes  Gr  résiduels  d'un  groupe  donné 
Gq  peut  être  définie  algébriquement  ainsi  qu'il  suit.  Faisons 
passer  par  Gq  une  courbe  adjointe  quelconque  ^  =  o  qui  dé- 
coupera le  groupe  G^  sur  f]  par  ce  dernier  groupe  menons  une 
autre  courbe  du  même  ordre,  X=iO,  qui  peut  d'ailleurs  elle-même 

être  complètement  arbitraire.  Alors  ^-  =  f  est  une  fonction  algé- 
brique qui  devient  infinie  aux  points  Gq,  et  la  multiplicité  q  du 
système  g^^^  qui  répond  au  même  résidu  G^  est  évidemment  infé- 
rieure d'une  unité  au  nombre  des  constantes  arbitraires  dont  on 
peufencore  disposer  dans  la  courbe  j^  =  o  si  aucune  autre  con- 
dition n'est  imposée  à  cette  dernière  que  celle  de  passer  par  les 
points  du  groupe  Gr  et  d'être  adjointe  kf.  Mais  on  verra,  en  exa- 
minant la  chose  de  près,  que  ce  nombre  dépend  du  nombre  /•  -t-  i 
des  adjointes  Crt_3  linéairement  indépendantes  les  unes  des  autres 
que  l'on  peut  faire  passer  par  le  groupe  Gq.  Le  théorème  que  nous 
avons  à  démontrer  est  donc  le  suivant  : 

Si  une  fonction  algébrique  1  déifient  inßninient  grande  du  pre- 
mier ordre  en  Q  points  Gq,  et  qu'en  ces  Q  points  puissent  s'éi^a- 
nouir  r  -h  i  fonctions  c{>(x),  entre  lesquelles  n'existe  aucune  rela- 
tion linéaire  [en  d'autres  termes,  s'il  passe  par  Gq  un  système 
r  fois  infini  de  courbes  C„_3  ),  X  renferme  le  nombre  Q  — p-\-  r-r-i 
de  coefficients  arbitraires  [c'est-à-dire  que  la.  groupe  Gq  appar- 
tient à  un  système  q  fois  infini,  pour  lequel  «y  =  Q  —  p  -{-  r  -\~  i  ). 

Pour  la  démonstration,  nous  représenterons  la  fonction  X  sous 
une  autre  forme.  Une  fonction  qui  devient  en  Q  points  o:^'^,  . .  . , 
x'^*  algébriquement  infinie  du  premier  ordre  est  évidemment 
donnée  par  une  somme  de  Q  intégrales  de  deuxième  espèce,  dont 
chacune  devient  infiniment  grande  en  l'un  des  points  x^'^  (p.  171), 
et   à  cette  somme   on   peut  encore   adjoindre   des   combinaisons 


Functionen  {Journal  de  Crelle,  t.  6i,  p.  872),  et,  pour  le  cas  le  plus  simple,  Kiemann, 
îoc.  cit.,  §  5.  C'est  encore  sur  cette  reprcsentabilité  que  repose  la  démonstration  du 
principe  de  correspondance  de  MM.  Brill  et  Cayley  par  l'application  des  intégrales 
abéiiennes,  démonstration  mentionnée  t.  II,  p.  147,  note. 


a6^ 


linéaires  quelconques  d'intégrales  (partout  finies)  de  première 
espèce,  de  sorte  qu'on  obtient  l'expression  (<) 

où  les  ûCi  et  les  ß,-  désignent  des  constantes.  Sous  le  symbole  Hci,  on 
comprend  ici  l'intégrale  normale  de  deuxième  espèce  qui  devient 
infinie  au  point  .r^'^  et  est  complètement  déterminée  par  ce  point, 
en  sorte  que 

tandis  que  la  première  série  des  modules  de  périodicité  de  5ô/ s'éva- 
nouit et  que  le  module  de  périodicité  de  %i  pour  la  section  trans- 
verse èy  est  donnée  par  une  fonction  algébrique,  savoir  (p.  188) 

-  «/.  ]  —  [  ;i37 


^-m 


avec  (a"r'fl„)i=:  o.  La  somme  (11)  varie  donc,  pour  une  section 
transverse  «v  de  la  surface  de  Riemann  décomposée,  de  271/«.,,  et 
au  contraire,  pour  une  coupure  b,„  de 

Pi  5';' +(^2  5'^» -h..  .-i-PQ5Q  +  «i«iv+  «2O2V  +  .  ..+  '^pap,. 

Si  donc  on  détermine  les  constantes  cx-i  et  ß/  encore  arbitraires, 
de  telle  façon  qu'on  ait  les  équations 

*      ai=:a2=:.  .  .=  ap=0, 

('2)  Pl5;»+P2i)'2'  +  .--  +  PQ5li*=0       (v=.I,  2,3,   ...,/.), 

l'expression  (11)  représente  une  fonction  qui  est  continue  et  uni- 
forme dans  toute  la  surface  de  Riemann  répondant  à  /"=  o,  et  reste 
aussi  partout  finie,  excepté  aux  Q  points  x^'^  où  elle  devient  algé- 
briquement infinie  au  premier  ordre  ;  autrement  dit,  cette  expres- 
sion est  une  fonction  algébrique  de  Xi,  X2,  x^.  Et  réciproque- 
ment la  fonction  \,  qui  devient  elle-même  infinie  aux  mêmes  Q 
points,  ne  peut  différer  de  l'expression  (11)  que  d'une  constante  C. 


(')  Pour  limite  inférieure  de  l'intégrale  5ô;,  a  été  choisi  un  point  fixe  quelconque 
dtt  /;  la  limite  supérieure  est  le  point  mobile  x. 
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On  a  en  conséquence 

(i3)  ).=:|  =  ;3.5i,-i-ß,&,  +  ...  +  ,^y5cQ  +  C. 

Ici  existent  entre  les  grandeurs  ßi  les  p  équations^  ('2);  Q — p 
d'entre  elles  peuvent  donc  être  prises  à  volonté.  Alors  la  fonction  X 
renferme  encore  Q — P -+- ^  coefficients  arbitraires,  c'est-à-dire 
que  les  courbes  X  =  ®  déterminent  sur  f  un  système  Q  —  p  fois 
infini  de  groupes  Gq  dont  l'un  est  traversé  par  tp  =  o.  Cela  con- 
corde avec  le  fait  qu'en  général  p  intersections  sont  déterminées 
par  les  autres.  Si,  en  particulier,  Q  =  p-|-i,  les  rapports  des 
grandeurs  ß<  sont  complètement  déterminés,  et  nous  avons  un 
système  simplement  infini  de  groupes  G^^i  qui  seront  donnés  par 
le  faisceau  y^  —  Xî|/  =  o.  Il  peut  toutefois  arriver,  pour  des  posi- 
tions particulières  des  points  x,  que  les  équations  (12)  ne  soient 
pas  indépendantes  les  unes  des  autres.  Ainsi,  par  exemple,  l'une 
sera  une  conséquence  des  autres  si  Q=  p  et  si  le  déterminant  de 
(12)  s'évanouit.  Mais  de  ce  dernier  on  peut  séparer  le  produit 


r(rxa^  -1  r  [cTu]  -[      r  (erg)  1 


lequel,  puisque  iJL[xtx)i=  a".  '  a/,  est  indépendant  des  points  x^'K 
L'équation  en  question  se  transforme  donc  en 


>4) 


'fy{xU>))        f,{.vi"))  ...         fp{ 


Par  conséquent,  dans  ce  cas,  les  Q=yy  points  o:^'^  sont  situés 
sur  une  courbe  (j)  =  o,  et  le  nombre  des  constantes  arbitraires  dans 
X  est  égal  à  Q  —  /;H-i-f-i  =  2,  c'est-à-dire  que,  par  le  résidu  de 
p  —  2  points,  on  peut  encore  faire  passer  un  système  simplement 
infini  de  courbes  C„_3,  ce  qui  concorde  avec  les  résultats  connus. 
SembJablement,  pour  une  valeur  quelconque  de  Q,  le  nombre  des 
constantes  arbitraires  est  augmenté  de  r-\-\  si  entre  les  équa- 
tions (12)  existent  ;■  H- I  relations  de  la  forme 

C,  ?i(.f('))  -i-  C,î-2  (.rC))  4-  ...  4-  C^yp(.f(0)  =  o. 
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OÙ  les  quantilés  C^-  sont  des  constantes,  ou,  en  d'autres  termes,  si 
par  les  points  x^'^  passent  /■  +  i  courbes  différentes  ^,  résultat  qui 
fournit  de  nouveau  le  théorème  énoncé  plus  haut,  Par  là  se  trouve 
aussi  à  nouveau  démontré  le  fait  que  tout  système  spécial  peut 
être  traversé  par  des  courbes  adjointes  C«_3 . 

Pour  élucider  cette  matière,  nous  considérerons  un  exemple; 
soit  donnée  une  courbe  primitive  /'=  o  du  cinquième  ordre  sans 
point  double,  d'où  p  =  6.  Ici  toute  fonction  entière  du  deuxième 
ordre  des  x/  est  une  fonction  cj>.  La  fonction 

a.. T.  -+-  fl,,r,  -+-  eu. T..         a  y. 


b^.T^  -f-  b^.r^  -f-  b^x^         b^ 

devient  infinie  aux  cinq  points  d'intersection  de  h^^zo  avec 
f=i  o.  En  ces  points  s'évanouissent  trois  fonctions  y  indépendantes 
les  unes  des  autres,  savoir  :  hxOCi,  h^x^,  h^x-^  ;  X  renferme  donc  le 
nombre  5  —  6-f-2H-2  =  3  de  coefficients  arbitraires,  lesquels 
sont,  par  le  fait,  les  grandeurs  «<,  «2?  «3- 

XI.  —  Systèmes  de  points  d'intersection  de  courbes  non  adjointes  avec 
la  courbe  primitive.  Extension  du  problème  de  l'inversion. 

Les  recherches  géométriques  que  nous  avons  précédemment 
rattachées  au  théorème  d'Abel  et  au  problème  de  l'inversion  se 
référaient  expressément  aux  points  d'intersection  de  courbes  ad- 
jointes, et  il  suffisait,  dans  cette  étude,  de  considérer  des  sommes 
d'intégrales  àe  première  espèce  (p.  2o3).  Dans  ce  cas,  en  effet,  le 
nombre  p  des  équations  se  confond  avec  le  nombre  p  des  rela- 
tions qui  ont  lieu  entre  les  points  d'intersection,  et  le  problème 
d'inversion  de  Jacobi  nous  a  appris  la  détermination  de  p  intersec- 
tions par  les  autres  au  moyen  de  ces  p  équations  intégrales,  en 
supposant  que  l'ordre  de  la  courbe  sécante  est  supérieur  k  Ji  —  3. 
Si  l'on  a  au  contraire  afiaire  à  des  courbes  non  adjointes,  un  plus 
grand  nombre  de  points  d'intersection  se  trouvent  déterminés  par 
les  autres;  aux /^  équations  précitées  entre  des  intégrales  de  pre- 
mière espèce,  qui  doivent  toujours  continuer  à  avoir  lieu,  il  doit 
donc  se  joindre  encore  d'autres  équations,  et  c'est  par  l'ensemble 
de  ces  deux  catégories  que  le  système  de  points  d'intersection  est 
de  nouveau  caractérisé  d'une  manière  complète.   C'est  ce  qu'on 
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aperçoit  aisément,  si  l'on  imagine  que  la  courbe  primitive  dégé- 
nère graduellement,  de  façon  à  acquérir  un  point  double.  Alors 
le  genre  de  la  courbe  s'abaisse  d'une  unité,  et,  comme  il  a  été  men- 
tionné plus  haut,  p  —  I  des  p  intégrales  normales  de  première 
espèce  se  transforment  en  les  intégrales  normalos  de  première 
espèce  de  la  nouvelle  courbe;  la  p'«'"«  intégrale,  au  contraire,  se 
transforme  (par  vm  choix  convenable  du  système  de  sections  trans- 
verses de  la  surface  de  Riemann)  en  une  intégrale  normale  de 
troisième  espèce  pour  la  nouvelle  courlie,  intégrale  dont  les  infinis 
I,  %  se  trouvent  réunis  l'un  à  l'autre  dans  le  nouveau  point  double 
qui  prend  naissance  [voir  p.  190).  A  la  place  des  p  équations 
du  problème  d'inversion  de  Jacobi,  interviennent  donc  actuelle- 
ment, si  nous  désignons  par  t:  =  p  —  i  le  genre  de  la  nouvelle 
courbe,  les  t:  H-  1  équations 


V  r'" 


(h  =  1,2., '6, 


II 


dm 


au  moyen  desquelles  on  a  de  nouveau  à  déterminer  les  limites 
supérieures  x'''K  On  obtient  de  même  q  équations  où  figurent  des 
intégrales  de  troisième  espèce  si  les  courbes  considérées  ne  pas- 
sent pas  par  r/  points  doubles  de  la  courbe  primitive,  et  (/  équa- 
tions de  cette  sorte  ont  effectivement  lieu,  d'après  le  théorème 
d'Abel,  pour  les  intégrales  de  troisième  espèce.  Le  problème  de  la 
détermination  des  points  x^'^  au  moyen  des  p  -\-  q  équations  est 
ce  que  l'on  appelle  l' extension  du  problème  de  V inversion  (  '  ). 

La  résolution  de  ce  dernier  problème  ne  résulte  pas  d'ailleurs, 
sans  autre  développement,  de  celle  du  problème  de  Jacobi,  par  le 
passage  aux  limites  indiqué.  Comme,  en  effet,  dans  ce  passage, 
une  période  de  l'intégrale  11%^  devient  infiniment  grande,  on  ne  peut 


(')  Poury^  =  I,  y  =1  2  ce  même  problème  a  été  traité  (sous  d'autres  points  de  vue) 
par  RosEMiAiN  '^Mémoires  des  Savants  étrangers,  t.  XI,  p.  3^6);  il  l'a  été  d'une  manière 
générale  pouryj  =  i,  par  Clebscu  {Journal  de  Crelle,  t.  64);  pour />  =  2,  par  Bkill, 
ibid.,  t.  G4;  pour  les  courbes  de  genre  quelconque,  par  Clebscu  et  Gordan,  op.  cit., 
p.  148,  270  et  suiv. 
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plus  Utiliser  immédiatement  la  fonction  0  employée  pour  le  pro- 
blème de  Jacobi;  il  faut,  au  contraire,  introduire  une  autre  fonc- 
tion, qui,  au  surplus,  est  une  combinaison  des  fonctions,©  ordi- 
naires et  de  fonctions  exponentielles.  Dans  ce  qui  suit,  les  faits 
dont  il  s'agit  (*),  et  en  particulier  les  propriétés  de  cette  nouvelle 
fonction,  ne  seront  exposés  que  pour  le  cas  de  p  =  2  (nous  récri- 
vons p  au  lieu  de  ti);  de  cet  exemple  ressortira  suffisamment  la 
méthode  suivant  laquelle  on  aura  à  procéder  dans  le  cas  général. 
Nous  nous  proposons  de  faire  usage  des  résultats  pour  les  courbes 
du  quatrième  ordre  qui  ont  un  point  double,  et  en  particulier 
pour  la  déteriîdnation  de  leurs  tangentes  doubles. 

Nous  désignerons  les  deux  intégrales  normales  de  première 
espèce  par  u^,  «2  et  l'intégrale  normale  de  troisième  espèce  qui 
répond  au  point  double  de  la  courbe  G4  par  u^.  Nous  prendrons 
pour  base  de  nos  considérations  une  surface  de  Riemann  à  deux 
feuilles  et  six  points  de  ramification,  telle  qu'elle  correspond  à 
l'équation  de  G,  (p.   177) 

si  l'on  considère  j^  comme  fonction  de  x.  Les  six  points  de  ramifi- 
cation sont  reliés  deux  à  deux  par  trois  sections  de  ramification; 
nous  tracerons  autour  de  ces  derniers  les  coupures  a,,  «2>  ^n  ^25 
c,,  C2,  suivant  la  manière  dépeinte  dans  la /îg".  i  (p.  180),  pour 
p  =  ^.  Au  moyen  de  ces  coupures  la  surface  est  alors  décomposée 
en  une  surface  simplement  connexe  dont  le  bord  est  précisément 
formé  par  ces  coupures.  Nous  désignerons  les  valeurs  d'une  fonc- 
tion cp  pour  deux  points  opposés  de  ce  bord  par  (p+  et  ©",  distin- 
guant ainsi,  suivant  la  manière  connue,  lui  côté  positif  et  un  côté 
négatif  de  la  courbe  qui  limite  ce  bord. 

En  vertu  de  nos  fixations  précédentes  sur  les  intégrales  nor- 
males, pour  tout  point  de  la  coupure  «,,  ont  lieu  alors  les  équa- 
tions 

dans  lesquelles  la  limite  inférieure  de  l'intégrale  ui  a  été  choisie 


(')  Pour  ce  qui  concerne  le  problème  d'inversion  de  Jacobi  au  cas  de^: 
renvoyons  encore  une  fois  au  Mémoire  de  Pkym,  déjà  cité  p.  i35. 


''M 

«-«TU 
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arbitraire  et  constante.  Nous  avons  de  même,  pour  les  coupures 
rto,  b^,   b^, 

(2)  («I  —  «7),,^=0,        [uX-Ul)a,—  1T:i,        [uX—iq]a,=  0,        . 

«21,    [uX—u-]o,  =  a.,^,    {nX—u-)t,,_=  l    ciu-^^A^, 

et  l'on  a  en  même  temps,   en  entendant  par  1   l'intégrale  prise  le 

long  de  la  coupure  entière  a,  et  en  choisissant  convenablement  le 
sens  dans  lequel  on  prend  l'intégrale  {'), 

a/rr  =:    /     (lUi=   j    du^. 

Enfin  l'intégrale  u^  varie  encore  de  dbaiTT  à  chaque  circuit 
autour  de  l'un  des  infinis  ^,  yj.  Les  coupures  c,,  Co  n'entrent 
plus  en  considération  pour  les  propriétés  de  périodicité  des  inté- 
grales. 

Pour  la  fonction  0  qui  dépend  des  intégrales  m,,  u^^  (p.  226), 

nous  avons  d'ailleurs,  comme  on  sait,  les  équations  (v  =  i,  2) 

(4)  (0+:0-)a,^  =  i,    (0-^:  0-),,^  =  e""^2"v'^ 
et  si  l'on  pose 

(5)  (/  =  »'.,-!-  am^TTi  +  «,.,(7i -H  02-^2, 
on  a  en  général 


(6)  0(<'')=0(c).e 


.?,t'i  +  7jfj-4--(<?frt„4-29,7jn,5-H7l«si) 


(•)  ^ot>,  par  exemple,  Neomans,  op.  cit.,  p.  126,  note. 
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Actuellement  le  problème  que  nous  avons  à  traiter  consiste  en 
ceci  : 

Au  moyen  des  trois  équations, 

elu,,^   /         du,,-^   /         du,, =  11,,      (Ä  =  I,2,  3), 

détenniner  les  points  x^^\  x'^-\  x^^^  en  fonction  des  grandeurs 
données  (V,,  Wo,  w^.  D'après  ce  qui  a  été  dit  sur  le  problème  d'in- 
version de  Jacobi  (p.  223),  on  voit  immédiatement  que  l'on  peut 

obtenir  une  équation  pour  les  valeurs  d'une  fonction  algébrique  - 

aux  points  x^^\  x'-\  x^'^  si  l'on  réussit"  à  représenter  comme  fonc- 
tion des  grandeurs  w^^w^^^Wz  la  somme  des  valeurs  d'une  inté- 
grale de  troisième  espèce  à  infinis  quelconques  (^,  S",  c'est-à-dire 
la  somme 

I  x\      r-^'"'  /*•*'■'  r^^'*' 

(8)  ^'c^A    \—\      dnr^-\-         dnr=}-h         dur^. 

II  s'agit  donc  uniquement  dans  ce  qui  suit  de  fournir  la  représen- 
tation dont  il  s'agit. 

On  y  parvient  à  l'aide  d'une  fonction  &'[ui,  U2,  u^)  ou  plus 
brièvement  0'(m),  dépendant  des  trois  grandeurs  u,,  iio,  "3  (quoi- 
que non  symétriquement),  et  que  nous  définirons  par  l'équation 
suivante 

[  ©'(m)  =  ©(«1  —  -Al,  11^—  -A2  j  .e^"' 

'"'         1  /    ' .        '  .    \  -±„. 

[  +  0  (  «1  +  -  Al,  i<2  4- -  A2  ]  .e    ^    , 

OÙ  A,,  A2  indiquent  les  intégrales  désignées  de  la  même  façon 
dans  (3).  En  ayant  égard  à  (3),  on  a,  pour  les  coupures  b/,^  h  étant 
égal  à  I,  2, 

[e(„.±l.,)^.(,„.i.)-]^=/-^-K 
En  vertu  des  propriétés  de  l'intégrale  ^3  exprimées  dans  (3), 
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nous  avons  donc,  d'après  {9), 

(10)  [log0'(«)-^- log©' («)-]/,,=  «/,+  -«A/,       (//=l,2), 

et,  en  définissant  ensuite  v'.^  par  l'équation  , 

(11)  i''3  =  P3-4-  2g-/7rH-7,A,4-  ryjAî, 

et  i>\,  1^2,  d'autre  part,  encore  par  (5),  on  trouve,  en  général, 

j    log0'(t'')=loge'(p)  +  5r,,.,+  72<^2 

(12)  <  I 

ff£  /'o/z  vejnße  aisément  que 

{i3)  ©'(—t.)  =  ©'(..). 

Les  propriétés  de  périodicité  de  la  fonction  0'sont,  d'après  cela, 
complètement  analogues  à  celles  de  la  fonction  0  ordinaire.  Au 
contraire,  la  première,  sur  la  surface  de  Riemann  décomposée, 
n'est  plus,  comme  la  dernière,  une  fonction  qui  soit  partout  uni- 
forme, car,  en  découpant  la  surface  le  long  des  sections  trans- 
verses, un  circuit  autour  de  l'un  des  points  ^,  n  n'est  pas  rendu 
impossible,  et  un  tel  circuit  change  le  signe  de  0'.  A  chaque  point 
de  la  surface  correspondent  donc  deux  valeurs  de  cette  fonction; 
pour  les  points  ^,  rî  seulement,  ces  deux  valeurs  se  confondent.  En 
ces  points,  en  effet,  Wg  devient  infiniment  grand,  comme  log(x  —  ^  ) 
ou  log(a:  —  ri)  en  jc  =  ^  ou  x  =  -n  respectivement,  et  par  suite  0' 

_l  ± 

devient  algébriquement  infini,  comme  [x  —  ^)    -ou(a:  —  r,)' .  Les 

points  \,  m  sont  donc  des  points  de  ramification  de  la  fonction 
0';  et,  pour  préciser,  cette  dernière  (étendue  sur  la  surface  dé- 
composée) n'a  pas  d^ autres  points  de  ramification,  ainsi  qu'on  le 
reconnaît  d'après  la  manière  dont  elle  est  formée,  avec  les  fonc- 
tions 0  ordinaires.  Si  donc  Q'[u)  s'annule  en  un  point  de  la  sur- 
face, c'est  au  moins  au  premier  ordre,  c' est-à-dire  comme  x  —  a 
pour  X  =  a. 

Pour   la   résolution  du   problème   d'inversion   donné   dans   les 
équations  (7),  nous  procéderons  exaclement  comme  Riemann  l'a 


272  TOME   III.  CHAPITRE   I. 

fait  pour  le  problème  d'inversion  de  Jacobi  (  ^  ).  Nous  désignerons 
par  M|,  U2,  U3  nos  trois  intégrales  dont  la  limite  inférieure  com- 
mune sera  supposée  arbitraire  et  constante,  et  la  limite  supérieure 
comme  variable;  de  plus,  Vx,  u-2^  V3  désigneront  trois  constantes 
données  d'une  façon  quelconque.  Nous  démontrerons  d'abord 
cette  proposition  que  Xa  fonction  0'(«  —  v)  s'éuanouit  en  trois 
points  de  la  surface  de  Rieniann,  à  moins  qu'elle  ne  soit  identi- 
quement nulle;  mais  cette  dernière  circonstance  sera  exclue  pour 
commencer.  D'après  les  remarques  qui  viennent  d'être  faites  sur 
l'évanouissement  de  ©',  il  nous  suffît  de  montrer  que  le  carré  de 
0'(«  —  v)  devient  infini  du  premier  ordre  en  six  points;  mais  ces 
six  points  doivent  précisément  consister  en  trois  couples  de  points 
coïncidant  deux  à  deux  pour  que  & [u  —  v)  y  puisse  devenir  infini 
du  premier  ordre.  Nous  désignerons,  pour  cette  raison,  dans  ce 
qui  suit,  par  2V  le  nombre  à  chercher  des  points  d'évanouisse- 
ment de  [0'(m  —  ^)]";  ^  est  alors  le  nombre  correspondant  pour 
&{u  —  v). 
La  fonction 

[©'(«  —  v]Y=:@^-iu,—  i\  —  ~  A,)e"ä-"3H-0MH,,— (',,+  -  Av)e-"3-*-''3 


2  0  (  «V <'v A.,  )    .  0  (  «V  ■ 


^-) 


est  d'ailleurs,  sur  la  surface  décomposée  par  les  coupures  a,  Z>,  c, 
partout  continue  et  uniforme;  aux  points  ^  et  y?  seulement  elle 
devient  algébriquement  infinie  du  premier  ordre.  On  a  donc, 
d'après  une  proposition  connue, 

(l4)        JrfIog[0'P=  2  J^  =  2/7r(2V-  ,  -  ,)  =  4.V(  V-  l) 

si  l'on  prend  la  seconde  intégrale  sur  le  bord  entier  de  la  surface 
décomposée,  c'est-à-dire  dans  les  deux  directions  le  long  de  toutes 
les  coupures  a,  Z>,  c.  Cette  intégrale  est,  d'autre  part,  égale  à 

2/</(  Iog0'+  —  log©'-  ) 

prise  suivant  une  seule  direction  le  long  des  coupures  a,  b^  c.  Mais 


(')  Voir  RiEMAN.N,  op.  cit.,  §  22,  et  pour  de  plus  amples  développements,  Neumanx 
et  Prym,  loc.  cit. 
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il  résulte  de  (lo)  et  (12)  pour  les  coupures  a  e\  c 

log0'(« —  <•)+ —  log0'(«  —  <^)-z=:0, 

et  pour  les  coupures  ^ 

/  [d\oë&' [u  —  i>]+  —  d\oge'  [a  —  v)-]t„^=  j  du,,=  2T:i\ 
Nous  tirons  conséquemment  de  (i4) 

où  V=:  3.  C.  Q.    F.    D. 

Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  plus  à  fond  comment  ces 
trois  points  d'évanouissement  de  la  fonction  0'(« —  v)  dépendent 
des  constantes  données  v^,,  v^o,  ^^3.  Nous  aurons  à  montrer  que 
cette  dépendance  est  représentée  par  les  équations  (7)  de  notre 
problème  d'inversion,  à  la  condition  d'ajouter  à  leurs  seconds 
membres  certaines  constantes  (ou,  ce  qui  revient  au  même  sans 
passer  par  l'intermédiaire  de  ces  constantes,  à  la  condition  de  dé- 
terminer convenablement  les  limites  inférieures  c^'^).  Les  trois 
points  d'évanouissement  de  & [u — v)  coïncideraient  alors  avec 
les  points  x'*^,  x^-\  jc^^^  qui  figurent  dans  (7),  et  en  conséquence 
nous  les  désignerons  immédiatement  par  ces  lettres. 

Sur  le  bord  de  la  surface  décomposée  par  les  lignes  a,  b,  c,  nous 
prendrons  quelque  part  trois  points  X}^\  "Q^^  C^^^-  ^^  C^'^  nous 
mènerons  un  lacet  /,  enveloppant  le  point  a'*'  et  revenant  ensuite 
à  (^^'^  5  nous  joindrons  de  même  les  points  x'^-K  x'^^''  respectivement 
aux  points  ^^-\  ''Q^^  par  des  lacets  4,  4,  et  nous  imaginerons  que 
la  surface  soit  coupée  le  long  des  lignes  /|,  I2,  h\  enfin  nous 
mènerons  encore  une  coupure  a^  autour  des  points  ^,  yj,  et  nous 
la  joindrons  par  une  autre  coupure  à  la  courbe  de  bord  de  notn* 
surface.  Dans  la  surface  ainsi  décomposée,  log0'(a  —  r)  est  une 
fonction  partout  continue  et  uniforme  du  point  variable  x.  Il  eu 
est  de  même  pour  les  intégrales  «i,  Mo,  et  conséquemment  existe 
la  relation 

Ws^/log0'ftt  —  f).f/M,=z=0        (v=il,2), 

si  l'on  étend  l'intégrale  qui  figure  dans  le  premier  membre  à  toute 
la  courbe  du  bord  de  la  surface,  c'est-à-dire  dans  les  deux  direc- 

Clebscii.  —  Géométrie,  III.  l8 
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lions  le  long  de  toutes  les  coupures  a,,  «25  «S)  C|,  Cj,  ^i,  62,  /«, 
/a,  /s-  D'un  autre  côté,  cette  intégrale  est  égale  à  la  somme  des  in- 
tégrales 

W=/[loge'(«  —  v)+  —  loge'  [u  —  i>]-]du^ 

prise  sur  toutes  les  lignes  a,  b,  c,  L  Mais  nous  avons,  le  long  des 
lignes, 

hi  ky  h,     Iog0'-+-—  log0'-=  a/îT, 
Ci,C2,     log©'"^ — log©'— =  0, 

.       «/o       log0'+—  l0ge'-=:2^/,/7r       (//  =  !,  2,3), 
h^f      l()g0'-+-—  log©'  ■=  IL,—  v^-{-  -  «,^+  2/^/ir. 

Les  quantités  g  et  h  indiquent  ici  des  nombres  entiers  qu'il  est 
nécessaire  d'ajouter,  parce  que  les  différences  de  logo'  ne  sont 
définies  qu'à  un  multiple  près  de  2i7r.  Si  nous  désignons  mainte- 
nant par  al'\  af'j  a.[^^  les  valeurs  de  u^  aux  points  X,^^\  ^(-^,  ^^^\ 
par  a[^\  a!-^\  a^"'  celles  aux  points  xM\  il  vient 


dW  =  iiiic  I       du,  =  ( «;'*'  —  «/'» ) 2 1 ît, 

JdW  =  Ztz ig,  I    dUy^i-igyiTT.af^,      (/t  =  ï,  2}, 

Ici  /   du,  est  égal  à  2  tti  ou  o  suivant  que  7^  ^  v  ou  A  ^  v  ;  l'intégrale 

-^A 

Ju^du,  dépend  seulement  de  la  valeur  initiale  constante  de  l'in 

tégrale  u,;  les  intégrales  a^'  sont  de  même  indépendantes  des  x^'K 
Si  donc  nous  désignons  par  k,  de  pareilles  constantes  indépendantes 
des  x^'\  il  vient  finalement,  pour  v  =:  i ,  2, 

o  =  ^Y^[ai^^  -i-  «r^'H-  a<^'  —  (',-1-  CLhjTt  -+-  g^ai^-h  gta^^^  k,)'ii-n. 

On  établit  de  la  même  manière  pour  M3  une  équation  complète- 
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ment  analogue.  Il  vient  donc  enfin,  à  part  un  système  complet  de 
périodes  ( pour  V  =  1 ,  2,  3  ), 

relation  où  Ä^'  désigne  la  valeur  de  l'intégrale  Mv  aux  points  c^'^, 
et  où  de  plus  les  quantités  Xy  sont  de  nouvelles  constantes,  et  les 
quantités  w-,  doivent  coïncider  avec  les  grandeurs  données  dans  les 
équations  (7).  Nous  avons  par  conséquent  ce  théorème  : 

«Si  l'on  fait  les  arguments  de  la  fonction  0'  définie  par  (9) 
égaux  à  Uv — çVv — Xv,  les  y.,,  étant  des  constantes  d'une  certaine 
espèce,  et  les  w^  étant  données  par  (7),  la  fonction  0'  s'annule 
aux  trois  points  x^*\  x^^\  x^^K 

Pour  déterminer  exactement  les  constantes  x,,  v.-i,  X3,  nous  pro- 
céderons de  la  manière  suivante  (*).  La  limite  inférieure  con- 
stante de  l'intégrale  étant  désignée  par  fx,  la  fonction 

du,,  —  \         du,,  —   1         du,,  —   \         du,,  —  V.,,  ) 
jUl  Jc{\)  Jé^)  Jc(^)  J 

s'évanouira  pour  x  =  x'^^^  d'après  la  proposition  que  nous  venons 
d'énoncer,  indépendamment  des  points  x^^\  x^^^  \  ou,  en  d'autres 
termes,  la  fonction 

du,,  —   /        du,,  —  1        du,,  —  y.,,  ) 

s' épanouit  indépendamment  de  la  situation  particulière  des  points 
x'^^\  x^^K 

Les  points  c>'^,  c^-\  c^'^  sont  encore  ici  tout  à  fait  arbitraires; 
seulement  il  faut  toujours  faire  varier  convenablement  en  même 
temps  qu'eux  les  grandeurs  x,,  Xo,  X3.  Nous  déterminerons  ces 
dernières  par  la  construction  suivante.  La  tangente  de  G4  au  point 
^  coupe  encore  C4  en  deux  points  5  par  ces  points  faisons  passer 
une  conique  qui  touche  de  plus  Gj  en  trois  points  et  ne  passe  pas 


(')  Celte  détermination  des  constantes  est  imitée  de  celle  donnée  par  Weder  [Journal 
de  Crelle,  t.  70)  pour  le  problème  d'inversion  de  Jacobi.  Le  résultat  concorde  avec 
celui  obtenu  par  une  autre  vo  ^^'(pour  le  ca  général)  par  Clebscu  et  Gordan,  op.  cit., 
p.  184. 

18. 
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par  le  point  double.  Il  existe  des  coniques  de  cette  espèce  en 
nombre  fini,  et  nous  fero7is  d'abord  coïncider  les  points  c^*',  c^*^, 
cf'^  avec  les  trois  points  de  contact  de  Vune  d'' elles  d'abord  arbi- 
trairement choisie.  Cette  conique  doit  toutefois  être  une  conique 
proprement  dite,  c'est-à-dire  ne  pas  se  décomposer  en  la  tangente 
du  point  IUI  lui-même  et  en  une  tangente  double  de  C4.  La  ligne 
qui  joint  x'^^^  et  a:^^)  coupe  encore  C,  en  deux  points  que  nous 
désignerons  par  j^-',  j)"^^^  On  a  alors,  d'après  le  théorème  d'Abel, 
pour  h  =  1,  2,  3, 

pix  /.x(-')  /»XÎS)  pjii)  />|-(3) 

(16)      2   /      «-/m/jH-    /         ^«A  +    /         du,,-\-   1         <lu,t'h   j         r/M/j=o. 

J  cW  t/d?)  Jc3)  Jc'^i)  Jc(3) 

Il  résulte  de  là,  puisque  0'  est  une  l'onction  paire,  que,  conjoin- 
tement avec  l'équation  donnée  par  l'évanouissement  de  (i5),  a 
lieu  aussi  l'équation 

(l'>h  —    /    ^      ^^"A  —    /  ^      'If^U  +  y-h    1  =  O, 

et  cela  indépendamment  de  j^'^\  y^'^^.  On  peut  donc,  dans  la  der- 
nière équation,  poser  aussi  j'^-^  =  x'^^,j'^^^  =  x'^^,  et  alors  l'équa- 
tion (17)  se  confond  avec  (lo),  au  signe  près  de  ha- 

Au  lieu  de  poser  x  z=z  x''^\  on  aurait  pu  aussi  prendre  x  égal  à 
xS-'^  ou  à  x^3^  Il  résulte  de  là  que,  indépendamment  du  signe  de 
la  quantité  x-^,  la  fonction 

/     r*x  /ïxd)  /->j;<2l  /-»jji^)  \ 

©'(     /      du,,—  1        du,,—  I        du,,—  I        du,,±:  ■/.,,] 

\J,j.  Jcii)  JcH)  Jci-ii  J 

s'évanouit  pour  x  =.  x^'^\  x -=  x^-\  x  =  x^^^  Or  cela  n'est  pos- 
sible que  si  les  arguments  de  la  fonction  0'  qui  dépend  de  x  et  de 
celle  qui  dépend  de  —  >c  diffèrent  uniquement  d'un  multiple  des 
systèmes  de  périodes,  c'est-à-dire  que  nous  avons 

I  ,  .  , 

■/.■^■=i  ~  \1^yT.i -{- Y-i-O      -f-e/j.O     +  Vi'^ii -4-  72^22)1 

i   ,  . 

y.2  =  -(^wi.o     4- at/^TTi -f-  «3.0     H- 7i«2i  +  72<^22Ji 

■''■s  =  -  (:^i-0     +y-2.0     -\    "î.^^s/t:  4-7iAi  +  72Aa), 


r 
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les  nombres  p.,  y  ayant  des  valeurs  données  d'une  manière  com- 
plètement déterminée  (^omod.  2)  et  étant  précisément  définis 


par  cette  circonstance   que   la  fonction  ö'(    |     duk-hy.h  )  s'éva 


<l 


H- 
M) 


nouisse  aux  trois  pomts  c< 

Si  l'on  fait  passer  par  les  deux  autres  points  où  la  tangente  de 
(x  rencontre  C,  une  autre  conique  tangente  à  C,  aux  points  a^^^ 
a'-^,  a^3^,  on  a,  d'après  le  théorème  d'Abel, 

(Iu,,-h  \         du,,-h   I         du,, 

C(l)  c/ff^)  Jc^^) 


-/; 


lih   désignant  un    système    déterminé  de    périodes.    La   fonction 

0'(    /     H —  hh  -\ —  y-h  )  s'évanouit  alors  aux  trois  points  a^*^  aS-^ 

Vf-         '^       /^     1 
a^^^  Mais  par  là  se  trouve  spécialement  caractérisé  le  système  de 

points  a^'^  pour  lequel  kh  =  x^  et  qui  possède  en  conséquence  la 
propriété  que  la  fonction  S'I    j     duh  )  devient  nulle  aux  points 

a^^\  a^-\  a^^^  Il  est  donc  avantageux  de  choisir  ce  système  déter- 
miné de  points  pour  les  limites  inférieures  de  l'intégrale  dans  les 
équations  (7),  ainsi  que  nous  le  ferons  par  la  suite  (conformément 
à  nos  remarques  précédentes  sur  le  problème  de  Jacobi  (p.  225  et 
suiv.).  Faisons  encore  observer  que  la  conique  tangente  en  ces 
points  a^'^  ainsi  caractérisés  ne  peut  pas,  en  général,  se  décom- 
poser en  la  tangente  de  fi  et  en  uJie  tangente  double rfe C,.  Alors, 
en  effet,  le  point  ^i  serait  compris  parmi  les  points  a^'^,  et  il  fau- 
drait que  la  fonction  0'l  /  duh  )  s'annulât  pour  x  =■  i*.,  c'est-à- 
dire  qu'on  eût  l'équation 

0'(o,  o,  o)  —  o, 

ce  qui,  évidemment,  n'a  pas  lieu  en  général. 

Nous  reviendrons  incessamment  sur  les  tangentes  doubles  de  C4. 
Auparavant  nous  ferons  usage  des  résultats  précédemment  obtenus 
pour  la  solution  du  problème  d'inversion  donné  dans  les  équa- 
tions (7).  On  en  vient  très  simplement  à  bout  si  l'on  emploie  la 
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fonction  0'.  En  effet,  on  vérifie  aisément  l'exactitude  de  l'équa- 


tion 


®'{^h—        du,,  j.e'f    /  ^ duu 


"«<••' =îxr''"^^'  ■■■"=îxr*- 


il  suffit,  pour  cet  objet,  de  comparer  les  propriétés  de  périodicité, 
ainsi  que  les  zçros  et  les  infinis,  dans  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion. Par  là,  d'après  des  remarques  précédentes  [t^.  270  ),  se  trouve 
résolu  le  problème  de  V inversion  étendu. 

On  peut  faire  usage  de  ce  problème  pour  la  détermination  de 
courbes  de  contact  qui  ne  passent  pas  par  le  point  double,  ce  qui 
n'a  pas  besoin  d'être  développé  plus  longuement  [voir  p.  229  et 
suiv.).  Observons  seulement  que,  dans  le  cas  actuel,  ainsi  qu'on 
l'aperçoit  facilement,  les  équations 

du,,  +  /        du,,  -+■   /        du,,  =  -  (  P,j  H-  ^Vj  ), 

«(1)  t/«(2)  J«(3)  '" 

OÙ  les  Vf,  désignent  des  constantes  et  les  hh  des  systèmes  de  pé- 
riodes, admettent  7*^  = /•2p+'  solutions  (').  Pour  r=  2,  il  résulte 
de  là  qu'z7  existe  3i  systèmes  composés  chacun  d'un  nombre  sim- 
plement infini  de  coniques  proprement  dites  qui  ne  passent  pas  par 
le  point  double  et  touchent  la  courbe  G,}  partout  oîi  elles  la  ren- 
contrent; car,  parmi  les  82  systèmes  primitivement  trouvés,  est 
compris  celui  des  droites  dont  chacune  compte  double. 

Un  intérêt  particulier  s'attache  ici  encore  au  problème  des  tan- 
gentes doubles  déjà  traité  au  cas  de  p  =  3  et  à  la  solution  duquel 
nous  passons  maintenant.  Si  a^'^,  a^-^,  a^^^  ont  de  nouveau  la 
signification  indiquée  et  que  x^^\  x^-^  doivent  être  les  points  de 


(')  Ce  nombre  est  au  contraire  encore  égal  à  r'P  si  le  point  double  se  transforme 
en  un  point  de  rebroussement,  car  alors  l'intégrale  de  troisième  espèce  se  transforme 
en  une  intégrale  de  deuxième  espèce,  et  cette  dernière  n'a  plus  de  période  logarith- 
mique. 
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contact  d'une  tangente  double,  cette  dernière  forme,  ensemble 
avec  la  tangente  de  {J.y  une  conique  pour  laquelle,  suivant  le  théo- 
rème d'Abel,  ont  lieu,  semblablement  à  (i8),  les  équations 

r/«,,4-    /  du,,-h    I  du,-=-hj,       (Är=I,2,  3), 

les  hh  étant  des  systèmes  de  périodes.  Mais  ici  nous  avons  trois 
équations  pour  la  détermination  des  fZcMX  inconnues  j:^'^,  x^^).  si 
ces  trois  équations  doivent  coexister,  il  faut  qu'une  relation  entre 
les  constantes  qui  y  figurent  soit  satisfaite.  Or  cette  dernière  est 
immédiatement  donnée  par  la  proposition  démontrée  plus  haut  et 
d'après  laquelle  la  fonction 


©'(    /      ^^«A+  /        dui,+  / 
\J«3)  J«(l)  Ja} 


du 


«(1)  c/«(2) 


s'évanouit  indépendamment  des  points  j^^*\  j^(2)  gj  donc  nous 
posons jy^*^  =  j;^'^,  y^-^  =  x^-^,  nous  avons  la  condition  moyennant 
laquelle  est  satisfaite  l'équation 

Q'I       ^    du,,  +  /  ^    du,,  4- J  ^  du,,  ]  =  &'  Il  /c,A  =  0. 

Nous  devons  donc  nous  demander  s'il  existe  des  systèmes  de  demi- 
périodes  -ÂTi,  -Â^2?  -^3  pour  lesquelles,  comme  arguments  de  la 

fonction  0',  le  premier  membre  de  cette  dernière  équation  s'an- 
nule. Posons 


(2-2; 


La  fonction  S'i-kA    se  forme  alors  de  Q'I kA  lorsqu'on 

augmente  les  arguments  de  cette  dernière  d'un  système  entier  de 
périodes  k/,,  et  par  suite  il  vient,  d'après  (12), 

loge'  fi A„\  =  loge'  (--  i  X- J 

=  loge' /  —  1 A-Ä j  -7r'(wi7iH-W272— g'). 


Mais,  comme  0'  est  une  foncticn  paire,  on  a  aussi 


0' ,  -  n„ 


/•, 


Ces  deux  équations  ne  peuvent  subsister  ensemble  que  si 
est  un  nombre  pair,  ou  bien  si  l'on  a 


&'[U-, 


o. 


Mais  cette  dernière  circonstance  se  présente  toujours  si 

"hli  +  'fhÇu—  g 
est  un  Jiombre  impair,  c'est-à-dire  si 
(23)  f"i9i -^ '"i<l2 — ö^f      (iiiod.  2). 

C'est  donc  seulement  dans  le  cas  où  la  congruence  (  23)  est  satis-" 
faite  que  les  équations  (21)  peuvent  servir  à  la  détermination  des 
tangentes  doubles. 

Par  là  nous  obtenons  le  nombre  des  tangentes  doubles  et  leur 
groupement  respectif  (  *  ).  Quant  à  leur  nombre,  il  est  égal  à  seize, 
ce  qui  est  d'accord  avec  les  formules  de  Plücker  (t.  II,  p.'  68),  et, 
pour  préciser,  nous  avons,  pour  les  tangentes  doubles  désignées 
])ar  les  chiffres  1,2,...,  16,  les  systèmes  suivants  de  valeurs  des 
nombres  m^  q  : 


1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

G. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11.   1 

2.    13. 

li.   1 

-).    IG. 

ff 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

I 

I       I 

, 

,       , 

7«, 

0 

I 

I 

1 

I 

0 

I 

I 

0 

0 

0 

I       0 

0 

I       0 

?, 

0 

I 

I 

I 

0 

■  I 

0 

0 

1- 

I 

0 

I       0 

0 

0       I 

W, 

I 

0 

I 

0 

0 

I 

0 

I 

0 

0 

0 

1       I 

0 

I       I 

y 

1 

' 

' 

0 

0 

I 

0 

0 

0 

• 

0 

0 

I       0 

I 

'       ' 

(*)  La  recherche  des  tangentes  doubles  dune  courbe  du  quatrième  ordre  à  point 
double  a  été  donnée  par  Brill  (Math.  Annalen,  t.  VI,  p.  66),  comme  annexe  à  son 
étude,  pour  le  cas  de  /;  =  2,  de  l'extension  du  problème  de  l'inversion.  Comparer  la 
note  de  la  p.  267;  voir  aussi  Reçu  {Journal  de  Crelle,  t.  G6,  p.  u4  et  suiv.). 
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Les  points  de  contact  de  ces  seize  tangentes  doubles  sont  aussi, 
ainsi  qu'il  a  déjà  été  observé,  compris  parmi  les  solutions  des 
équations 

du,,  -+-   /        du,,  +  /        du,,  =  -  /■/„ 

«(1)  c/a'«)  »/a(3)  ^ 

qui  déterminent  les  points  de  contact  des  coniques  de  contact  pas- 
sant par  les  autres  points  d'intersection  de  la  tangente  de  ft.  On 
peut  ici  précisément  faire  coïncider  l'un  des  points  x^^^  avec  le 
point  [JL  si  la  condition  (^S)  est  satisfaite  à  l'égard  des  nombres  m, 
<7,  g  qui  entrent  dans  les  grandeurs  k/,.  Si  cette  condition  n'est  pas 
satisfaite,  on  obtient  néanmoins,  au  moyen  des  équations  (24)1 
les  points  de  contact  d'une  conique  proprement  dite.  Le  nombre 
de  ces  derniers  est  par  suite  égal  à  2---+'  —  16  =  16. 

On  parvient  (comme  dans  le  cas  de  /?  =  3)  à  d'autres  proposi- 
tions sur  le  groupement  respectif  des  tangentes  doubles,  en  par- 
tant des  systèmes  de  coniques  de  contact  (actuellement  non  ad- 
jointes). Les  points  de  contact  j:^*^,  ...,x^''^  d'une  courbe  de 
cette  espèce  se  déterminent,  c^'^,  .  .  . ,  c^'^  étant  les  points  de  ren- 
contre de  G4,  avec  une  droite  quelconque  (laquelle  comptée  deux 
fois  donne  une  conique  de  contact),  se  déterminent,  disons-nous, 
au  moyen  des  équations 

£a-(l)  /.x(î)  ^x('')  px\'>)  ^ 

du,,-\-   1         du,,-^    l        du,,-{-  j        ditt,^  -  h/,, 
_  1)  c/fl«)  Jc'(3)  Jc(4l 


2 


les  quantités  hh  étant  encore  définies  par  (22).  Il  est,  d'ailleurs, 
plus  avantageux  pour  la  solution  du  problème  de  l'inversion  de 
prendre  pour  base  d'autres  équations  dans  lesquelles  les  points 
«^'^  qui  répondent  à  fx  entrent  comme  limites  inférieures.  Or,  par 
les  deux  autres  points  d'intersection  de  la  tangente  de  yi  passent 
deux  courbes  du  quatrième  ordre  dont  l'une  consiste  en  la  conique 
tangente  en  a^'^,  a.^'^\  a^^^  comptée  deux  fois,  l'autre  est  formée 
par  la  conique  tangente  en  x^^^,  . . . ,  x^*^  et  par  la  tangente  de  y. 
comptée  deux  fois.  Nous  pouvons  donc  aussi  déterminer  les  points 
x^^^  au  moyen  des  trois  équations  suivantes  : 

du,,  -H  /        du,,  +   /        du;,  -i-  /        du,,  -h  2  /      du,,  ^  -  fi,, , 

a"»  ./a(S)  Ja(»  Ja'2'  ^a'3)  ^ 

où  les  hh  sont  différents  des  systèmes  de  périodes  ainsi  désignés 
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dans  (aS),  quand  même  tous  deux  appartiendraient  aux  mêmes 
limites  supérieures.  Dans  ces  équations,  on  peut  toujours  prendre 
encore  un  point  x  à  volonté  ;  les  trois  autres,  d'après  les  lois  du 
problème  de  l'inversion  étendu,  se  trouvent  par  là  fixés;  en 
effet,  les  équations  (26)  se  confondent  avec  les  équations  (20),  à 
la  condition  qu'on  choisisse  convenablement  Vh  dans  ces  dernières. 
Il  existe,  comme  nous  l'avons  déjà  énoncé,  trente  et  un  systèmes  de 
coniques  de  contact  proprement  dites;  il  faut  y  joindre  le  système 
doublement  infini  des  droites  comptant  double  dont  les  points  d'in- 
tersection s'obtiennent  au  moyen  de  (26)  pour  /r,  =  Ao  =  ^3=  o. 
En  fait,  toute  droite  forme,  ensemble  avec  la  tangente  de  ^,  une 
conique,  en  sorte  qu'on  a,  d'après  le  théorème  d'Abel, 

(lu,,  +  /        du,,  +  I        ilu,,  -h  I        du,,  H-  2  1      du,,=z  o. 

a'i)  t/a(2)  Ja(i)  »/a's)  t/ais) 

Si  maintenant  une  semblable  conique  de  contact,  dont  les  sys- 
tèmes de  périodes  hf,  sont  donnés  par  les  nombres  m,,  mo,  qi,  q^, 
g,  doit  se  décomposer  en  deux  tangentes  doubles  caractérisées 
respectivement  par  les  nombres  m\,  m'..,^  q\^  q\,  g'  etm'j,  m'^,  ^",, 
q\,  g",  on  aura  nécessairement  (mod.  2) 


m,  ^Eiin.  -f-  m. ,     in^^  m. 


o   » 


On  reconnaît  facilement  par  là  que  chacun  des  trente  et  un 
systèmes,  à  l'exception  de  celui  déterminé  par  les  nombres 
q^  =.  q^=.  m,  =  nu  =0,  g  =  i^  comprend  quatre  couples  de  tan- 
gentes doubles  [par  conséquent  huit  tangentes  doubles)  ;  et  ces  trente 
systèmes  se  rangeront  ensuite  deux  à  deux  suis^ant  la  'valeur  de 
g,  de  telle  sorte  que  deux  systèmes  comprennent  toujours  la  tota- 
lité des  seize  tangentes  doubles.  Chaque  tangente  double  peut, 
par  conséquent,  suivant  la  manière  dont  elle  est  groupée  avec  les 
autres,  être  considérée  comme  appartenant  à  quinze  systèmes, 
comme  le  fait  apercevoir  le  tableau  suivant.  Ce  tableau  a  été  sim- 
plifié par  la  désignation  des  tangentes  doubles  au  moyen  des  nom- 
bres 1,2,  . . . ,  16  introduits  dans  le  tableau  précédent.  Les  chiffres 
romains  se  rapportent  aux  quinze  couples,  de  deux  systèmes  de  co- 
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niques  chacun,  qui  correspondent  aux  quinze  couples  de  systèmes 
de  valeurs  m,  q,  g,  les  derniers  nombres  différant  dans  chaque 
couple  uniquement  par  la  valeur  de  g.  Les  tangentes  doubles  placées 
l'une  sous  Fautre  forment  deux  à  deux  un  couple  ;  à  côté  des  chiffres 
romains  sont  placées  entre  parenthèses  les  valeurs  des  nombres  cor- 
respondants m,^q,y  ma,  q^i  tandis  que  les  valeurs  de  g  sont  notées 
à  ffauche  sur  le  bord.  On  obtient  le  tableau  : 


1.(0011), 


\     2     5     6  i3 
^  =  '\     3     8     9.4 


H.  (1101). 


\  6  8 

i4  i5  i6 

5  7  12 

10  9  i3 


m 

(1110). 

IV. 

(1100). 

3 

9  5  4 

4 

I   2   3 

II 

i5  i6  i3 

12  i4  l3 

I 

6  8  12 

5 

6  7  i3 

2 

7  10  i\ 

9 

8  10  i6 

V.  (1001). 


5  G  7  3 

Il  12  i4  i6 

i  2  4  i3 

8  10  9  i5 


VI.  (0110). 

VII.  (1000). 

VIII.  (1010). 

IX.  (0101). 

X.(OIOO). 

-=0 

6  5  2  10 
II  12  i5  i3 

I  3  4  i4 
9  7  8  i6 

7  5  I  8 
Il  i4  i5  i3 

2  3  4  .2 
9  6  10  i6 

8927 
II  12  iG  i3 

,  3  4  .4 
5  10  6  i5 

9  8  10  3 
II  12  i4  i5 

I   2  4  i3 

6  7  5  16 

10  9  I  G 

11  i4  iG  i3 

2  3  4  12 
5  8  7  i5 

XI.  (Uli). 


(  2  10  7  3 

(  i3  i5  16  i4 

Il  I  5  8  II 

I  4  6  9  12 


Xll.  (0010). 


2091 

12    i5    16   l'i 

3  6     7  II 

4  10     8  i3 


XIII.  (0001) 


3     I     8    G 
12   i3  i5  iG 


3     9 

7  10 


XIV.  (1011) 


16  i3 


7     G    9  i5 


XV.  (OUI). 


7     0     4    9 
12  i4  i5  i3 


•  Mais,  dans  chacun  de  ces  quinze  systèmes  de  coniques  est  com- 
pris, en  outre  des  quatre  couples  de  tangentes  dovibles  proprement 
dites,  un  couple  de  tangentes  improprement  dites  (comptant  au 
surplus  double),  savoir  un  couple  de  deux  des  quatre  tangentes 
menées  du  point  double  à  C».  Comme,  en  effet,  toute  conique  d'un 
système  de  cette  espèce  touche  la  courbe  C,  partout  oii  elle  la  ren- 
contre, la  conique  tangente  en  ?  doit  nécessairement  être  tangente 
en  même  temps  en  Yi,  car  toute  courbe  qui  renferme  l  passe  aussi 
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paryj,  et  cela  n'est  possible  que  si  la  conique  a  elle-même  un  point 
double  au  point  double.  Or  le  point  de  contact  j  d'une  tangente 
issue  du  point  double  se  détermine,  comme  on  sait,  au  moyen  des 
deux  équations  (v  =  i,  2) 


Jçy  ri'-  \  I      • 

^MvH-    /      du,,^  -  iam'ji:  -j-  q',  «..-f-  q'a^.]  =  -  /?', 

si  ß^^\  ß'--^  sont  les  points  associés  au  point  [j.  de  telle  façon  que 
lafonction0f    /     du^,    j     <f«2  )  s'annule  pour  x  =3  ß(')  et  0:-  =  ,6^2.1^ 

et  si,  entre  les  nombres  fîguranl  dans  le  second  membre,  est  sa- 
tisfaite la  condition  qui  exprime  l'évanouissement  de  la  fonction 

01     /     duy-\-  I     duy  ),  savoir  (p.  240) 

(29)  m\q\-\-m'.^q\~i      (mod.  2). 

Pour  étudier  d'ailleurs  les  équations  (28)  en  connexion  avec  les 
équations  (21)  et  (26),  il  est  nécessaire  d'y  choisir  les  limites  in- 
férieures d'une  façon  semblable.  Or  on  a,  d'après  le  théorème 
d'Abel  (v  =  i,2), 

J^a(i)  /ia(3)  ,-.a(2)  /.a'2) 

dlL,-^    /         du„-\-  -    /         du,+  ~    /         r/«,=  -R„ 
/î")  .//3(2)  2j^  lj^  2 

Ri,  Ro  désignant  des  systèmes  de  périodes.  Par  suite,  les  équa- 
tions (28)  se  transforment  en 

{3i)     /      dit,^  \     du.,-h  -  /        ^«,+  -  /"'./«,==-(/•;  — R,). 

Si,  de  plus,  k'I  est  un  autre  système  de  périodes  dont  les  nombres 
satisfont  à  la  condition  (29),  et  z  le  point  de  contact  correspondant, 
il  existe  entre  z  et  kl  une  équation  tout  à  fait  analogue,  dans  la- 
quelle entre  le  même  système  de  périodes  R,.  Par  addition  des 
deux  il  vient 

(32)    /      <r/H,+    j       du., -h    /      i/u,-h    /      du, +  2.1     <-/«v SES  -(/?•,;+  /\), 
c/a!i)  ./ad)  Ja'2)  Ja'ä)  t/a'3)  2 

équation  qui  se  forme  de  (26)  pour  ;^  =  x^'^,   z  =  x^^\  l=ix^-\ 
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•n  =  x^''\  ^!^  +  /r"  = /f,.  Mais  la  détermination  des  points  j^,  ^  se 
fait  uniquement  par  le  problème  de  l'inversion  ordinaire  et  est 
en  conséquence  complètement  indépendante  de  l'intégrale  de  troi- 
sième espèce  //?,  indépendante,  par  suite  aussi,  de  la  valeur  des 
nombres  g\  g",  g.  Ces  derniers  peuvent  être  pris  arbitrairement 
égaux  à  zéro  ou  à  l'unité.  En  effet,  la  somme  correspondante  d'in- 
tégrales de  troisième  espèce  prendrait  une  valeur  indéterminée. 
Il  résulte  de  là  que  chacune  des  tangentes  issues  du  point  double 
doit  être  comptée  deux  fois  comme  tangente  double,  que  deux 
quelconques  des  trente  systèmes  de  coniques  qui  appartiennent  à 
un  couple  [c'est-à-dire  diffèrent  seulement  par  la  valeur  de  g) 
comprennent  le  même  couple  de  ces  tangentes  doubles  impropre- 
ment dites,  et  que  celui-ci  compte  double  comme  conique  de 
contact  dans  chacun  des  deux  systèmes  ('  ). 

Désignant  maintenant  par  {miqim2q2)  les  nombres  qui  répon- 
dent, en  vertu  de  (28)  et  (29),  à  la  tangente  qui  touche  la  courbe 
en  y,  nous  avons  les  six  tangentes  [courbes  de  contact  du 
(«  —  3  )'«'"'=  ordre] 

1'  2'  3'  4'  ^'  ^' 

(ooii]  (iioi)  (iiio)  (iioo)  (loii)  (oui), 

et  celles-ci  se  répartissent  sur  les  quinze  couples  de  systèmes  de 
coniques,  d'après  le  tableau  : 


t'3' 


Le  trente  et  unième  système  de  coniques  de  contact  renferme 


(')  En  effet,  dans  chacun  des  systèmes  de  coniques  de  contact  appartenant  à  une 
courbe  du  quatrième  ordre  sont  nécessairement  compris  six  couples  de  coniques 
décomposables,  car  l'équation  d'un  tel  système,  si  P  =  o,  R=  o  sont  deux  coniques 
qui  en  font  partie,  est  de  la  forme 

P+  2/Q-h;-R  =  o. 

Alors  PR  —  Q'=  o  est  l'équation  de  la  courbe  C^  et  Q  =  0  celle  d'une  conique  qui 
passe  par  les  points  de  contact  de  P  =  0,  R  =  0  avec  C^.  (^P'oir,  par  exemple,  Salmon, 
Higher  plane  cun'cs,  n°  251). 


il. 

m. 

IV. 

V. 

VI. 

VII. 

VIII. 

i'3' 

l'2' 

5'6' 

3' 6' 

i'5' 

i'5' 

2' 6' 

IX. 

X. 

XI. 

XII. 

XIII. 

XIV. 

XV. 

3' 5' 

i'6' 

i'4' 

3'4' 

2' 4' 

4' 6' 

4'5' 

TOME  III.  —  CHAPITRE  I. 


chacune  des  six  tangentes  issues  du  point  double  comme  courbe 
dégénérée  en  une  droite  double,  ainsi  qu'on  le  vérifie  immédiate- 
ment; il  contient  donc  les  mêmes  tangentes  improprement  dites 
que  le  trente-deuxième  système  répondant  à  la  même  valeur  de  g 
qui  se  compose  des  droites  du  plan  comptant  double. 

Les  tangentes  doubles  improprement  dites  ont  encore  des  rela- 
tions particulières  avec  les  systèmes  de  coniques  de  contact  ad- 
jointes; nous  n'insisterons  néanmoins  pas  sur  ce  sujet.  On  peut 
d'ailleurs  établir  facilement  sur  la  situation  des  points  de  contact 
des  propositions  semblables  à  celles  données  au  cas  de  p  =  '^. 
Ainsi,  par  exemple,  les  huit  points  de  contact  de  deux  couples  de 
tangentes  doubles  du  même  système  sont  situés  sur  une  conique, 
et  ainsi  de  suite. 

D'après  ces  explications  détaillées  relatives  au  cas  de  p  =  2,  on 
a  des  aperçus  pour  traiter,  en  général,  le  problème  de  l'inversion 
étendu.  On  peut  énoncer,  sous  la  forme  suivante,  la  question  qui 
se  présente  alors  : 

Soient  p  sommes  chacune  de  p  +  q  intégrales  normales  de  pre- 
mière espèce  similaires  ayant  pour  limites  supérieures  les  points 
inconnus  x''^\x^'^\  ...,x^P'^f^  et  les  points  connus  c^*\  c'^^,  ..., 
c^p+çl  pour  limites inje/ieures  égales  à  des  quantités  données  p», , 
^21  •••■)  Vp\  soient  en  outre  q  sommes  chacune  de  p  -{-  q  intégrales 
normales  de  troisième  espèce  similaires  ayant  les  mêmes  limites 
égales  à  des  grandeurs  données  Wi,  çvo,  .  .  >,Wq\  soient  enfin  ^^'^ 
y/Oj  ^(2)^  y;(2}.  ^^^  -^q)  ^  .f[.q)  respectivement  les  infinis  de  ces  der- 
nières intégrales  ;  ou,  en  d'autres  termes,  soient  données  les  p  -h  q 
équations  suivantes  : 


(33)  |X.    ""^=^"^'      •••'       Zl.    ""^="- 

(34.)         >       /        r/nE(i'Vi)  =  «'„      .     .,  y       j        (lU'Mi),^( 


Le  problème  est  celui-ci  :  Représenter  les  coordonnées  des  points 
limites  supérieurs  x^'^  comme  fonctions  des  grandeurs  v^  w,  ou 
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représenter  en  cette  qualité  les  coefficients  d'une  équation 


(|)--.(|)--.(|)' 


dont  les  p  -\-  q  racines  sont  les  valeurs  d'une  fonction  algébrique  ^ 

ayant  son  numérateur  et  son  dénominateur  du  même   degré  qui 
correspondent  aux  limites  supérieures. 

Sous  cette  forme  le  problème  est  d'abord  indépendant  de  la 
question  de  savoir  si  les  infinis  |('\  y;^'^  sont  réunis  ou  non  deux  à 
deux  en  un  point  double.  Toutefois  le  premier  cas  présente  pour  les 
applications  géométriques  une  importance  excessive,  et  le  second 
peut  s'y  ramener  par  transformation  unidéterminative  de  la  courbe 
primitive.  Un  intérêt  particulier  s'attache  encore  à  la  recherche 
des  courbes  d'ordre  n  —  3  qui  ne  passent  pas  par  q  points  doubles 
de  la  courbe  originaire  et  touchent  celle-ci  partout  où  elles  la 
rencontrent,  une  relation  devant  alors  être  satisfaite  entre  les 
grandeurs  Vf,  . . .,  Vp',  w,,  ..  .,çVy  du  problème  d'inversion,  c'est- 
à-dire  entre  les  demi-systèmes  de  périodes  correspondantes,  si  le 
problème  doit  être  résoluble.  On  pourra  venir  à  bout  de  toutes 
ces  questions  en  procédant  d'une  manière  analogue  à  ce  qui  a  été 
fait  au  cas  de  p  =  i.  Mais  des  considérations  particulières  sont 
toujours  nécessaires,  si  parmi  les  q  points  doubles  se  trouvent 
compris  des  points  de  rebroussement  (*). 

XII.  —  Courbes  du  genre  p  —  o. 

Dans  nos  précédentes  recherches  relatives  à  la  Géométrie  sur 
une  courbe  algébrique,  nous  avions  d'abord  exclu  les  cas  p  =  o 
et  p  =  I ,  au  moins  dans  tous  les  problèmes  qui  se  référaient 
à  des  courbes  adjointes  du  («  —  3yème  ordre,  car  il  n'existe 
pas  de  systèmes  de  courbes  de  cette  espèce  si  p  est  inférieur 
à  2.  Ces  deux  cas  vont  être  examinés  l'un  après  l'autre  dans 
ce  qui  suit.  Nous  allons,  en  particulier,  nous  occuper  avec  soin 
de  la  représentation  de  la  courbe  primitive,  au  moyen  d'un  pa- 
ramètre,   représentation    que   nous    exposerons    aussi    en    détail 


^•)  Foir  Cifiasca  et  Gordan,  op.  cit.,  p.  296. 
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pour  le  cas  de  /:>  =  2  et  en  général  pour  les  courbes  hyperellip- 
tiques. 

Nous  commencerons  par  les  courbes  du  tz'^""^  ordre  du  genre 

p  ■=  o,    lesquelles   possèdent  par    suite  -[n  —  i)(n — 2)   points 

doubles  ou  cuspidaux  ('  ).  Nous  nous  proposons  de  montrer  d'abord 
que  ces  courbes  peuvent  toujours  être  transformées  unidétermi- 
nativement  en  une  ligne  droite  (*). 

Nous  considérerons  les  points  doubles  et  2/z  —  3  autres  points 
arbitrairement  choisis  sur  la  courbe  comme  points  de  base  d'un 
faisceau  de  courbes  d'ordre  n  —  1 .  Ce  faisceau  est  ainsi  complète- 
ment déterminé,  car  parles  \-[n  —  \)[n-\-'i)  —  i      points  fixes 

les  constantes  d'une  courbe  d'ordre  n  —  i  sont  données,  à  l'excep- 
tion d'une  seule.  Cette  dernière  constante  qui  demeure  arbitraire 
étant  désignée  parX,  l'équation  du  faisceau  est  delà  forme 

(1)  îj,  +  ).-^  .-=  o, 

a>  et  4*  étant  des  fonctions  d'ordre  n  —  i  qui,  égalées  à  zéro,  re- 
présentent deux  des  courbes  du  faisceau. 

En  joignant  l'équation  (  1  )  à  l'équationy^  o  de  la  courbe  donnée 
et  à  une  équation  Ux=^  o,  nous  obtenons  par  l'élimination  des  Xi 
le  produit  des  n[n  —  i)  points  d'intersection  en  coordonnées- 
lignes,  produit  qui  est  du  degré  n  par  rapport  à  ).  et  du  degré 
n[n  —  i)  par  rapport  aux  quantités  ui.  Or  les  n[n  —  i)  points  d'in- 
tersection se  composent  des  -[n  —  i)(/z  —  2)    points  doubles  et 

cuspidaux  fixes  de/comptés  chacun  deux  fois,  des  27ï  —  3  points 
fixes  choisis  arbitrairement  et  de 

n[n  —  I )  —  [n  —  i )  ( «  —  1)  —  [in  —  3 )  =1 
points  d'intersection  mobiles,  c'est-à-dire  dépendant  de  \.  Du  ré- 


(')  Nous  admettrons  toujours  que  ces  points  soient  séparés.  Pour  ce  qui  concerne 
les  singularités  élevées,  voir  ce  qui  a  été  dit  t.  II,  p.  210  et  suiv.,  et  t.  III,  p.  22. 

(')  Il  n'en  est  toutefois  ainsi  qu'à  l'égard  des  courbes  irréductibles;  ainsi,  par 
exemple,  une  cubique  générale  C,  forme,  ensemble  avec  une  droite,  une  courbe  du 
quatrième  ordre  de  genre  zéro;  cependant  les  coordonnées  de  ses  points  ne  peuvent 
s'exprimer  rationnellement  au  moyen  d'un  paramètre.  Quant  à  la  méthode  de  trans- 
formation que  nous  allons  appliquer,  voir  Clebscii  et  Gordan,  "/^  cit.,  p.  67  et  suiv. 
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sultat  de  l'élimination,  on  doit  donc  pouvoir  isoler  un  facteur  du 
degré  [«(«  —  i)  —  i]  par  rapport  aux  a/  et  ne  renfermant  pas  X; 
et  la  séparation  une  fois  effectuée,  l'équation  d'élimination  prend 
la  forme 

\esfi  étant  des  fonctions  du  n"^™''  degré  en  }..  C'est  là  l'équation 
du  point  d'intersection  mobile;  ses  coordonnées  sont  donc  entre 
elles  dans  le  même  rapport  que  les  quanti tésyj-,  et  l'on  a  les  coor- 
données Xi  du  point  d' intersection  mobile  représentées  comme 
fonctions  rationnelles  du  w"""«  degré  d'un  paramètre  X  à  l'aide 
des  équations 

(2)  9^1= fi,     p-'--i=Â,    ?^i=A, 

p  étant  un  facteur  arbitraire. 

Posant  encore  X  =  — ?  nous  avons  les  quantités  x/ représentées 

^2 

comme  fonctions  homogènes  du  n'*^*""  ordre  àej^^y^.  Considérons 
maintenant^  ,,j>  2j  J  8  comme  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe 
transformée;  nous  pouvons  envisager  les  Xi  comme  des  fonctions 
des  j7  dans  lesquelles j's  =  o;  cette  dernière  équation  est  donc 
l'équation  de  la  courbe  transformée,  c'est-à-dire  que  celle-ci  est 
une  droite  comme  cela  devait  être. 

Nous  pouvions  ainsi  transformer  toute  courbe  à-[n  —  i)  (n  —  2) 

points  doubles  ou  cuspidaux  en  une  droite  à  l'aide  de  la  trans- 
formation (2)  qui  est  du  n"""^  ordre  et  unidéterminativement 
réversible. 

Que  réciproquement  toute  courbe  telle  que  les  coordonnées  de 
ses  points  puissent  se  représenter  rationnellement  au  moyen  d'un 
paramètre  est  du  genre  p  =  o^  cela  est  évident;  car  cette  repré- 
sentation n'est  précisément  pas  autre  chose  que  la  transformation 
unidéterminalive  de  la  courbe  en  une  droite  (*);  or,   dans   une 


(')  Cependant,  si  la  représentation  paramétrique  rationnelle  est  donnée  pour  une 
courbe,  il  ne  s'ensuit  pas  qu'à  tout  point  de  la  courbe  réponde  une  valeur  unique  du 
paramètre;  mais  on  peut  alors  toujours  introduire  un  nouveau  paramètre  tel  qu'il 
en  soit  ainsi.  {Voir,  sur  ce  sujet,  LCrotu,  Math.  Annalen,  t.  IX,  p.  i63.) 
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transformation  semblable  le  genre  se  conserve.  Mais  on  peut,  en 
allant  plus  loin,  se  proposer  le  problème  qui  consiste  à  établir  en 
fait  les  équations  dont  dépendent  les  différents  points  singuliers, 
et  à  déterminer  ainsi  directement  les  nombres  pliickériens  :  c'est 
ce  dont  nous  allons  nous  occuper  dans  ce  qui  suit,  et  nous  ver- 
rons au  surplus  dans  cette  étude  comment  le  théorème  d'Abel  et 
en  général  les  propositions  sur  les  s_ystèmes  de  points  d'intersec- 
tion se  comportent  ici  (  '  ). 

Actuellement,  en  admettant  qu'une  courbe  soit  donnée  par  les 

équations  (2  )  ou,  pour  ^  =— ,  par  les  équations 
"''-2 

(3)  <    p.r2  =  /2(/.i,  y.^]=  «;", 

nous  supposons  d'abord  que  les  fonctions  /}  soient  indépendantes 
les  unes  des  autres,  et  avant  tout  que  f^  ne  soit  pas  représentable 
sous  la  forme  hf\  -\-  Ifi.  Conformément  à  la  nature  des  choses,  le 
premier  problème  qui  se  présente  est  de  déduire  des  équations  (3) 
l'équation  de  la  courbe  elle-même  en  coordonnées-points.  Cette 
dernière  est  ici  de  l'ordre  n^  car  les  paramètres  des  points  de  ren- 
contre d'une  droite  quelconque  u  avec  elle  sont  les  racines  de 
l'équation  de  degré  /z, 

(  4 )  «,  a'i  -F  «2  4"  +  «3  a.l'  =  o. 

L'équation  cherchée  [^)   s'obtient  par  l'élimination  de  c,  /C),  X2 


(')  Foir  en  particulier,  pour  ce  qui  suit,  Clebscii,  Ueber  diejenigen  ebenen  Curven 
deren  Coordindten  rationale  Functionen  eines  Parameters  sind  (^Journal  de  Grelle, 
t.  64).  Quelques  propriétés  de  ces  courbes  avaient  déjà  été  traitées  par  Salmon  dans 
la  première  édition  de  sou  Traité  des  Courbes  d'ordre  élevé.  {Voir  aussi  le  Calcul 
barjcentrique  de  MöBics.)  Nous  ne  nous  occupons  pas  dans  le  texte  de  ce  que  de- 
viennent les  propositions  relatives  aut  systèmes  spéciaux  de  points  (p.  53  et  suiv.  et 
p.  io4  et  1 13)  au  cas  de/;  :=  o.  Ces  propositions  peuvent  ici  être  traitées  très  simple- 
ment, parce  que  (par  suite  de  la  représentation  paramétrique)  on  opère  seulement 
sur  le  terrain  binaire,  c'est-à-dire  sur  une  droite  (ro«>  à  ce  sujet  Brill,  Math. 
Annalen,  t.  V,  p.  SgS). 

(*)  Le  résultat  de  l'élimination  ne  donne  autre  chose  que  la  relation  qui,  suivant 
une  remarque  faite  t.  I,  p.  275,  doit  exister  entre  trois  formes  binaires  quelconques; 
seulement,  dans  le  texte,  les  trois  formes  sont  supposées  du  même  ordre. 
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entre  les  équations  (3)  ;  nous  montrerons  au  surplus  incessamment 
comment  cette  élimination  peut  être  effectivement  réalisée  dans 
les  cas  les  plus  simples,  c'est-à-dire  dans  ceux  de  n  =  2  et  /z  =  3. 
Mais  pour  les  coordonnées-lignes  de  la  courbe  primitive  elle- 
même,  on  peut  indiquer  une  loi  de  formation  générale.  Si,  en  effet, 
une  droite  u  doit  être  tangente  à  la  courbe,  il  faut  que  deux,  racines 
X)  :  X2  de  l'équation  (4)  deviennent  égales  l'une  à  l'autre,  ou,  en 
d'autres  termes,  l'équation  delà  courbe  primitive  en  coordonnées- 
lignes  est  dojinée  par  V évanouissement  du  discriminant  de  Vex- 


■^5' 


par 


pression  qui  figure  dans  le  premier  membre  ^e  (  4  ).  On  peut,  d'autre 
part,  représenter  d'une  manière  simple  les  coordonnées  d'unetan- 
gente  dans  leur  dépendance  du  paramètre  du  point  de  contact.  En 
effet,  pour  un  point  x  -h  dx  voisin  de  x,  nous  avons,  d'après  (3), 

Les  coordonnées  de  la  ligne  qui  joint  x  à.  x  -{-  dx  sont  donc 

«3  =  <3(T ( .r  1  dx^  —  x^ d.K^  )  =  r/""" '  n'J' "*  [n.^ a[i.^  —  «^ a^f.^  ) 

ou,   puisque  le  facteur  [y^dy.)  entre  de  la  même  manière  dans  les 
trois  coordonnées, 


(  a'  a"  )  «^" 

'«?" 

•^=2r,3. 

[a" a  )a.^~ 

'  <"' 

^2r3,. 

[a a'  X^i 

a'^  " 

'^^.2. 

Ces  équations  correspondent  dualistiquement  aux  équations 
(3);  elles  donnent  la  représentation  paramétrique  des  tangentes 
de  la  courbe.  On  obtient  dojic,  à  un  facteur  près,  l'équation  de 
cette  dernière  en  coordonnées-points,  en  égalant  à  zéro  le  discri- 
minant de  l' expression 

Actuellement,  comme  le  point  de  contact  d'une  tangente  est 
toujours  situé  sur  cette  tangente,  on  a  l'identité 

(6)  /l  ^23 -H /2  ^31  4-/32712=0, 

facile  aussi  à  obtenir  directement. 


.Tl 

«0 

«1 

«2 

X^ 

«0 

«J 

«2 

.rj 

«0 

«'j 

«2 

O 

2^0 

2^1 

% 
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Sous  le  bénéfice  de  cette  équation,  pour  le  cas  den  =2,  en 
posant 

on  obtiendrait,  par  élimination  de  p,  x^,  25'-,>i27  '''-l  entre   (3)  et 
(6),  l'équation  de  la  conique  sous  la  forme 


=  o, 


ai,  a'p  ci'i  désignant  les  coefficients  des  trois  iorvciesf^jf^^f^.  Cette 
élimination  s'effectue  plus  élégamment  si  l'on  forme  préalablement 
l'équalion  en  coordonnées-lignes.  Cette  dernière  est  donnée  par 
l'évanouissement  du  discriminant  de  l'équation 

Hj a^  H-  u^a'^^  +  u^a"^^  =  o, 
c'est-à-dire  par 

(7)       Du«!  +  D22«2  "^  1^3»  "3   +   2D23«2«3H-  ^^H^^Ui  +   2Di2«l«2  =  O, 

les  Dik  désignant  les  invariants  formés  avec  deux  des  formes^], 
en  sorte  que 

D,2=(«^)%     Üi2=  (««')%     B,,=  [aa"]\      .... 

Par  suite,  d'apt^ès  des  propositions  connues  de  la  théorie  des 
coniques,  l'équation  en  coordonnées-points  de  la  conique  repré- 
sentée par  les  équations  (3)  au  cas  de  Ji=:  2,  ou  autrement  dit 
le  résultat  de  V élimination  de  p,  v.^,  y.^  entre  les  équations  (3), 
est[') 

Du     D12     Dj3     ^1 

•^21        I-'22        D23        •^'2 
1^31        I'32        "ZZ        "^3 

X,       a-,        .r,       o 


(•)  Pour  0-,=/,,  x^  =  /„  .rg  =  /3,  c'est  là  une  identité.  {Voir  Cleesch,  Theorie  der 
binären  algebraischen  Formen,  Leipzig,  i8;2,  p.  200.)  En  vertu  de  (5)  et  (7)  ont  lieu 
aussi  entre  les  y^  et  les  Sr^j  les  trois  identités 


p/;.=  D..,Sr,,  +  D,,°r3.+  D,,&.„ 
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Pour  7Z  =  3,  nous  avons  à  observer  que  par  tout  point  x  de  la 
courbe  passe,  en  outre  de  sa  propre  tangente,  celle  du  point 
X  _f_  dY,^  c'est-à-dire  que  conjointement  avec  (6)  a  lieu  aussi  l'équa- 
tion 

/;  ^Sr^a -h /î rf&3i  H-/3  ^1*  =  o . 

Mais  comme  on  peut  toujours  prendre  d-/.2=  o  ou  dxi  =  o,  nous 
pouvons  remplacer  cette  équation  et  l'équation  (6)  parles  deux 
suivantes  : 

Si  donc  nous  posons 

2r23-^i  +  ^3i-^2  +  2ri2^3  =  %>'î +  42^i-''M>'-2-'-62r2>c2y.2 +  42r3v.iy.» -t- ^TiV.^, 

nous  obtenons  pour  n=  '5  Véquation  de  la  courbe  du  troisième 
ordre,  par  élimination  des  grandeurs  /5,  x,,  X27  entre  (3)  et  (9), 
sous  la  forme  (  '  ) 

«0     ^1     "2     ^3     -^1 

«0     "1     «2     «3     -^2 

«0     «i     "2     «'3     -^3 

STo     S"!     Sr^     3^3     o 

STj     STg     2r3    2r4     o 

Nous  allons  maintenant  établir  les  équations  dont  dépend  la 
détermination  des  nombres  pliickériens  pour  nos  courbes.  Ces 
équations  sont  évidemment  indépendantes  de  la  situation  du  sys- 
tème de  coordonnées  sur  lequel  est  basée  la  représentation  para- 


où  l'on  trouve  pour  p,  en  continuant  le  calcul,  la  valeur 

—  R  =  — {aa'){a'  a"){a"  a). 

Là  se  trouve  le  sens  géométrique  du  dualisme  étudié  par  Clebsch,  loc.  cit.,  p.  4 '8,  et 
qui  existe  entre  trois  formes  quadratiques  et  leur  déterminant  fonctionnel.  Le  prin- 
cipe appelé  principe  de  la  tra?islation  de  Hesse  {Voir  Hesse,  Journal  de  Crelle,  t.  66) 
trouve  également,  dans  les  équations  (3)  au  cas  de  «  =  2,  son  expression  algébrique 
la  plus  simple  {Voir  aussi  la  note  de  la  page  3o3,  t.  H). 

(')  Voir  KosENOW  :  Die  Curven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpuncte,  Breslau, 
1873,  p.  48. 
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métrique  (3).  Elles  ne  peuvent  donc  varier  que  d'un  facteur  (qui 
est  une  puissance  du  déterminant  de  la  substitution)  si  l'on  prend 
pour  base,  au  lieu  des  formes  y},  des  combinaisons  linéaires  quel- 
conques de  ces  formes,  et  les  choses  se  passent,  en  général,  d'une 
manière  analogue  pour  les  équations  qui  déterminent  des  pro- 
priétés invariantes  relatives  à  des  systèmes  de  points  sur  la  courbe 
ou  qui  déterminent  ces  systèmes  eux-mêmes.  Les  premiers  membres 
de  toutes  les  équations  de  cette  espèce  sont  donc  des  combi- 
jiants  des  trois  J ormes  binaires  f^,j<i_^  f^.  Il  est  d'ailleurs  évident 
qu'ils  doivent  être  des  invariants  simultanés  de  ces  dernières 
formes,  parce  que  la  représentation  paramétrique  ne  dépend  pas 
essentiellement  du  système  de  coordonnées  binaires  z,  '.y.^- 

Pour  déterminer  d'abord  les  -  («  —  i)  (az —  2)  points  doubles  de 

la  courbe  primitive,  nous  partirons  de  la  condition  pour  que  trois 
points  V.,  1,  Il  soient  en  ligne  droite,  condition  qui  se  présente  ici 
sous  la  forme 

fM  A[y-)    Â[y-) 

(11)  R^  /i(>)    /.(>)    /al^O 

/.(.")   /M   ÂiF-] 

Le  déterminant  qui  figure  dans  le  premier  membre  s'annule  pour 
z  =  l  o\xl  =  [/.  ou  //  =  x;  il  est  donc  nécessairement  divisible  par 
(xX),  (>a)  et  (/xy.),  c'est-à-dire  que  nous  pouvons  poser 

R  =  (a)().f.)(a7.).R', 

R'  dépendant  symétriquement  de  x,  X,  (x  et  étant  du  degré  n  —  2 
par  rapport  à  chacune  de  ces  variables.  Soit  donc  symbolique- 
ment (*) 

de  telle  sorte  que  n  —  2  symboles  a.  n'aient  leur  sens  effectif  que 
conjointement  avec  n  —  2  symboles  ß  et  tz  —  2  symboles  y.  Les 
points  X,  A   étant  donnés,    on   trouve,    au  moyen   de   l'équation 


(')  Sur  la  formation  de  l'expression  R',  voir  Gordan,  Math,  yinnalen,  t.  V,  p.  118 
et  suiv.  Pour  les  raisonnements  employés  dans  ce  qui  suit  à  la  détermination  des 
nombres  plûckériens,  consulter  aussi  une  note  de  Weyr,  Zeitschrift  de  Schlômilch, 
t.  XVI. 
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R'=  o,  les  n  —  2  autres  points  /x  où  la  ligne  joignant  x  et  1  ren- 
contre la  courbe,  et  pour  x  =  1  l'équation  a."~- ß"~- y"'^  =  o  fournit 
pour  chaque  point  donné  y.  les  points  de  contact  des  2/z  —  4  tan- 
gentes que  l'on  peut  mener  de  f/.  à  la  courbe. 

Or  les  points  doubles  de  la  courbe  sont  les  points  pour  lesquels 
deux  systèmes  de  valeurs  (z.etX/)  du  paramètre  donnent  les  mêmes 
valeurs  des  coordonnées,  en  sorte  que 

(.2)  <rM.)=A{l),      ^/,(x)  =/,(>),      o/3(x)=/3(>). 

Ici  la  ligne  qui  joint  les  deux  points  (superposés)  x  et  X  devient 
indéterminée  j  l'équation  cc"~^ß"'^y"~^=zo  a  donc  lieu  indépen- 
damment de  iXi,  (J.2',  c'est-à-dire  que  nous  avons  le  système  de 
n  —  I  équations 

(i3)  ar'ßr'7r'=o,  ur'pr'7r'72=o,  ...,  «r'pr^7r'=o, 

entre  lesquelles  nous  pouvons  éliminer  les  n  —  i  grandeurs  X""^^ 
X"~'X2,  . .  . ,  X""*  ;  si  donc  nous  posons 

un  point  double  x.  est  déterminé  par  l'équation  (  '  ) 

(•4) 


Po,o  Po.l  '  '  •       Po,n-2 

Pl.O  Pl,l  •••       Pl.n-i 


P/i-2.0        Pn-2.\         •  ■  •       P/i—i.n-i 

Celle-ci  est  du  degré  [n  —  i)(/z — 2)  en  x.  On  est  conduit  à  là 
même  équation,  écrite  en  X,  si  l'on  élimine  entre  les  équations  (i3) 
les  grandeurs  x/;  deux  racines  de  (i4)  donnent  donc  le  même  point 

double.  Conséquemment,  il  existe  en  fait  -[n  —  1)  (n  —  2)  points 

doubles  (2),  lesquels  sont  déterminés  par  (i4)î  ^^  cette  dernière 

(•)  Sur  la  formation  de  cette  équation,  voir  aussi  Haase,  Math.  Annalen,  t.  II 
p.  525. 

(')  Le  nombre  des  points  doubles  s'obtient  également  simplement  par  la  considé- 
ration du  système  surabondant  d'équations 

ll/.(^)  J.W   /.(i)  Il     °' 

qui  est  équivalent  aux  équations  (12). 
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équation  peut  être  ramenée  à  une  équation  du  degré  -[n —  i  )  {ii — 2) 

et  à  -[n  —  i)[n — 2)  équations   du  second  degré.    Ce  dernier 

fait  résulte,  d'après  des  théorèmes  connus,  de  ce  que  de  deux  ra- 
cines connexes,  l'une  peut  être  calculée  rationnellement  si  l'autre 
est  donnée. 

Pour  la  détermination  des  points  d'inflexion  de  notre  courbe, 
nous  avons  à  établir  la  condition  que  trois  points  voisins  y-,  x. -f-  t/jc, 
X -h  2  r/)t -f- £?2 X  soient  en  ligne  droite.  Or,  comme  on  peut  toujours 
prendre  dy.2==  o,  ort  a  pour  un  point  d'inflexion  x 


a:;   "a:     <?„ 


d'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes. 


.5) 


=  laa']ia'a"]la"a]ar^n'J' 


a„      «j  a. 


■  oj     '■■=0. 


Le  nombre  des  points  d 'inßexion  est  donc  égal  à3[n  —  2  )  (  *  ) . 

D'un  autre  côté,  les  points  d'inflexion  doivent  pouvoir  se  tirer 
de  l'équation  R'=  o  pourx  =  X  =  f/..  Nous  pouvons  donc  aussi 
poser 

(16)  A^ar'ßr'y""'- 

Les  tangentes  doubles  se  trouvent  par  l'interversion  dualistique 


(')  Les  points  d'inflexion  deviennent  par  suite  indéterminés  si  le  combinant  A  est 
identiquement  nul;  mais  alors  les  équations  (3)  ne  donnent  plus  la  représentation 
paramétrique  d!une  courbe  du  «■<""«  ordre.  L'évanouissement  de  A  exprime,  en  efliet, 
que  les  («  —  2)'*""  polaires  d'un  point  quelconque  x  sont  les  couples  de  points  d'une 
Involution,  t.  II,  p.  249,  c'est-à-dire  qu'on  a,  indépendamment  de  a.  et  ;., 


De  là  résulte  en  particulier,  pour  x  =  J.,  /,  =  «/^  4-  /3/s,  en  sorte  que  l'éliminatibn 
de  X  entre  les  équations  (3)  donne  pour  résultat  ar, —  «a:, —  y3a-,^o;  la  courbe  se 
compose  donc  dune  droite  («  fois  représentée),  cas  que  nous  avons  déjà  exclu,  p.  288. 
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du  procédé  employé  à  la  recherche  des  points  doubles,  c'est-à-dire 
par  la  permutation  respective  des  formes  y,,  /a, /s  avec  les  déter- 
minants fonctionnels  3-03,  ^3\i  ^\2'  On  obtient  par  là  d'abord  une 
équation  du  degré  {in. —  3)(2n  — 4)  répondant  à  l'équation  (i 4). 
Mais  il  est  à  remarquer  que  dans  cette  dernière'  équation  deux 
racines  connexes  (c'est-à-dire  fournissant  le  même  point  double) 
doivent  devenir  égales  l'une  à  l'autre  si  l'un  des  points  doubles 
dégénère  en  un  point  de  rebroussement.  Maintenant,  comme 
chaque  tangente  d'inflexion  doit  être  considérée  corrélativement 
comme  la  dégénération  d'une  tangente  double,  l'équation  ci-dessus 
de  degré  (2« — 3)(2n  —  4)  fournira  en  même  temps  que  les  tan- 
gentes doubles  les  tangentes  d'inflexion  comptées  deux  fois  ;  c'est- 
à-dire  que  de  son  premier  membre  on  pourra  isoler  le  facteur  A^. 
Comme  d'ailleurs  deux  racines  de  l'équation  restante  se  réfèrent 
à  la  même  tangente  double,  le  nombre  des  tangentes  doubles 
est  égal  à 

i[(2/I-3)(2/7-4)— 6(«-2)]  =  2(«  —  2)(/?-3). 

Si  l'on  établit  au  moyen  des  déterminants  fonctionnels  ^,k  la 
forme  A'  qui  répond  dualistiquement  à  la  forme  A  et  qui  est  du 
degré  3(2/2  —  4))  l'équation  A'=  o  devrait,  d'après  les  précé- 
dentes observations,  fournir  les  points  de  rebroussement  de  f; 
mais  ceux-ci  n'existent  pas  sur  la  courbe  primitive  en  général 
(c'est-à-dire  si  les  fonctions/^  sont  choisies  indépendantes  les  unes 
des  autres),  tandis  que  d'autre  part  il  n'y  aurait  aucun  point  d'in- 
flexion si  les  fonctions  ^ki  ont  été  choisies  indépendantes  les  unes 
des  autres.  Les  points  de  rebroussement  doivept  donc  être  absorbés 
tous  par  les  tangentes  d'inflexion,  c'est-à-dire  que  le  combinant  A 
doit  être  proportionnel  au  carré  du  combinant  A  (  '  ). 

L'équation  (i4)  doit,  ainsi  qu'il  vient  d'être  observé,  avoir  une 
racine  double  lorsqu'un  point  double  se  transforme  en  un  point 


(')  Et  pour  préciser  l'on  a,   d'après  l'équation  (19),  p.  207,  dans  la  Théorie  des 

formes  binaires,  de  Cledsch,  A'=  -  A'  ;  les  calculs  effectués  dans  ce  passage  pour  n  =  2 

restent  en  effet  exacts  si  l'on  ne  fait  que  multiplier  toutes  les  équations  par  des  fac- 
teurs symboliques  du  type  "■^"^  a^~^  a^"^  ;  il  faut  encore  dans  l'équation  (19),  loc. 
cit.,  remplacer  les  indices  3,  4,  5,  6,  respectivement  par  2,  3,  3,  i. 
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de  rebroussement.  Mais,  d'autre  part,  lorsque  le  discriminant  de 
(i4)  s'annule,  on  a  à  distinguer  deux  cas  différents  suivant  que  les 
deux  racines  de  cette  équation  sont  des  racines  connexes  ou  que 
ce  sont  des  racines  non  connexes.  Au  dernier  cas,  il  ne  se  produit 
pas  de  point  de  rebroussement,  mais  deux  points  doubles  infini- 
ment rapprochés,  tels  que  les  deux  tangentes  de  chacun  d'eux  se 
confondent  en  une.  Cette  circonstance  n'apporte  à  la  classe  aucune 
autre  réduction  que  celle  qui  appartient  d'une  manière  générale 
aux  deux  points  doubles  en  question;  mais  une  réduction  a  lieu 
dans  le  second  cas,  où  l'on  obtient  en  fait  un  point  de  rebrous- 
sement. On  est,  en  effet,  conduit  à  poser  alors,  dans  les  équations 
(12),  /h  =  î'h  -f-  £>  ^2=  ^-2j  en  sorte  que,  par  exemple,  la  première 
de  ces  équations  devient 

(17)  (<3-  — i)^'"  =  "^-""~*«i, 
ou,  pour  X2  =  xo  ■+-'''•■,  /*)  =  >'") > 

(18)  (cr— iX  =  nvj.öf-i«2. 

Mais  il  résulte  de  ces  deux  équations,  si  l'on  raisonne  de  même  à 
l'égard  àe/^  eifz, 

[    ?<-'«,    =:<-lrt2    (  =  ai), 

(19)  I  Çfl',«-i«;==a:«-ia;(  =  «2), 

Actuellement,  l'équation  en  coordonnées-lignes  de  la  courbe  pri- 
mitive serait  donnée  par  l'évanouissement  du  discriminant  de  (4)? 
c'est-à-dire  par  l'élimination  de  x  entre  les  deux  équations 

{   UfO""'^  a,-\- u^a'^'^''^  a. -\- u^a"^~^  a.  =  o, 
20)  \  ,  _,    ,  „  _,    „ 

Mais,  en  vertu  de  (19),  l'une  de  celles-ci  est  la  suite  de  l'autre, 
et  le  discriminant  doit  alors  nécessairement  renfermer  le  facteur 
Ml  «< -h  "2*2  4- "3^3  par  l'évanouissement  duquel  les  deux  équa- 
tions (20)  sont  satisfaites,  les  grandeurs  a,-  étant  d'après  (3)  les 
coordonnées  du  point  de  rebroussement  dont  il  s'agit.  Si  donc  v.  est 
le  nombre  des  points  de  rebroussement,  la  classe  de  la  courbe 
primitive  est  égale  à  i[ji  —  i)  —  y..  On  détermine  aisément,  d'une 
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manière  semblable,  l'influence  d'un  point  de  rebroussement  sur  les 
autres  nombres  de  Pliicker  (  '  ). 

Si  nous  considérons  maintenant  lés  points  d^ intersection  de  la 
courhe  primitive  avec  une  autre  courbe,  nous  serons  de  nouveau 
conduits  au  théorème  d'Abel;  mais,  comme  la  iDOurbe  primitive 
dérive  d'une  droite  en  vertu  des  équations  (3),  les  intégrales  qui 
s'y  rapportent  ne  renferment  plus  aucune  irrationnalité  et  peuvent 
être  évaluées  d'une  manière  explicite.  En  entrant  dans  les  détails, 
on  trouve  que  les  faits  en  question  se  passent  de  la  manière  sui- 
vante : 

Nous  poserons,  pour  abréger,  )t,  =  X  et  X2=  i;  nous  désignerons 
ensuite  par  «<*),  ^»(^^  a(2),  ^.(a).  ^(3)^  ^(3).  . .  .  ^W^  ^,w^  ^  étant  égal 

k-[n  —  \)[n —  2),  les  couples  de  valeurs  de  1  qui  répondent  aux 

divers  points  doubles.  On  trouvera  les  intersections  de  la  courbe 
donnée  avec  une  courbe  d'ordre  m 

(21)  ^[.T^,  X^,  .T^)  =:  O, 

en  substituant  dans  cette  équation  aux  quantités  Xi  leurs  valeurs 
(3).  On  obtient  alors  une  équation  en  X  de  la  forme 

(22)  il(X)  =  c{X-).i){X-).2)...  (>-).„,„)  =t(^1,-^ï,-^3)=0, 

dans  laquelle  les  valeurs  X,,  X2,  .  . . ,  '>^nm  du  paramètre  correspon- 
dent aux  mn  intersections.  Si  maintenant  nous  faisons  dans  (22) 
X  successivement  égal  à  a^'^  puis  à  b'^^\  les  x  restent  invariables 
dans  cette  opération,  à  part  un  facteur  commun  c^'^  ;  par  consé- 
quent, ©  et  û  restent  invariables,  sauf  le  facteur  [cf'^]"*,  et  l'on 
obtient 

n[«(')]  =  [c(')]"'ii[M')] 

ou 

pour  1  =  1,  2,  3, ,  V,  V  étant  égal  à  -[n —  i)[n  —  2). 

Ces  V  équations  sont,  pour  la  théorie  des  courbes  que  nous  étu- 

(•)  Voir  Clebsc«,  Journal  de  Crelle,  loc.  cit. 
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dions,  de  la  plus  haute  importance.  Elles  se  présentent  ici  à  la 
place  du  système  des  v  -\-  p  équations  qui,  pour  le  cas  général,  pro- 
viennent du  théorème  d'Abel  et  qui,  à  l'égard  d'une  courbe  de 
genre  p  kv  points  doubles,  expriment  que  mn  points  de  la  courbe 
sont  situés  sur  une  courbe  du  m'^"^  ordre  ne  passant  pas  par  les 
points  doubles  (p.  286).  En  effet,  comme  pour  ;?=  o  il  n'existe 
pas  d'intégrale  de  première  espèce,  il  ne  reste  plus  ici  que  les 
V  équations  relatives  aux  intégrales  de  troisième  espèce;  ces  inté- 
grales, considérées  en  particulier,    sont  respectivement   égales  à 

log —TT pour  1  =  1,  2,  ...,  v;  et  dans  (23)  figurent  précisé- 
ment les  sommes  de  semblables  intégrales  logarithmiques  ('). 
Si  donc  mn  points  X,,  I2,  •  •  •  ■,  ^-mn  de  la  courbe  représentée 
par  (3)  doivent  être  situés  sur  une  courbe  du  m}*""^  ordre  ne 
passant  pas  par  les  v  points  doubles,  il  est  nécessaire  et  suffi- 
sant pour  cela  que  leurs  paramètres  satisfassent  aux  équa- 
tions (23). 

Ces  dei'nières  subissent  une  légère  modification  si  l'un  des  points 
doubles  (par  exemple  a^'^,  Z>('^)  se  transforme  en  un  point  de  re- 


broussement. 

On 

a  alors 

«('■)  = 

a^i),  ¥i^  = 

e  étant  infiniment 

petit, 

d'où 

«('•)  - 

-\ 

£ 

L'équation  (23)  se  change  donc  en  la  suivante  [voir  pour  le  cas 
de  «  =  3,  t.  II,  p.  344): 


Les  sommes  d'intégrales  de  troisième  et  de  seconde  espèce  qui, 
égalées  à  zéro,  tiennent  respectivement  la  place  des  équations  (24) 
et  (25),  ainsi  qu'il  a  été  mentionné  dernièrement,  se  trouvent  en 
différentiant  la  première  équation  logarithmiquement,  la  seconde 
à  la  manière  ordinaire  et  en  intégrant  ensuite  respectivement 
depuis  0^'^  jusqu'à  X  et  depuis  o'^'-^  jusqu'à  À.  On  obtient  ainsi,  au 


(•)  Foir,  pour  «  =  3,  t.  II,  p.  887  et  344. 
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lieu  de  (23)  et  (24)  (pour /^=  m«),  les  équations 
rK     [^(0— ^(0]<A  r^^     [a^O  —  b('">]dl 

et  les  limites  inférieures  p,  a  se  déterminent  par  comparaison 
avec  (23),  (24)  au  moyen  des  équations 

a(') oC)  -  I  y(') 

En  changeant  le  contour  d'intégration,  on  peut  dans  le  second 
membre  de  ces  équations  transformer  o  en  aJin^J — i,  de  sorte 
que  ces  sommes  d'intégrales  admettent  la  période  2i7r;  les  inté- 
grales de  deuxième  espèce  ont  au  contraire  toujours  la  période  o, 
parce  qu'elles  possèdent  des  points  donnant  des  infinis  qui  ne 
coïncident  que  par  couples.  Il  en  est  ainsi  conformément  au  fait 
que  dans  (28)  on  peut  poser  dans  le  second  membre  [c('^]'"e2^''  à 
la  place  de  [cW]'",  tandis  qu'un  changement  semblable  apporté  au 
second  membre  de  (24)  n'altère  point  la  deuxième  des  équations 
qui  en  résulte  par  différentiation  ordinaire.  On  peut,  d'après  cela, 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Dans  une  courbe  d'ordre  n  à  -[n  —  i)(/z  —  2)  points  doubles 

ou  cuspidaux,  si  a^'\  b^'^  sont  les  paramètres  d'un  point  double 
(pour  /v)  =  ).,    y.2  =  i)f     la    somme     des    intégrales    similaires 

pX  ^^  

[«(/)  _  b^i)-\j  ^^(,)_>^-||-^(,;_^  I  e^f  égale  àihr.sl—\;  au  con- 
traire, si  a'-^^  est  le  paramètre  d'un  point  de  rebroussement,  la 
somme  des  intégrales    1    ^  ,.         -.^  est  égale  à  zéro;  les  sommes 

sont  ici  étendues  à  tous  les  paramètres  qui  correspondent  aux 
points  d^  intersection  delà  courbe  primitive  avec  wie  autre  courbe 
algébrique. 
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Il  ressort  immédiatement  de  là  que  tous  les  problèmes  relatifs 
aux  courbes  de  contact^  problèmes  qui  ont  été  résolus  dans  le 
cas  général  à  l'aide  de  ce  qu'on  appelle  le  problème  de  Vextension 
de  l'inversion  des  intégrales  abéliennes  et  du  problème  de  la  divi- 
sion des  transcendantes,  qui  interviennent  dans  ces  questions 
(p.  iQ&  et  suiv.),  que  ces  problèmes,  disons-nous,  reviennent 
dans  nos  courbes  actuelles  à  la  division  du  cercle  et  à  la  réso- 
lution d'une  équation  de  degré  ^,  si  la  courbe  de  contact  est 
assujettie  à  ne  pas  passer  par  q  des  v  points  doubles,  ce  qui,  de 
fait,  peut  se  démontrer  directement  au  moyen  des  équations  (aS) 
et  (24). 

En  efFet,  dans  tous  ces  problèmes,  on  donne  h  =  Jiin  —  [iq  points 
d'intersection  [dont  2(v  —  q)  sont  situés  aux  points  doubles], 
tandis  que  parmi  les  autres  [i  doivent  coïncider  par  groupes  de 
q  points  chacun.  Si  nous  désignons  les  paramètres  (donnés)  qui 
répondent  aux  premiers  par  /< ,  4,  •  . . ,  h-,  ceux  des  poinls  cherchés 
parX4,  ?.2j  •  •  •>  "^q^  les  équations  (aS),  dont  au  surplus  q  seulement 
entrent  ici  en  considération,  se  transforment  en 

,•  =  «  ■?./ti>)Tt\/—l      fl     I  T~k 

7=1  »  '=1 

;•  =  1  L  '=1  J 

Ces  q  équations  suffisent  complètement  pour  exprimer  les  fonc- 
tions symétriques  des  V  par  des  grandeurs  connues  et  établir  ainsi 
relativement  à  X  une  équation  du  «7'^'"^  degré.  On  remarque  immé- 
diatement que  l'influence  d'un  point  de  rebroussement  consiste  à 
faire  disparaître  une  des  v  périodes  aiTi  (puisque  celle-ci  devien- 
drait alors  infiniment  grande).  Si,  comme  cela  peut  arriver  pour 
les  courbes  du  quatrième  ordre,  tous  les  points  doubles  se  trans- 
forment en  points  de  rebroussement,  l'emploi  des  équations  de  la 
division  du  cercle  cesse  d'avoir  lieu.  Les  problèmes  dont  il  s'agit 
n'ont  plus  alors  qu'une  solution. 

Quant  à  la  manière  dont  on  devra  eff"ectuer  la  détermination 
des  courbes  de  contact  et  des  systèmes  de  ces  courbes  dans  des  cas 
particuliers,  il  est  à  peine  nécessaire,  après  les  explications  ^éné- 


.27, 
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raies  données  plus  haut,  de  la  formuler  à  nouveau.  En  particulier, 
pour  m^n —  2  et  <7  =  v  =  -  [n  —  i)(« —  2),  le  problème  qui  con- 
siste à  faire  passer  par  mn  —  vr  points  de  la  courbe  d'ordre  n 
une  courbe  d^ ordre  m  ayant  avec  la  première  envptiîits  un  contact 
d^ ordre  r —  i  est  toujours  résoluble,  et  l'on  trouve  que  le  nombre 
total  des  solutions,  au  cas  où  il  n'existe  pas  de  points  de  rebrous- 
sement,  est  égal  à  7'\  Toutefois,  comme  dans  les  courbes  du  genre 
le  plus  général  et  d'après  nos  théorèmes  fondamentaux  sur  les  sys- 
tèmes de  points  d'intersection,  les  cas  où  m  est  inférieur  ou  égala 
n  —  3  méritent  une  attention  particulière.  Ainsi,  par  exemple,  pour 

m=:n  —  3, -n(7z — 3)  points  d'intersection  d'une  courbe  Cn-3 

qui  ne  passe  pas  par  les  points  doubles  sont  déterminés  par  les 

-n[n  —  3)  autres;  on  ne  peut  donc  plus  que  poser  la  condition 

de  tracer  une  courbe  Qn-^  telle  quelle  soit  tangente  à  la  courbe 

Crt  partout  oîi  elle  la  rencontre,  c  est-à-dire  en-n[n  —  3)  points. 

Le  problème  dont  il  s'agit  conduit  à  l'établissement  d'une  rela- 
tion entre  v  des  grandeurs  t^^'^,  relation  qui  doit  nécessairement 
exister  lorsque  celles-ci  peuvent  être  supposées  égales  à  des  sommes 
comprenant  chacune  v  —  i  intégrales  de  troisième  espèce  de  la 
forme  précédente.  Nous  nous  proposons  de  traiter  ce  même  pro- 
blème lorsque  n=  4>  c«^s  où  il  fournit  la  détermination  des  tan- 
gentes doubles  d^ une  courbe  du  quatrième  ordre  à  trois  points 
doubles  (').  Observons  d'abord  que  les  grandeurs  c^'^  qui  figurent 
dans  (23)  peuvent  aisément  s'exprimer  au  moyen  des  grandeurs 
aW  et  è^'^,  ce  qui  est  utile  pour  la  suite.  Si  l'on  sépare,  en  effet, 

lepointdouble  (a^'^,^^'^)  des -«(«  —  3)  autres  points  doubles,  ces 

autres  points  (comptant  chacun  deux  fois)  forment  l'ensemble 
complet  des  intersections  de  C,,  avec  une  courbe  Crt_3  qui  est  pré- 
cisément déterminée  par  eux.  Si  l'on  établit  maintenant  relative- 
ment aux  points  de  rencontre  de  0,1-%  les  équations  (23),  il  ne 
doit  subsister  qu'une  seule  équation,  savoir  celle  qui  se  réfère  au 

(')  Voir  le  problème  correspondant  pour  n  =  4  et  />  =  2,  p.  279. 
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point  double  a^^\  b^'^  par  lequel  C„_3  ne  passe  pas,  et  dans  cette 
équation  il  faudra  attribuer  aux  n[n  —  3)  grandeurs  X les  n{n  —  3) 
valeurs  a,  h,  dont  l'indice  est  différent  de  i;  si  donc  on  pose,  pour 
abréger, 

(x  -  «(';)(■/.  -  «t^)) . . . (/.  -  «(V) )  =  y (x), 

on  a  l'équalion 


Le  problème  mentionné  en  dernier  lieu  nous  donne,  d'après 
(28),  entre  les  y  —  i  grandeurs  X,  les  v  équations 

Entre  les  nombres  /i<'>  il  doit  donc  exister  encore  une  relation, 
ainsi  qu'il  a  été  énoncé;  pour  trouver  cette  dernière,  nous  parti- 
rons d'abord  du  système  d'équations  plus  général 

(30)    !::::ii;l;:;i:::;:>::!--^--^'^-^'"- 

et  nous  chercherons  la  relation  qui  existe  nécessairement  entre  les 
quantités  v^'^  (*).  Cette  dernière  s'obtient  directement  par  élimi- 
nation des  V  —  I  fonctions  symétriques  des  X/  entre  les  v  équations 
(3o)  sous  la  forme 


(Si) 


aW'"^  —  Ç(^)  ^/^v)'"*,     ö(v)''"^  —  Çfv)  Z,(v)^-2^      .  ,  ,  ^      1  _  çCv) 


En  ordonnant  ce  déterminant  suivant  les  *(^^'^  et  en  remplaçant 
ces  dernières  grandeurs  par  les  valeurs  données  dans  (3o),   on 


(')  On  pourrait  naturellement  les  déduire  aussi  de  l'étude  générale  de  l'extension 
du  problème  de  l'inversion,  comme  cela  est  indiqué  plus  haut  et  développé  dansCLEBSCH 
et  GORDAN,  op.  cit.,  p.  2^0. 
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obtient  par  rapport  aux  e^  une  équation  ne  renfermant  que  linéai- 
rement chacune  de  ces  quantités. 

Pour  n  =  4,  c'est-à-dire  v  =  3,  nous  obtenons  donc  en  particu- 
lier une  équation  de  la  forme  ('  ) 


32' 


A  -1-  B, *•''''  +  BjC  '  H-  BjC 

-t-B,2e"^"+"'^'+B23e-'"'+" 


Bsi^" 


'-+-Ce^ 


(I)  4- v(î; +.;(»; 


=:  O, 


dans  laquelle  les  coefficients  A,  B,  C  sont  à  déterminer.  Or  on  a 
d'abord 


A  = 


=  [«(!)—  fl(2)][fl(l)_  «(3)J[-a(î)_  «(3)-[^ 


et  de  même 

D'un  autre  côté,  il  résulte  de  l'équation  (28)  que 


33)  c(')c(2)c(3)_    j|-^(„_^(2)jj-^(g_^(3)J[-^(2;_^(3)jj    ' 

et  par  conséquent  il  vient 

(34)  C  =  -A. 

On  trouve,  d'autre  part,  pour  B,,  en  faisant  usage  de  (28), 

B,  =  -  [^(1)  —  «(")]  [^(1)  _  «(3)]  r„(2)  _  «(3)]  [t-(lJp 

-  —  |-  [^(1)    _^(2)][^ll)_^;3)]  j    L«  ■  —  ''     J- 

La  valeur  qui  figure  ici  dans  le  second  membre  s'obtient  aussi  au 
signe  près  pour  B03,  c'est-à-dire  pour 

B23=[«(l)—    ^,(2)][a(')_è(3)][6(2)_   Ä(3)][C(*)C(3)]2, 

si  l'on  y  exprimée^-'  et  c^^',  d'après  (28),  par  a  et  b.  Il  en  résulte, 
puisque  le  fait  analogue  a  lieu  pour  Bo  et  B3, 

(35)  Bo3=-B,,     B3,=  — B„     B,2=-B3; 


(  •  )  roir,  pour  l'étude  générale  du  problème,  Clebscii,  loc.  de, 

Clebsch.  —  Géométrie,  III.  20 
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et  l'équation  (Sa),  en  vertu  de  (34)  et  (35),  se  transforme  en 


36)  A(i~.s)+^B,[. 


„s-vC;  - 


si  l'on  fait  S  =  v^"-!- v'2)_|_  yO)  Cette  condition  est  nécessaire- 
ment remplie  si  les  équations  (3o)  doii^ent  exister  simultanément. 
Supposons  maintenant,  comme  dans  (29),  v'''  =  /i^'^TTy/ —  i  ; 
toutes  les  grandeurs  é^  deviennent  égales  à  ±  i,  et  l'équation  (3Ö) 
se  transforme  simplement  en  e*  =  1  ou 

(37)  /,(!)  + /,C2)_|-/,(3)=o     (mod.  2). 

Les  quatre  tangentes  doubles  de  notre  courbe  C4  se  détermi- 
nent donc  au  moyen  des  équations  (29)  pour  «  =  4,  v  =  3,  si  l'on 
pose  respectivement 

h<.^)=0,  /i(«)  =  o,  Ä(3)=o; 

Ä(i)=zo,  Ä(«^=i,  //(»)=  i; 

>^(i)=  r,  //(«)=  I,  //(3i=zo; 

/i(l)3=  I,  //(2)=o,  Ä(3)=i. 

Comme  dans  le  cas  de  /z  =  4  et  /?  =  i ,  la  distribution  des  tangentes 
doubles  sur  les  difFérents  svstèmes  de  coniques  de  contact  pré- 
sente ici  de  l'intérêt.  Ces  dernières  se  déterminent  au  moyen  des 
trois  équations 

[6(0_).j][6(0_X2][MO_),3][^,(0_),^]  —  "^ 

dans  lesquelles  X,  peut  être  choisi  arbitrairement.  //  existe  donc 
sept  systèmes,  composés  chacun  d'un  nombre  simplement  inßni  de 
coniques  qui  touchent  C4  en  quatre  points,  et  l'on  a  (comme  tou- 
jours) celte  proposition  que  les  points  de  contact  de  deux  coni- 
ques du  même  système  sont  situés  sur  une  conique.  Si  nous  dé- 
signons par  {g''^\  g''-\  g'-^^)  le  système  déterminé  par  les  trois 
nombres  g,  les  sept  systèmes  dont  il  vient  d'être  parlé  sont 

(0,0,1),    (0,1,0),    (1,0,0),     (0,1,1),     (1,0,1),    (1,1,0),     (1,1,1); 

car  le  système  (0,0,0)  se  compose  de  l'ensemble  des  droites  du 
plan  comptées  chacune  deux  fois.  On  reconnaît  par  là  que  chaque 
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groupe  de  trois  de  ces  systèmes  renferme  deux  couples  de  tan- 
gentes doubles,  savoir  : 

(o,i,i)  les  couples  [(0,0,0),  (0,1,1)]  et  [(1,1,0}',  (1,0,1)], 
(1,0,1)  >.  »  [(0,0,0),  (1.0,1)]  »  [(1,1,0),  (0,1,1)], 
(1,1,0)    >.        »        [(0,0,0),   (1,1,0)]    .    [(1,0,1),  (0,1,1)]. 

Les  quatre  systèmes  restants  ne  renferment  pas  de  tangentes 
doubles  proprement  dites.  Parmi  eux  on  dqit  encore  signaler  le 
système  (i,  i,  i),  parce  qu'il  renferme  trois  couples  de  tangentes 
impropremejit  dites,  savoir  :  les  trois  couples  des  tangentes  que 
l'on  peut  mener  des  trois  points  doubles  à  C4.  On  s'en  assure  faci- 
lement si  l'on  considère  que  les  tangentes  issues  du  point  double 
«(",  è")  par  exemple,  se  déterminent  au  moyen  des  équations 
(Ä-=2,3) 

^.^)— /,         ^        -'  ([rt(Ä)_  ^(i)][rtl/.)_„(i)]p 

et  qu'on  doit  avoir  encore  ici 

hi^)-\.hW^o     (mod.  2)(i). 

Ces  résultats  subissent  des  modifications  lorsque  quelques-uns  des 
points  doubles  dégénèrent  en  points  de  rebroi^ssement;  la  marche 
à  suivre  alors  est  aisée  à  apercevoir  d'après  ce  qui  précède.  S'il  se 
présente  un  point  de  rebroussenient,  on  a  encore  deux  tangentes 
doiibles,  et  il  existe  trois  systèmes  de  coniques  de  contact  dont 
l'un  renferme  l'ensemble  des  deux  tangentes  doubles.  Au  cas  de 
deux  rebroussements,  il  y  a  encore  une  tangente  double  et  un  sys- 
tème de  coniques  de  contact;  mais  les  points  de  contact  de  ces 
dernières  et  ceux  de  la  tangente  double  ne  sont  pas  situés  sur  une 
même  conique.  Enfin,  au  cas  de  trois  rebroussements,  on  a  encore 
une  tangente  double,  mais  plus  de  système  de  coniques  de  con- 
tact. La  courbe  est  devenue  de  troisième  classe  ;  son  étude  détaillée 
est  donc  tout  à  fait  analogue  à  celle  de  la  courbe  du  troisième 
ordre  à  point  double  (t.  II,  p.  336  et  suiv.). 


(')  Les  six  autres  systèmes  renferment  aussi  des  couples  de  tanjentes  doubles 
improprement  dites  groupées  autrement,  car  dans  chaque  système  il  doit  se  ren- 
coulrer  six  couples  de  coniques  décomposables;  voir  la   note  de  la  page  283. 

20. 
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L'établissement  des  équations  relatives  aux  singularités  de  la 
courbe  primitive  s'effectue  d'une  manière  particulièrement  simple 
lorsque  /z  =  3,  et  nous  nous  arrêterons  en  conséquence  un  peu 
sur  ce  cas  (  '  )  ;  nous  compléterons  ainsi  nos  recherches  précédentes 
sur  Ic!^  courbes  du  troisième  ordre  à  point  double.  Soient  données 
à  la  place  de  (3),  les  équations 

(38)  p.ri  =  (7.*,      0.^2=  0^',      p.r^=.al^. 

Nous  avons  d'abord  à  établir  la  forme  a^^iy^  dont  l'évanouisse- 
ment exprime  que  les  points  /,  X,  ^  sont  en  ligne  droite.  Or  nous 
avons,  d'après  ce  qui  précède, 


ci,ßxy^.[y.l]{ly.){li'A]: 


ai     <7x 


Le  déterminant  qui  figure  ici  au  second  membre  ne  varie  pas  si 
l'on  permute  a  avec  /-,  a'  avec  X,  a!'  avec  a  ;  il  doit  donc  renfermer, 
conjointement  avec  le  facteur  effectif  (/X)(>.|:x)(]utyv),  le  facteur  sym- 
bolique [aa',)[a' a!')[a" a).  Le  facteur  restant  doit  être  linéaire  et 
symétrique  aussi  bien  en  3t,  X,  p.  qu'en  a,  a',  «";  il  a,  par  suite,  la 
valeur 

Si  donc  ^'^  désigne  de  nouveau  le  combinant  introduit  dans  (i5), 
et  duquel  dépendent  les  trois  points  d'inflexion,  on  peut  poser  (2) 

{39)  a-/i3x7ii.=  C.A.,A).Aj», 

G  désignant  vin  facteur  numérique. 

^')  Voir  RosEsow,  loc.  cit.,  ainsi  que  la  note  de  la  page  334,  *•  !'• 
(•)  Le  calcul  du  déterminant  (ii)  n'a  pas  une  marche  aussi  simple  si  n  est  supérieur 
à  3.  11  faut  alors  traiter  ce  déterminant  à  l'aide  des  développements  en  série  qui  ont 
3ieu  pour  les  formes  binaires  à  plusieurs  séries  de  vaiiablcs  {voir  Clebscii,  Theorie 
der  biliären  Formen,  p.  lo  et  suiv.);  il  ne  peut  alors  entrer  dans  le  développement 
de  la  forme  «"~^/3x~^  y'^'^  que  des  puissances  paires  de  (x^),  (^/t),  (///),  car  cette 
forme  ne  varie  pas  si  l'on  permute  entre  elle  deux  des  grandeurs  /.,  ;,  ^..  En  ayant 
égard  à  cette  observalion,  on  trouve,  par  exemple,  pour  «  ^=4) 

«x/3'y^=y^Ax'A|A,^  +  y[(x;)='D^  +  (V)^D2  +  (/;.x-Df], 
p,q  désignant  des  facteurs  numériques,  û^  étant  défini  par  (i5)  et  D^  étant  égal  à 
(«a')(a'a'')(fl''ß)[(a'a")'«^2-+-(a"a)'rt;*-H(«a',2«:;2]. 
11  peut  arriver  en  particulier  que  la  forme  D^  seit  identiquement  nulle;  alors 
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Conséquennnent  l'équation  A,  A^Aji=.  o  expj'ime  que  les  points 
y.,  X,  y.  sont  en  ligne  droite;  A^  ù\=  o  donne  les  deux  points  de 
contact  y.  des  tangentes  issues  de  1  ou  le  point  tangentiel  du  point 
z,  et  ^1=:  o  donne  les  trois  points  d'inßexion. 

Si,  en  particulier,  x  est  un  point  d'inflexion,,,c'est-à-dire  une 
racine  de  A''  =  o,  la  première  polaire  de  v.  relativement  à  A  se  com- 


l'équation  plus  simple  A»  Ax  ^^  exprime  que  z,  i,  /t  sont  en  ligne  droite,  d'où  Ton 
déduit  aisément  que  les  points  de  contact  des  quatre  tangentes  sont  donnés  par  la 
forme  hessieane  de  A,  c'est-à  dire  par  l'équation 

Hi=(AA')»A^*A^*  =  o, 

et  les  valeurs  paramétriques  relatives  aux  trois  points  doubles  par  l'équation 

y  =  {AA')='(A'A")'(A"A)»A2A;2  A'^^  ^  o. 

Le  sens  géométrique  de  ce  cas  s'obtient  par  le  raisonnement  suivant  :  on  peut  tou- 
jours envisager  trois  formes  binaires  biquadraliques  comme  les  secondes  polaires 
d'une  forme  primitive  du  sixième  ordre;  car,  eu  égard  à  la  représentation  typique 
des  formes  d'ordre  pair  par  des  covariants  quadratiques  {-voir  le  Mémoire  de 
M.  LiNOEMANN,  cité  t.  1,  p.  3o3),  ce  fait  résulte  de  ce  qu'un  réseau  de  coniques  est  en 
général  réseau  de  polaires  d'une  courbe  du  troisième  ordre.  Soit  donc/=a^  cette 
forme  primitive;  on  peut  poser 

et  il  vient 

A  =  g  («?  )'  (  P/-  )'(  -z^)'  <  ?x'  -Â  =  \ip 

i  et  /  étant  les  formes  ainsi  désignées  dans  Cle3Sch,  loc.  cit.,  p.  283  et  suiv.  Mais  si: 
l'on  a  /  =  0  et  i'>  0,  on  peut  poser  {ibid.,  p.  4^6)/=  x  J  -)-  x^,  et  il  vient  aussi  alors 
yy=  o;  ce  cas  ne  donne  pas  de  courbe  du  quatrième  ordre  proprement  dite.  Si  l'on 
a,  au  contraire,  /  =  o,  par  suite  de  ce  que  i  s'évanouit  identiquement,  alors  les  six 
points  de  base  de /(comme  il  arrive  pour  le  covariant  T  d'une  forme  binaire  biqua- 
dratique)  se  décomposent  en  trois  couples,  dont  deux  quelconques  sont  situés  harmoni- 
quement  l'un  par  rapport  à  l'autre  {ibid.,  p.  \'\-;),  et  l'on  peut  poser/=x,z^(x*  — xj); 

mais  on  a  alors-T/,=  A  = -x,x,(z*r  —  x*)  = --/■.  Donc  alors  aussi  /»  de- 

6  •'  io8       ^    '         '■'  loS 

vient  proportionnel  à  A,  c'est-à-dire  que  les  six  points  d'inflexion  se  trouvent  réunis 
par  couples  dans  les  points  doubles.  Sont,  en  conséquence,  caractérisées  par  la  con- 
dition D^  ^  o  les  courbes  Ç.^  qui  ont  simultanément  en  chaque  point  double  deux  points 
d^inflexion  [à  moins  qu'il  n'y  ait  aucune  courbe  C<  proprement  dite  voir  p.  269)]^ 
Un  exemple  de  ce  cas  nous  est  donné  par  la /e/w«/«a;e  ordinaire,  courbe  dans  laquelle 
deux  points  doubles  sont  situés  aux  points  circulaires  imaginaires. 
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pose  du  point  xlui-même  et  du  point  v,  quatrième  harmonique  de  x, 
par  rapport  aux  deux  autres  racines  de  A  (vêtant  alors  un  point  ra- 
cine du  covariant  Q  de  A).  L'équation  A, AiA,^=  o  exprime  donc 
alors  que  Xet  fx  sont  situés  harmoniquement  par  rapport  à  x  et  v; 
or  cette  condition  est  remplie  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit  si  Ä 
et  y.  sont  les  deux  autres  points  d'inflexion  de  A,  et  l'on  obtient 
en  conséquence  cette  proposition  connue,  que  les  trois  points  d' in- 
flexion sont  en  ligne  droite. 

La  détermination  du  point  double  s'opère  au  moyen  de  l'équa- 
tion (i4)  ci-dessus,  c'est-à-dire  par  élimination  de  X  entre  les  deux 
équations 

A;<AxA,  =  o,     A^AxA2=o. 

Les  deux  paramètres  du  point  double  sont  donc  les  points  de 
base  de  la  forme  hessienne  xl  de  A,  c  est-à-dire  les  racines  de 
l'équation 

t,«  =  2(aa')AiA'2A,a;=(aa')*a,a;  =  o. 

Il  suit  en  même  temps  de  là  que  l'évanouissement  du  déterminant 
de  T,  c'est-à-dire  de  l'invariant  R=  (tt')^  de  A  fournit  la  condi- 
tion de  la  présence  d'un  point  de  rebroussement. 

Mais  il  est  également  aisé  d'attribuer  un  sens  à  la  polaire  t^Tx  de 
xl.  L'équation  TxU=  o  résulte,  en  effet,  de  l'élimination  de  [k 
entre  les  deux  équations 

\l\^=o,     A|Aj»=o. 

On  obtient  d'abord  le  résultat  (AA')  A^  Al^=  o.  Or  on  a 

(  AA'  )  A,^  Al^  =  -  (  AA'  )  (  A,2  A-l^  —  ^l  A^^  ) 

=  i(AA')«(A,Al+AxA:)(xX) 

=  (AA')2A,A;(x).)  =  T,Tx.(y-X). 

L' équation  T»Ti=  o  exprime  donc  que  les  points  x,  X  ont  un  point 
tangentiel  commun  (*),  c'est-à-dire  qu'ils  forment  un  couple  de 


(')  Là  se  retrouve  le  théorème  sur  l'involution  formée  par  les  lignes  qui  joignent 
au  point  double  deux  points  ayant  leur  point  tangentiel  commun,  théorème  que 
nous  avons  énoncé,  t.  II,  p.  387,  en  le  rattachant  à  la  forme  canonique  de  À 
(savoir,  A  =  Jl*  -t-  /t'  ). 


LA   GÉOMÉTRIE   SCR    UNE   COORBE   ALGÉORIQUE.  3lt 

pôles  conjugués  sur  la  courbe  primitive  si  l'on  considère  cette 
dernière  comme  la  hessienne  d'une  autre  courbe  du  troisième 
ordre  (ce  qui  n'est  plus  possible  que  d'une  seule  manière  en  cas  de 
point  double). 

On  doit  encore  remarquer  particulièrement  srfr  la  courbe  les 
points  de  contact  X  des  trois  tangentes  issues  des  points  d'in- 
flexion y..  On  les  trouve  en  éliminant  y,  entre  les  équations 

A»  =  o,      A;,A,*=0. 

Mais  on  peut  remplacer  ces  dernières  par  de  plus  simples.  Comme, 
en  effet,  l'une  des  deux  tangentes  issues  du  point  d'inflexion  se 
confond  avec  la  tangente  d'inflexion,  le  point  d'inflexion  x  forme 
avec  le  point  de  contact  correspondant  X  lui-même  un  couple  de 
pôles  conjugués,  en  sorte  que  TxTa=  o,  et  l'élimination  de  x  entre 
cette  équation  et  AxAr=  o  donne 

Q  =  7^=;At)a2tx=o. 

Les  points  de  base  du  couaiiant  Q^  de  A  sont  donc  les  points  de 
contact  des  tangentes  issues  des  points  d'inflexion  (  *  ). 

La  signification  des  polaires  de  la  forme  Q  s'obtient  enfin  de  la 
manière  suivante.  Soient  x,  X,  jjl  trois  points  d'une  droite;  traçons 
en  fi  une  tangente  qui  rencontrera  encore  la  courbe  en  [j.',  point 
langentiel  de  »  j  de  (jf  menons  la  seconde  tangente  dont  le  point  de 
contact  sera  /ix",  en  sorte  que  [x  et  ]u"  forment  un  couple  de  pôles 
conjugués.  Alors  on  a  les  équations 

Ax  Ax  Aj^  =  o,     T^-^..  =  o  ; 

et  par  élimination  de  {x  il  vient 

AxAxv{At)  =  0. 
Or  on  a 

37,'y,.,=  (AT)[A»vH-2A,A,,T,] 

=  (AT)[3A,*v+:iA,(A^.»T,— vA,)] 
=  3(AT)A«v-2(AT)'A,.(xa"). 


(•)  Observons  que  trois  formes  binaires  du  troisième  ordre  n'ont  point  d'autres 
combinants  que  les  formes  A,  t,  Q  et  R.  {Voir  Gord.vn,  Math.  Annalen,  t.  V,  p.  117 
et  suiv.). 


3l2  TOME    ni.    —   CIIAPITHE    I. 

Mais  comme,  d'après  l'équation  (lo),  t.  I,  p.  272,  le  second  com- 
posé de  A  avecT  est  idenliquementnul,  il  vient  ^;r/^„=  (At)2A^t^„, 
d'où,  aussi  par  formation  polaire, 

L' équation  q^qxq^o-=  o  exprime  par  conséquent  que  la  ligne  joi- 
gnant y.  et  X  rencontre  la  courbe  primitive  en  un  troisième  point 
qui  forme  avec  [j."  un  couple  de  pôles  conjugué  (  '  ). 

A  l'aide  des  relations  qui  viennent  d'être  développées,  on  peut 
traiter  le  problème  de  la  continuation  du  tracé  des  tangentes  (t.  II, 
p.  339)  et  d'autres  questions  de  la  même  espèce;  toutefois  nous 
ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  ce  sujet.  Faisons  seulement 
observer  encore  que  les  propositions  précédentes  relatives  aux  points 
d'inlerseclion  d'une  droite  avec  une  courbe  du  troisième  ordre  peu- 
vent être  appliquées  immédiatement  aux  systèmes  de  trois  points 
mobiles  qui  sont,  sur  une  courbe  C«  de  genre/?  =  o,  les  intersec- 
tions d'un  nombre  doublement  infini  de  courbes  C«_2  passant  par 

-n[n  —  3)  points  doubles  et  par  n  —  3  points  simples  fixes  de  C«. 

En  effet  de  trois  de  ces  points  (comme  dans  une  courbe  C3),  l'un 
est  déterminé  par  les  deux  autres,  et  l'on  peut  conséquemment, 
en  faisant  usage  d'un  semblable  réseau  de  courbes  Cfl_2,  transformer 
unidéterminativement  la  courbe  dont  il  s'agit  en  une  courbe  du 
troisième  ordre  à  point  double  ;  sur  cette  dernière  les  systèmes 
doublement  infinis  de  trois  points  qui  correspondent  aux  précé- 
dents seront  déterminés  par  les  lignes  droites  du  plan. 

XIII.  —  Les  courbes  du  genre  p~i. 


Nous  passons  maintenant  aux  courbes  du  //»ème  ordre  à  ~n[n  —  3  ) 

points  doubles,  pour  lesquelles  p  =  1.  Nous  examinerons  d'abord 
(comme  au  cas  àe  p  =  o)  les  questions  purement  algébriques  non 


(')  11  résulte  encore  de  là  que  x,  A,  /x"  sont  trois  points  en  chacun  desquels  une 
conique  peut  avoir  un  contact  simple  avec  la  courbe  primitive,  car  les  points  tangen- 
tiels  de  x,  1,  (j!'  sont  encore  en  ligne  droite  (t.  II,  p.  266;  -vo/r  aussi  Steiner,  Journal 
de  Crelle,  t.  66,  et  l'Ouvrage  de  Schröter  :  Steiners  Forsehingen  über  sjnthetische 
Geometrie,  t.  II). 
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assujetties  aux  règles  générales  qui  ont  été  développées  ci-dessus  (  '  ), 
savoir  la  transformation  en  xma  courbe  normale  et  la  détermina- 
lion  du  nombre  et  du  sens  des  modules.  Nous  y  joindrons  encore 
quelques  remarques  sur  l'introduction  des  fonctions  et  des  inté- 
grales elliptiques  dans  ce  sujet;  toutefois,  dans  ces  observations, 
nous  pourrons  nous  borner  à  un  court  résumé,  parce  qu'elles  ne 
nous  offrent  que  des  applications  de  nos  théories  générales  et  que 
nous  av  ons  déjà  insisté  sur  les  faits  correspondants  dans  les  courbes 
du  troisième  ordre. 

Gomme  courbe  normale  on  trouve  ici  la  courbe  géîiérale  du 
troisième  ordre,  et  cela  de  la  manière  suivante  [^).  On  considérera 

les-«(«  —  3)  points  doubles  et  cuspidaux  conjointement  avec 

27Z  —  3  autres  points  fixes  choisis  arbitrairement  sur  la  courbe 

comme  les     -  («  -f-  2)(«  —  i)  —  2  I  points  de  base  d'un  réseau  du 

[n  —  i^^nie  ordre.  Les  courbes  de  ce  dernier  rencontrent  encore 
0,1  en 

n[n  —  i) — n[n  —  2,) — [in  —  3)  =  3 

points  mobiles;  si  donc  on  les  emploie  comme  courbes  de  trans- 
formation, on  obtient  de  fait  une  courbe  du  troisième  ordre.  Une 
réduction  subséquente  de  l'ordre  est  impossible ,  parce  qu'il 
n'existe  aucune  courbe  du  genre  p  =  i  qui  soit  d'un  ordre  inférieur 
au  troisième. 

Aux  courbes  du  réseau  qui  passent  par  un  point  quelconque  x 
de  C,i  répondent  unidéterminativement  dans  la  transformation  les 
rayons  du  faisceau  passant  par  le  point  correspondant  j"  de  G3  ; 
donc,  en  particulier,  aux  quatre  courbes  tangentes  du  premier 
faisceau  répondent  les  quatre  tangentes  du  faisceau  de  rayons  dont 
il  vient  d'être  parlé,  et  de  là  résulte  que  le  rapport  anharmonique 
des  quatre  tangentes  des  quatre  courbes  en  question  en  un  des 

(*)  En  effjt,  une  courbe  adjointe  C^_,  est,  en  général,  précisément  déterminée  par 

-«(«  —  3)  points  doubles;  niais  elle  ne  rencontre  plus /  ailleurs,  en  sorte  que  les 

recherches  faites  plus  haut  sur  les  courbes  adjointes  C„_,  deviennent  illusoires. 

(')  Voir  Clebscu,  lieber  diejenigen  Curven  deren  Coordinaten  sich  als  elliptische 
Functionen  eines  Parameters  darstellen  lassen  {^Journal  de  Grelle,  X.  64,  et  Clebsch 
et  GoRDAN,  op.  cit.,  p.  69). 
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points  de  base  du  faisceau  [x  par  exemple)  est  égal  au  rapport 
anharmonique  (indépendant  de j^)  des  quatre  tangentes  menées  de 
J  àCs  [t'oir  t.  II,  p.  325,  et  t.  III,  p.  69).  Ce  rapport  anharmo- 
nique donne  donc  le  module  unique  de  notre  courbe  elliptique;  on 
reconnaît  que  cette  dernière  ne  possède  qu'un  seul  module  parla 
circonstance  que  G3  a  également,  par  rapport  aux  transformations 
linéaires,  un  invariant  absolu  unique  (savoir  précisément  le  rap- 
port anharmonique  précité).  Or,  comme  le  rapport  anharmonique 
des  quatre  tangentes  issues  àe  j  est  indépendant  de  la  position  du 
point  j-  sur  Gj,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Dans  un  faisceau  de  courbes  adjointes  du  (n  —  lyème  oj-^yg^ 
dont  2«  —  3  points  de  base  sont  situés  en  des  points  simples  de  la 
courbe  primitive  G«  [d'' ordre  n  et  de  genre  i),il  existe,  en  géné- 
ral, quatre  courbes  touchant  G„  en  un  point  qui  ne  coïncide  avec 
aucun  des  in  —  3  points  de  base,  et  le  rapport  anharmonique 
des  quatre  tangentes  de  ces  courbes  en  l' un  des  points  de  base  est 
indépendant  de  la  situation  de  ces  derniers  sur  G«.  Le  même  rap- 
port anharmonique  donne  en  même  temps  le  module  de  la  courbe. 

Au  lieu  des  courbes  d'ordre  Ji  —  i ,  nous  aurions  pu  également 
employer,  pour  la  transformation,  un  réseau  d'adjointes  dii 
^ième  ordre  rencontrant  G«  en  trois  points  mobiles,  et  un  réseau  de 
cette  espèce  peut  être  obtenu,  pourvu  que  s  soit  supérieur  kn  —  3. 
Il  suffît,  en  effet,  de  prendre  encore  arbitrairement  \n{s — n-\-  3)  —  3] 
points  fixes  sur  G«;  alors,  en  effet,  le  nombre  des  points  d'in- 
tersection mobiles  est  égal  à 

ns  —  n[n  —  3)  —  n[s  —  «  -4-  3)  -4-3  =  3. 

Il  résulte  de  là  que  le  théorème  énoncé  en  dernier  lieu  pour  les 
courbes  d'ordre  n  —  i  est  également  vrai  pour  les  faisceaux  de 
courbes  adjointes  du  5'èwe  ordre,  dont  n[s  —  7Z-f-3)  —  2  points 
de  base  sont  situés  en  des  points  simples  de  G«,  pourvu  que  s  soit 
supérieur  à  n  —  3  (*),  etil  en  est  encore  ainsi,  en  particulier, 
pour  une  courbe  prim,itiv>e  du  troisième  ordre.  En  effet,  le  nombre 


(')  Voir  aussi  Cayley,  Proceedings  of  the  London  mathematical  Society,    i6  oc- 
tobre i865. 
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des  courbes  tangentes  du  faisceau  dépend  uniquement  du  nombre 
des  points  d'intersection  mobiles  et  du  genre  de  la  courbe  primi- 
tive (t.  II,  p.  171);  il  est  donc,  au  fond,  indépendant  de  s. 

On  peut  représenter  les  coordonnées  des  points  d'une  courbe 
générale  de  genre  i  comme  fonctions  générales  d'un  paramètre, 
ainsi  que  nous  l'avons  fait  pour  les  courbes  du  troisième  ordre 
(t.  II,  p.  388,  4ï6  et  suiv.),  et  d'une  manière  tout  à  fait  semblable. 
Cette  représentation  est  donnée  comme  d'elle-même  dès  l'instant 
qu'on  connaît  la  transformation  de  la  courbe  C«  en  la  courbe  Gj 
et  l'inversion  de  celle-ci;  mais  elle  peut  être  aussi  établie  directe- 
ment de  la  manière  suivante  (  '  ).  Considérons  un  faisceau  ç-f-X(j;  =  o 
de  courbes  adjointes  du  [n  —  ly*™«  ordre  passant  toutes  par  an  —  -i 
points  quelconques  de  C«  et  rencontrant  par  suite  C«  en  deux 
points  mobiles.  L'équation  de  ces  derniers  en  coordonnées-lignes 
Ui  s'obtient,  par  élimination  des  Xi,  entre  les  équations 

(l)  /=0,       çp  +  >-|/  =  0,       «^=0. 

Il  se  séparera  du  résultant  un  facteur  du  degré  n(^n  —  i)  —  2  par 
rapport  aux  u/  et  ne  renfermant  pas  X;  l'équation  précités,  repré- 
sentée par  l'annulation  du  facteur  qui  reste,  sera  donc  de  la  forme 

O  =  «'i)M^  +  «'22"2  ^~  "'33«3  +   2(V23"2"3+   ^''''si^Z^h  +   ?«'l2«l«2» 

les  Wi/s  étant  des  fonctions  du  /z''^""'  degré  en  X.  Comme  le  second 
membre  peut  se  décomposer  en  deux  facteurs  linéaires,  le  déter- 
minant des  Wift  s'évanouit,  c'est-à-dire  que  l'on  a 


W  = 


Désignons  les  coordonnées  des  deux  points  d'intersection  mo- 
biles par  Xi,  Xi,  X3  et  ?i,  Ha»  I3  respectivement;  soient,  de  plus, 
/i,  /a,  I3  les  coordonnées  de  la  ligne  qui  jointe:  et  ^.  On  peut  alors 
poser 

(2)  ,  W,,.=.-/,/;tQ, 


(')  Pour  ce  qui  suit,  ainsi  que  pour  les  applications  données  plus  loin  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques,  consulter  toujours  Clebsch,  loc.  cit.  {Journal  de 
Crelle,  t.  64  ). 
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en  désignant  par  W/a  les  déterminants  mineurs  du  déterminant  W; 
naturellement  les  grandeurs  //,  4,  Q  dépendent  ici  de  1,  et  nous 
allons  déterminer  incessamment  la  nature  de  cette  dépendance. 
Pour  les  coordonnées  xi,  ^i  elles-mêmes,  on  trouve,  en  vertu  des 
considérations  précédentes,  les  relations  (') 


X,  ï, 


(    XiÇj=«'i3—  /jV^Q,  X2Ç3=:«'23  +  /iV'Q,        ^3?3=«'33. 

On  déduit  immédiatement  de  là  les  rapports  des  quantités  x  et  ^. 
En  introduisant  les  grandeurs  arbitraires  y,,  ^2,  73  par  lesquelles 
nous  multiplierons  respectivement  ces  équations,  que  nous  ajoute- 
rons ensuite,  nous  obtiendrons  pour 

P  =  7l?l  +  72?2H"73?3 

les  rapports  des  Xi  sous  la  forme 

j    p.rj  =  «'1,7,  -f-(t'i27.j-t-  «'1373 -^  (72/3— 73/2)  \/Q, 

(4)  P-^2=«'2l7l  +  «'2272+"'2373+   (V3^—  yi^sjV^Q. 

(     0X3=  «'3l7l  +  «'32  72+  ^«'33  73+    {  7l  ^2  —  72  ^  )  VQ- 

Si  on  laisse  ici  le  signe  de  y/Q  indéterminé,  ces  équations  don- 
nent les  X  aussi  bien  que  les  ^,  et  il  suffît  d'assigner  à  la  racine, 
dans  un  cas  le  signe  positif,  dans  l'autre  le  signe  négatif  (2). 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  déterminer  le  degré  de  la 
fonction  Q  par  rapport  au  paramètre  X.  L'équation  Q  =  o  déter- 
mine évidemment  celles  des  courbes  du  faisceau  cp  -h  ^»j^  =  o  qui 
touchent  la  courbe  primitive;   d'un  autre  côté,  nous  savons  qu'il 


(')  Comparez  les  équations  (9),  t.  I,  p.  i3i;  il  faut  y  remplacer  a  par  x,  ß  par  |, 
/s'  =  —  /Jt  par  Q,  I  par  /. 

(')  Les  expressions  {/[)  comportent  une  interprétation  géométrique  très  simple.  Si 
l'on  considère,  en  effet,  les  quantités  y^  comme  les  coordonnées  d'une  droite,  les 
coeflicients  de  y^Q  sont  les  coordonnées  du  point  (variable),  où  la  droite  y  choisie 
d'une  manière  arbitraire  (mais  Ose)  est  rencontrée  par  la  li;;ne  /  (c'est-à-dire  par  la 
ligne  qui  joint  les  deux  points  mobiles).  Les  premières  parties  des  seconds  membres 
sont  les  coordonnées  du  pôle  de  •/,  relativement  à  ce  couple  de  points  lui-même, 
ou,  en  d'autres  termes,  les  coordonnées  du  point  qui  forme,  sur  la  ligne  /,  avec  le 
point  cité  et  avec  le  couple  auquel  appartient  x,  un  système  harmonique. 
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existe  quatre  courbes  de  celte  espèce  dans  le  faisceau.  La  fonction 
Q  est  donc  du  quatrième  degré  en  >.;  les  grandeurs  /,  seront  sui- 
vant (2)  du  degré  n  —  2  par  rapport  à  cette  même  quantité  ('). 
En  conséquence,  d'après  les  équations  (2),  la  rejjiésentation  pa- 
ramétrique de  la  courbe  du  n^ème  ordre  de  genre  i  est  ration- 
nelle, à  part  la  racine  carrée  d'une  expression  Q  du  quatrième 
ordre  :  cette  dernière  est  multipliée  par  des  fonctions  rationnelles 
du  {^ji —  ^yéme  ordre;  les  autres  parties  des  expressions  xi  sont  des 
fonctions  rationnelles  d'ordre  n\  les  grandeurs  yi  n'influencent 
pas  les  équations  (4),  ainsi  qu'il  ressort  des  équations  (3). 

Parles  équations  (4)  se  trouve  au  surplus  donnée  de  nouveau 
comme  d'elle-même  la  transformation  d'une  courbe  C«  en  une 
courbe  G3,  ce  qui  peut  être  mentionné  brièvement.  Si  nous  écri- 
vons, en  effet,  Q  sous  la  forme 

et  que  nous  posions 


(«3—  «l)(«l—  «2)M^3—  «2 


(')  Pour  A  =  A,  :  A,,  nous  pouvons  par  suite  écrire  les  équations  (4)  sous  la  forme 

Il  vient  alors 

V^  [pdx^-^  X,  dp  )  =  ««f  -  *  ajx  \[qî  4-  (  «  —  2  )  »{'^  '  x^fA  qï  + 'i^x'^  il  IdKy 

et  ainsi  de  suite. 
On  trouve  par  conséquent  pour  les  coordonnées  u^  de  la  tangente  du  point  -c 

0-  M,  =  T  (  Xj  dx^  —  ar,  dx^  ) 

=  2nqi[{a%')  «{*- 1  a^«-  ^  -+-  (  a  «'  )  4»-»  «1«    »  ] 
+  2yj^[al«(ay)«r*-«('.(a'y)a;«-^] 

et  ainsi  de  suite. 

Par  là  se  trouve  donnée  la  représentation  paramétrique  Je  la  courbe  C„  considérée 
comme  figure  tangentielle.  Que  ces  dernières  équations  représentent  effectivement  une 
courbe  de  2«''°"  classe,  comme  cela  doit  être,  c'est  ce  qu'on  reconnaît  par  une  marche 
analogue  à  celle  qui  sera  incessamment  suivie  au  texte  pour  montrer  que  la  courbe 
représentée  par  {\)  est  seulement  du  rt''"""  ordre,  les  ordres  des  expressions  qui 
figurent  au  second  membre  pouvant  encore  être  réduits. 
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les  quantités  w/a,  li  peuvent  se  représenter  comme  des  fonctions 
^'ik>  h  6"  J0JK2  du  même  degré  par  rapport  à  ces  dernières  gran- 
deurs que  les  quantités  çv,vt,  //  en  ).,  et  y^Q  devient,  à  une  constante 
près,  égal  à  y\j%.  On  trouve  donc  les  xi  exprimés  de  la  manière 
suivante  : 

(6)  i0.r,=  V,  n/.,  4-  y^«/.^  +  y^rv;.,  +  m  (yZ'  j/J^^'s, 

en  faisant  [yl')^z=yd'.^  —  73/!,,  etc.  Les  xi  sont  donc  représentés 
comme  fonctions  entières  du  n'""^  ordre  des  ji^  et  entre  ces  der- 
nières grandeurs  existe,  d'après  (5),  l'identité 

(7)  F(j}=j^^j,-j,(j-,-j-j)(ji->{-V2)  =  o, 
dans  laquelle 


,2  (^i <U    O,^  (7, 


'2  "i  —  "I 


a,  —  a,   en  —  a, 


ce  qui  est,  en  fait,  l'équation  d'une  courbe  du  ti'oisième  ordre 
dont  le  rapport  anliarnionùpie  [ou  module)  est  égal  à  h-.  Les 
équations  (6)  donnent  donc  l'inversion  des  formules  pji=^ilx\ 
par  lesquelles  la  même  transformation  est  établie,  *^^  =  o,  <t>2  =  o, 
^^z=o  étant  trois  courbes  adjointes  à  la  courbe  donnée  C^  dans 
un  réseau  à  trois  points  d'intersection  mobiles.  On  peut,  du  reste, 
au  moyen  des  équations  (6),  calculer  réciproquement  les  j,- comme 

fonction  des  xi,  car  on  a  X  =  —  ï-  fonction  rationnelle  des  xi',  par 

là  ji,  ji  se  trouvent  immédiatement  représentés,  et  j'3  n'entre 
dans  les  équations  (6)  que  linéairement. 

D'un  autre  côté,  si  l'on  part  de  la  courbe  (7)  et  qu'il  s'agisse 
de  la  transformer  en  une  courbe  C„  par  les  formules  (6),  les 
équations  qui  prennent  naissance  lorsqu'on  égale  à  zéro  les  seconds 
membres  des  expressions  (6)  représenteront  trois  courbes  du 
^iême  ordre,  et  les  courbes  du  réseau  déterminé  par  elles  rencon- 
treront encore  C3  en  n  points  mobiles;  en  d'autres  termes,  il 
existe  nécessairement  sur  G 3  (7)  a/z  points  fixes  par  lesquels 
passent  toutes  les  courbes  du  réseau  d'ordre  n  qui  prend  ainsi 
naissance.  On  peut  aussi  déterminer  aisément  ces  2«  points 
au  mo^en  des  formules  (6).  Considérons  la  courbe  représentée 
par  une  combinaison  linéaire  des  seconds  membres  de  (6),  et  for- 
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mons  en  conséquence,  au  moyen  des  trois  grandeurs  arbitraires  ß,, 
jSa,  ßi,  l'équation 


(8) 


Ily/P^n-M-  +  mfijr^lyl'p)  =  o. 


Cette  courbe  renferme  également  les  2n  points  d'intersection 
constants  dont  il  a  été  parlé.  Mais,  dans  le  voisinage  dej)'4  =  o, 
r2  =  o,  (8)  devient  le  faisceau  de  n  —  i  droites 

La  courbe  (8)  a  donc  au  point  /i  =  o,  j)2=  o  un  point  multiple 
d'ordre  ii  —  i  dont  une  tangente  (j^,  =  o)  touche  la  courbe  (7). 
Par  conséquent,  en  ce  point  tombent  n  intersections  des  deux 
courbes  [y]  et  (8).  De  (8)  résulte  d'ailleurs 


(9) 


22y,^X-,)'='«V?J^(7l3/')S 


yl  pouvant  maintenant  être  éliminé  à  l'aide  de  (7).  Mais  alors  il 
vient,  d'après  (2)  et  (5), 


(10) 


m'ylxV'A  =  Qi?'A  =  -^'f'i,, 


si  l'on  désigne  par  la  notation  W',;^  les  déterminants  mineurs  formés 
avec  les  quantités  «^y^.  Le  second  membre  de  (9)  devient  par  suite 
le  déterminant 


w'ii 

w;, 

w;3 

7i 

ßi 

^v;, 

w;, 

w;^ 

72 

P. 

^^1 

w;, 

w;3 

73 

h 

7i 

72 

73 

0 

0 

Pi 

ß. 

^3 

0 

0 

=  (22«/.,v,i3,)«_  (22«':.,7,7A-)(2^»':-x-,5/r^.)- 

L'équation  (9)  se  décompose  donc  en  deux  autres,  savoir 

2^  "'i-A-  7'  Ik  =0,     II  w\,^  Pi  ßk  =  o , 

dont  la  seconde  seule  dépend  des  constantes  spéciales  ß  de  la 
courbe  (8);  la  première  fournit  en  conséquence  n  rapports  con- 
stants j,  '.J21  et  à  chaque  rapport  de  cette  espèce  correspond,  en 
vertu  de  (8),  une  valeur  dej^s,  également  indépendante  des  con- 
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stantes  |3,  de  sorte  qu'au  moyen  de  Inéquation 

(u)  22«/;i.7,7/,  =  o 

combinée  avec  (8)  on  trouve  les  n  autres  points  d' intersection 
constants.  Car,  pour  ce  qui  concerne  la  valeur  de  73,  on  a  nécessai- 
rement, si  la  valeur  trouvée  au  moyen  de  (8)  doit  être  réellement 
indépendante  des  jS/, 

^v-  ^  —  «'ir/i  +  "^2y2+"''i3Y3  _  "'21  71 +«'2  2  72 +"'2  TA 

f"Xi.yi  — j, p — ji — ~-ji 

73^2—  72^3  7l'3—  73^ 

_<^3l7l-t-   ^3  2  72+^^^3  3  73 
72^1  —  71^2 

En  égalant  ces  quotients  deux  à  deux,  on  a  les  trois  conditions 

7;.  22n47,7'^.  —  l',.llw'.,^.yr/k  =0      (  r  =  1 ,  2,  3  ), 
lesquelles  se  réduisent,  en  vertu  de  (i  1),  à  la  condition  unique 

Mais  celte  dernière  relation,  multipliée  par  JJi'^jijlf'n,  se  trans- 
forme, à  cause  de  (10),  en 


11 


*K-A-7/Wl./,  =  \V'.7/,=  0; 


et  cette  condition  est  en  fait  remplie,  parce  que  le  déterminant  W 
des  grandeurs  w'i/^  s'évanouit. 

Actuellement,  l'introduction  des  fonctions  elliptiques  est  immé- 
diatement donnée  par  les  équations  (6).  Au  moyen  de  ces  der- 
nières, les  points  de  la  courbe  (7)  seront  en  effet  représentés, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  précédemment,  par  les  équations  (t.  II, 
p.  358) 

pji=  sin^am«,     pj2=sinami<,     1573=:  cosam«  .  Aam«. 

Si  donc  on  divise  dans  les  deux  membres  de  (6)  par  sin"  am  w,  on 
obtient  des  formules  de  la  forme 

12  (7Xi=  F  "'  sui^ am  u    -+-  F^"'^^  sm^  am  u   , 

au 

le  degré  des  fonctions  F/,  par  rapport  à  leur  argument,  étant  in- 
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diqué  par  l'indice  supérieur;  ce  degré  peut  d  ailleurs  être  encore 
abaissé,  ainsi  qu'il  sera  expliqué  plus  loin. 

Dans  les  équations  (12),  on  peut  (semblablement  à  ce  qui  a 
été  fait  t.  II,  p.  390)  introduire  la  fonction  H(«,)  à  la  place  de 
sinaniM,  et  l'on  est  ainsi  immédiatement  conduit  de  nouveau  au 
théorème  d'Abel.  Chacune  des  expressions  qui  figurent  dans  le 
second  membre  de  (12)  s'annule  en  effet  pour  o.n  valeurs  de  l'ar- 
gument u.  Si  nous  désignons  ces  valeurs  respectivement  par 


a'j,  a';',  . . .,  a;;,  a;;^j,  . . .,  «"„, 

on  a,  d'après  la  proposition  dont  il  a  été  déjà  fait  usage  pour  les 
courbes  du  troisième  ordre  (*),  et  en  écrivant  de  nouveau  a  à  la 
place  de  (7  0-« (u)  et  désignant  par  Q  des  constantes, 

(i3)  <TXi=z  C,-H(a  -  ai'')  .H(M  —  a'/') .  .  .  H(m  —  a%). 

Mais  la  ligne  x/=  o  coupe  C«  en  n  points  seulement;  donc,  parmi 
les  ^n  valeurs  racines  de  l'argument  u  qui  se  présentent  dans  les 
seconds  membres,  «  sont  sans  usage  pour  nous,  en  tant  qu'appar- 
tenant simultanément  aux  trois  lignes  x,  =  0,  0:2=  o,  X3=  o.  Le 
fait  se  vérifie  directement  sur  les  équations  (4)-  Si  l'on  détermine 
en  effet  les  rencontres  d'une  droite  quelconque  ß^=:  o  avec  G«, 
cette  détermination  sera  nécessairement  réalisée  par  une  équation 
du  n'^""®  degré  relativement  au  paramètre  X.  Si  l'on  porte  d'ailleurs 
dans  ßx=  o  les  valeurs  des  xi  tirées  de  (4),  il  vient 

ce  qui,  en  vertu  de  (5),  est  encore  l'équation  (8)  ;  or  nous  avons 
déjà  démontré,  à  propos  de  cette  dernière,  qu'elle  possède  n  ra- 
cines complètement  indépendantes  des  ß,-,  savoir  les  racines  de 
l'équation  (n).  Nous  pouvons  donc  poser 


(')  Cette  proposition  de  Hermite  est  au  fond,  pour  le  cas  de  ^  =  1,  identique  au 
théorème  général  sur  la  représentabilité  des  fonctions  aljébriques  par  des  quotients 
de  fonctions  6.  {f^oir  Riemanx,  op.  cit.,  §  27;  Clebsch  et  GoaDA»,  op.  cit.,  p.  224 ; 
Reçu,  Journal  de  Crelle,  t.  66,  p.  99;  W^EßER,  Vj.,  t.  70,  p.  3i5). 
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et  si  nous  faisons  en  sorte  que  le  facteur 

H  («  -  a;,^,  )  .  H  (m  -  4^3)  .  ..E{u-  a;„) 

qui  se  présente  dans  chacune  des  trois  équations  (i3)  s'absorbe 
dans  le  facteur  de  proportionnalité,  il  vient 

(l4)  <tj:,-=QH(«—  a','').H(«  — ay'')...H(«  — ajf  ). 

Actuellement,  pour  les  mn  arguments  «i ,  «2,  . . . ,  a^n  des  points 
d'intersection  de  notre  courbe  C«  avec  une  courbe  du  m'^™®  ordre, 
on  a,  d'après  le  théorème  connu  de  Hermite  (t.  II,  p.  890  et  suiv.) 
et  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'entrer  de  nouveau  dans  les  détails, 

(i5)  s«!  +  ^2+ . . .  a,„,i  HE '«Sr, 

3-  étant  égal  à  —  a^^^,  —  a'^_^^  ...  —  a!,^  ;  or  ce  n'est  là  autre  chose 
que  le  théorème  d'Abel,  car  le  paramètre  u  est  précisément  égal 
à  V unique  intégrale  finie  qui  appartient  à  C«  (t.  Il,  p.  SS^), 


"=r- 


(h 

pour 


Nous  n'insisterons  pas  une  fois  de  plus  sur  les  applications  du 
théorème  d'Abel  pour  la  détermination  des  courbes  de  contact 
dans  ce  cas  particulier  de  />  =  i.  Rappelons  seulement  qu'ici  aussi 
il  faut  faire  usage  du  problème  de  V immersion  étendu  (p.  266), 
dès  que  l'on  considère  des  courbes  ne  passant  pas  par  tous  les 
points  de  la  courbe  primitive  C„  (*  ). 

Comme  pour  les  courbes  du  genre  zéro  (p.  294),  on  peut  ici  se 
poser  la  question  inverse  de  savoir  si  par  des  équations  de  la  forme 
(4)  ou  (i4)  se  trouve  toujours  représentée  une  courbe  du  genre  i, 
et  comment,  s'il  en  est  ainsi,  se  déterminent  les  singularités  de  cette 


(')  r oir  Tponr  les  détails  le  Mémoire  déjà  cité  de  Clebsch.  On  y  trouve,  traité  avec 
soin,  l'exemple  d'une  courbe  de"  quatrième  ordre  à  deux  points  doubles,  y  compris 
en  particulier  la  détermination  de  ses  tangentes  doubles.  Ces  courbes  ont  été  étudiées 
au  point  de  vue  purement  algébrique  (dans  un  ordre  d'idées  d'ailleurs  tout  différent) 
par  Casey,  Ghasles,  Qcetelet,  Cayley,  Hart.  {Foir  sur  ce  point  Salmos,  Higher  plane 
curves).  On  a  surtout  fait  des  recherches  sur  les  propriétés  métriques  des  courbes 
du  quatrième  ordre,  dont  deux  points  doubles  se  trouvent  aux  points  circulaires. 
Quant  à  l'équation  algébrique  dont  dépend  la  détermination  des  courbes  de  contact 
non  adjointes  et  de  l'ordre  n  —  3,  iwir  C.  Jordan,  Traité  des  iSubstitutions,  p.  33 1. 


» 
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courbe  (  '  ).  Que  la  première  question  doive  recevoir,  en  général, 
une  réponse  affirmative,  c'est  ce  qui  a  à  peine  besoin  d'explica- 
tion (2);  pour  ce  qui  concerne  la  seconde,  nous  allons  déterminer 
les  points  doubles  au  moyen  de  la  représentation  paramétrique 
de  C„,  ce  qui  au  surplus  résoudra  complètemenf'la  première.  On 
pourrait  d'abord,  en  prenant  pourpoint  de  départ  les  équations  (6) 
combinées  avec  (7),  procéder  comme  il  a  été  enseigné  dans  la 
théorie  générale  des  transformations  unidéterminatives  d'une  courbe 
algébrique,  c'est-à-dire  au  moyen  de  la  courbe  M  =  o  [voir  p.  5); 
toutefois,  nous  nous  proposons  d'effectuer  cette  détermination  en 
faisant  uniquement  usage  des  variables  binaires  introduites  dans 
les  équations  (4). 

Dans  la  recherche  dont  il  s'agit,  ces  dernières  équations  ne 
peuvent  d'ailleurs  être  employées  telles  qu'elles  sont.  Nous  avons 
vu,  en  effet,  que  les  expressions  qui  figurent  dans  leurs  seconds 
membres  s'évanouissent  simultanément  lorsque  la  conditiofi 
JL^w'-i^yiyk=  o  est  remplie,  et  la  cause  en  est  nécessairement  que 
les  expressions  en  question  renferment  toutes  les  trois  le  facteur 
y/SSw^^y^yA,  le  carré  de  ce  dernier  se  présentant  comme  facteur 
de  l'équation  (9),  déduite  de  (8)  par  élévation  au  carré.  Actuelle- 
ment, pour  mettre  les  seconds  membres  de  (4),  au  moyen  d'une 
substitution  irrationnelle,  sous  une  forme  aussi  simple  que  pos- 
sible, le  mieux  est  d'avoir  recours  à  la  représentation  par  fonctions 
elliptiques,  c'est-â-dire  aux  équations  (12)  et  (i4)-  Introduisons 
dans  ces  dernières,  à  la  place  de  u,  un  nouveau  paramètre  f^) 


et  à  la  place  des  a  les  valeurs  constantes 


(•)  Des  questions  analogues  se  présentent  à  l'égard  d'une  autre  représentation  para- 
métrique d'une  courbe  de  genre />  =  i,  laquelle  est  basée  sur  la  représentation 
d'une  fonction  algébrique  par  des  intégrales  de  deuxième  espèce  et  a  été  étudiée  par 
Hermite  {Journal  de  Crelle,  t.  82);  voir  aussi  la  note  de  la  page  a32. 

(')  Des  exceptions  pourraient  se  présenter  par  exemple  dans  le  cas  des  courbes 
décomposables. 

(')  Semblablement  ce  qui  a  été  fait  pour  une  courbe  C,,  t.  Il,  p.  391. 

21. 
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en  sorte  qu'on  puisse  écrire  les  équations  (i4)  sous  la  forme 

(.n).  p.r,=  C,H(.-|3'/').H(.-/3'/')...H(.-|3,;') 

avec 

Maintenant,  en  vertu  de  cette  dernière  relation,  on  peut,  en 
prenant  la  proposition  réciproque  du  théorème  plusieurs  fois  cité 
de  Hermite,  donner  aux  équations  (17),  si  n  est  pair,  la  forme 


C/[F!^\f^)  +  vV(i-/^)(i-A-V).Fp'V)]' 


dans  laquelle  \j.  est  égal  à  sin^ami^,  et  les  indices  supérieurs  des  F, 
indiquent  l'ordre  de  ces  fonctions,  et  si  n  est  impair,  la  forme  ('  ) 

(19)       px,=  C,[FS'^)(f.)v/«-i-v/(i-f.)(i-/l-V).F!.'^\»l, 
ou  si  nous  multiplions  par  y/^  dans  les  seconds  membres 

(,9)*       p^v=C,[fS5-)  (f.)  +  ^/^(,  _  ^)(i  _  k-^).Y^^\u.^. 

Les  fonctions  elliptiques  ont  été  introduites  dans  les  équations 
(  4)  au  moyen  de  la  substitution 

■xo •  ~ — — ^  =  )/  =  sm^  am «. 

/  —  a^   a^  —  <?! 

D'un  autre  côté,  la  variable  \j.  qui  se  rencontre  dans  (18)  et  (19) 
a  la  signification  suivante  : 


(21)  y/^  =  sin  am  (  M j  = 

)/  étant  défini  par  (20),  et  e  par 

(22]  V^  =^  ^1"  ^°^  ~  ' 


&\  _  s/>.'  (  I  —  î)  (  I  —  /.'^  e)  —  y/s  («—>-')(  I  —  A-').') 
i-k^-ù! 


(*)  La  modification  du  théorème  pour  ce  cas  peut  être  déduite  de  ce  qui  précède, 
en  prenant  par  exemple  /3^J'  =  o;  alors  dans  le  premier  membre  doit  se  séparer  un 
facteur  y/^u  ==  sin  am  i»,  et  il  reste  les  expressions  indiquées.  Le  résultat  obtenu  dans 
(19)*  concorde  avec  celui  obtenu  pour  les  courbes  de  troisième  ordre,  t.  II,  p.  416, 


car  on  a  pour  ces  courbes  -(«  +  0=2,  -  (n —  3)  =  0. 
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Nous  avons,  en  conséquence,  passé  des  équations  (4)  aux  équa- 
tions réduites  (i8)  et  (ig)  au  moyen  d'une  substitution  irration- 
nelle (21)  qui  a  rendu  possible  la  suppression  des  facteurs  super- 
flus. Imaginons  enfin  qu'au  lieu  de  fJt  on  ait  introduit  un  nouveau 

paramètre  2,  tel  qae  [i  == y^»  et  nous  pourrons  énoncer  les  ré- 
sultats obtenus  sous  la  forme  suivante  : 

Les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  d^ordre  iin  et  de 
genre  i  peuvent  toujours  se  représenter  sous  la  forme 


et  celles  d'un  point  d'une  courbe  d'ordre  2m  +  i  sous  la  forme 


Nous  pouvons,  pour  une  courbe  d'ordre  n,  réunir  les  deux  repré- 
sentations dans  la  formule  unique 

(^3)  or,=y;.<^-'(.)y/M±y/''(^)v^N, 

en  convenant  de  prendre /r<-/z,  h<-n  et  h-\-k  =  —  2,   et  en 

supposant  en  outre  que  M  soit  de  l'ordre  7i  —  2/:,  N  de  l'ordre 
n  —  2 A  (en  sorte  que  le  produit  MN  soit  toujours  du  quatrième 
ordre).  En  fait,  les  équations  (23)  représentent  toujours  une  courbe 
G„,  car,  pour  les  points  d'intersection  avec  une  droite  ßa:=  o,  on 
trouve  l'équation  du  /i'®""®  degré  en  z 

Les  points  doubles  de  la  courbe  (23)  se  déterminent  par  la  cir- 
constance que  l'on  obtient,  pour  deux  valeurs  différentes  z,  z' ,  des 
valeurs  des  xi  proportionnelles  les  unes  aux  autres.  Alors  ont  lieu 
les  équations  suivantes 

( 24 )  /•  v/M  +  ^i v/N  ==  r,(f,  sJW  +  y;.  ^N^), 

les  accents  se  référant  dans  le  second  membre  à  l'argument  s'.  Les 
déterminants  ternaires  que  l'on  peut  former  avec  le  tableau 

/i     ?i    /î     Û 

fi        ?2       fi        ?2 
fi      fz      /s       'û 
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par  la  suppression  d'une  Jigne  verticale,  divisés  par  z  —  z\  seront 
désignés  respectivement  par  F,  $,  F',  0',  en  sorte  que  ces  fonc- 
tions seront  respectivement 

en  z,  des  ordres  //  —  i ,      k  —  i ,     //  +  A  —  J ,     h  -^  k  —  i 

et  en  z',  des  ordres     h  -\-  k  —  i,     h  -^  k  —  i ,     //  —  i ,      /,  --  i . 

De  (2,4)  résulte  alors 

v/Âï  :  v'N  :  ctv/äT  :  ^JsjW  =  F  :  <!>  :  F'  :  (P', 
ou 

^  (  F2N-1>^M=I1(2,5'):=0, 

^^  i    F'^N'  — <I.'2M'  =  ü(z',z)  =  o. 

Ces  deux  équations  sont  pour  le  premier  argument  du  degré  n —  2, 
pour  le  second  du  degré  iJi  —  6,  et  ne  diffèrent  que  par  l'échange 
de  z  avec  z' .  Si  donc  on  élimine  z'  entre  elles,  le  résultat  est  divi- 
sible par  Q.[z^  z)  et,  par  conséquent,  après  séparation  de  ce  fac- 
teur, l'expression  restante  est  du  degré 

[n~-iY+  (2//-6)^— 3«-8=:(«-3)(5«-i6). 

Mais  l'équation  ainsi  obtenue  possède  encore  un  facteur  surabon- 
dant, car  les  équations  (20)  ne  donnent  par  réciprocité  les  con- 
ditions des  équations  (24)  que  si  F,  0,  F',  ^'  ne  s'évanouissent 
])as  simultanément.  Or  cette  dernière  circonstance  peut,  en  réa- 
lité, se  présenter.  En  effet,  parmi  les  équations 

(26)  F  1=0,     <1>  =  G,     F'  =  o,     *'=o, 

la  troisième  et  la  quatrième  sont  toujours  une  conséquence  des 
deux  premières.  Car,  puisqu'en  vertu  de  l'origine  de  ces  expres- 
sions on  a  toujours  identiquement 

F//-r  4'y/+  V'fl  -f-  */»'/=  o, 

on  aura  toujours,  pour  F  -—  o,  «ï»  =  o,  les  trois  équations 

F'// H-  <i.'çp;.=  o, 

desquelles  résulte  toujours  F'^r  o,  4>'-=  o  en  général  (c'est-à-dire 
si  l'on  n'a  pas,  par  exemple,  simultanément  y,' =  o,  ^',  =  0  et 
(/a?')  — fWi  =0).  Or,  d'après  ce  qui  précède,  les  ordres  de  F  et  <I> 
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sont  égaux  k  h  —  i  et  /r  —  i  en  z,  et  à  A  H-  A"  —  i  en  z'.  Le  nombre 
des  couples  de  racines  z,  z!  communs  aux  équations  F  =  o, 
<l>  =  o  est  donc  égal  à 

(/,+/._,)(/,  +  /■_  2  )  =  (  «  _  3  )(  «  —  4  ) . 

Mais  chacune  des  expressions  (aS)  s'évanouit  au  second  ordre  en 
vertu  de  (26);  si  donc  nous  considérons  ces  équations  comme  les 
équations  de  deux  courbes  par  rapport  aux  coordonnées  z,  z',  les 
points  du  plan  qui  correspondent  aux  (« — 3)(«  —  4)  couples  de 
valeurs  z,  z'  dont  il  a  été  parlé  sont  des  points  doubles  des  deux 
courbes,  et  par  conséquent  ^{^n  —  3)(«  —  4)  intersections  de  ces 
courbes  s'y  trouvent  réunies.  De  l'équation  déduite  de  (aS)  par 
élimination  de  z',  on  pourra  donc  séparer  un  facteur  du  degré 
4  (  «  —  3  )  (  /?  —  4)5  le  reste  est  alors  du  degré 

(«  — 3)(5«-i6)  — 4(«-  3)(/2-4;=/^(«-3). 

Ce  fait  est  d'accord  avec  l'existence  de  -n[n  —  3)  points  doubles, 

puisqu'à  chaque  point  double  correspondent  deux  arguments  et 
par  conséquent  deux  racines  de  l'équation  en  question.  Cette  der- 
nière possède  en  même  temps  la  propriété  qu'une  racine  z'  tirée  de 
(  aS)  est  toujours  une  fonction  rationnelle  d'une  racine  déterminée 
z,  et  que  z  est  la  même  fonction  rationnelle  dez'.  On  résout  donc 
l'équation  du  n{n  —  3)'«™«  (Jeg^.^  dont  il  s'agit  à  l'aide  d'une  équa- 
tion du  degré -«{/^ —  3)etde-/i(«  —  3)  équations  du  second 
degré. 

XIV.  —  Les  courbes  du  genre  p  —  -i. 

Nous  nous  proposons  pour  finir  d'étudier  encore  en  détail  les 
courbes  du  n^ème  ordre  du  gejire  /?  =  2.  Nos  recherches  générales 
précédentes  ont  déjà  fait  ressortir  que  ces  courbes  appartiennent 
toujours  à  la  classe  des  courbes  hyperelliptiques  [voir  p.  72,  note), 
c'est-à-dire  que  l'on  peut  toujours  assigner  un  faisceau  de  courbes 
adjointes  C«_3  qui  les  coupe  en  deux  points  mobiles  seulement 
(déterminant  ainsi  sur  C„  un  système  ^i,")  ;  d'où  cette  conséquence 
que  toute  courbe  du  genre  p  =  2  peut  être  ramenée  à  une  courbe 
du  (juatrieme  ordre  ayant  un  point  double,  et  cela  toujours  sous 
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la  forme  (p-  76) 


Le  fait  qu'il  existe  réellement  un  semblable  faisceau  de  courbes 
G„_3  est  évident;  car,  puisque  p  —  1  =  1  et/?2  —  2  =  2,  ily  a  juste 
nn  seul  système  simplement  infini  de  Jewx  points  pouvant  être 
déterminé  par  des  adjointes  C^-a. 

On  pourra  faire  usage  de  ces  faisceaux  de  courbes  Qn-i  pour 
effectuer  la  représentation  paramétrique  de  notre  courbe  G«  comme 
des  faisceaux  de  courbes  On-i  dans  les  courbes  du  genre  p  =  i.Çje 
procédé  est  d'ailleurs  également  applicable  dans  les  courbes  hy- 
perelliptiques  de  genre  plus  élevé;  nous  allons,  pour  cette  raison, 
effectuer  immédiatement  la  représentation  paramétrique  pour  des 
courbes  hyperelliptiques  quelconques.  Une  courbe  de  cette  espèce 
a  été  définie  par  la  circonstance  qu'il  existe  sur  elle  un  système 
^y  5  il  y  a  donc,  en  toute  hypothèse,  un  faisceau 

{2)  Zi  +  V.-2=o 

de  courbes  C«_3  déterminant  ^y  par  leurs  intersections.  En  éli- 
minant les  Xi  entre  (i),  (2)  et  entre  l'équation  Mx=  o,  et  en  négli- 
geant les  facteurs  indépendants  de  X  (*),  on  obtient  le  produit  des 
équations  des  deux  points  d'intersection  mobiles  sous  la  forme 

(3)  llwi^uiu^—o, 

les  Wik  étant  des  fonctions  du  /i''^™"  ordre  en  X  dont  le  déterminant 
est  nul.  On  a  donc  aussi,  comme  dans  le  cas  de  p=i,  pour  les 
coordonnées  des  points  d'intersection  mobiles  considérées  comme 
fonctions  de  X,  les  expressions  (p.  3 16) 

(4)  p-^i=  «'/i7i+  «72  72  +  ^'V3  73+  (yO'v/Q» 

les  7/  étant  encore  des  grandeurs  arbitraires,  et  Q,  /,,  /o,  I3  des 


(')  Il  y  a,  en  effet,  encore  2j) —  4  points  de  base  du  faisceau  (i)  qui  sont  placés 
en  des  points  fixes  simples  de  C„.  Pour  p  =  2,  étant  admis  que  l'on  fera  usage  d'un 
faisceau  de  courbes  C„_.,,  des  considérations  analogues  à  celles  du  texte  ont  été 
données  dans  Clebsch  et  Gobdan,  op.  cit.,  p.  77.  {Voir,  sur  ce  sujet,  quelques  correc- 
tions de  Clebscii,  Math.  Annalen,  1. 1,  p.  170.)  Pour  les  courbes  hyperelliptiques  quel- 
conques, consulter  aussi  la  note  de  Cremona,  citée  p.  75. 


LA    GÉOMÉTRIE  SUR    UNE   COIRRE    ALGÉCRIQUE.  829 

fonctions  rationnelles  de  A,  de  telle  nature  que  l'on  ait 

(5)  /,/,.Q  =  -Wa.. 

Mais,  dans  le  cas  actuel,  le  degré  de  la  fonction  Q  en  X  n'est  pas  le 
même  que  dans  le  cas  de  p  =■  i.  Ce  degré  est,  «n  effet,  évidem- 
ment égal  au  nombre  des  courbes  tangentes  comprises  dans  le 
faisceau  (2),  c'est-à-dire  (t.  II,  p.  171)  égal  à  (') 

'  2  (  2 -f- />  —  I )  =  2/> -4- 2. 

En  vertu  de  (5),  les  quantités  //sont  alors  du  degré  n — p —  i 
en  }.,  caries  quantités  W,ä  sont  du  degré  in. 
Si  donc  on  pose 

(6)  q=:  ^i  -  a,){l  -  a,).  .  .{l-  a,,,^,], 
et  ensuite 

en  faisant,  pour  abréger, 

,o^  ,,  «3  —  (^i     «,+3  —   ^l  ,  s 

^^)         ''■  =  ;^;zr;r,-w;:::^^,    (.-1,2,  ...,2^-0, 

on  peut  représenter  les  fonctions  w/a,  //  comme  fonctions  homo- 
gènes w'i/f  d'ordre  n  et  /^  d'cfrdre  n  —  p  —  i  en  j-,,  jn,  et  l'on 
obtient  ainsi,  pour  les  x,  les  expressions  rationnelles  par  rapport 
aitxj, 

llO]  ^     P'"''—  Vl"'/l-*-V2»''/2+73"V3 

^"^      <         +  ^{ynifinMfi-  ^-iy^)"  -ir^-  ^f,-,i,)> 

De  (7)  et  (8)  se  déduisent  d'ailleurs  les  relations 

Iri— j2={«i  — tf2)(>  — «3)1 
Y    -    A-^  V    —    (^l-^2)(^3-^2)   f.  ^  . 

Xl         ^rJi —  : — [^  —  ^r+il* 


(')  On  le  vérifie  encore  directement  par  la  recherche  du  déterminant  fonctionnel 
*^®/>  Xi>  Xi  qui  détermine  les  points  de  contact  sur/=o. 
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de  sorte  qu'en  vertu  de  (6) 

(,2)   Q  =  rn\j,y,{j,~j,)  [jr,-  f,lr,)[y,-  AIj,).  .  .{jr,-  kl^_^y^). 

Par  conséquent,    entre  les  quantités  j  elles-mêmes,  existe,  en 
vertu  de  (7),  l'équation 


i3^ 


J|  Ji  J2  (ji  —  -^'i  J2)  •  ■  .  (ji  —  1:1-  2  J2  ) 


Noire  courbe  C„  est  doJic,  en  fait,  ramenée  par  la  substitution  (  1  j  ) 
à   la  forme   normale    précédemment   indiquée   et    caractérisée 

(p.  75)-    .        .  ,. 

Si  l'on  imagine  qu'inversement  l'équation  (i3)  soit  donnée,  et 
que  la  courbe  Cjo+2  ainsi  représentée  soit  transformée  au  moyen 
des  formules  (10)  en  une  courbe  C«,  f{x)  =  o,  les  trois  courbes 
du  7^^""''  ordre  représentées  par  l'évanouissement  des  expressions 
qui  figurent  au  second  membre  de  (10)  devront  avoir  toutes  leurs 
intersections  avec  la  courbe  (i3)  commune,  excepté  7z,  c'est-à-dire 
que,  ß,,  ßaj  ßs  étant  des  paramètres  homogènes,  les  courbes  du 
réseavi 

i  X  .1-1/273  {j'i  —   /'  l  Xl  )■■•  (  Jl  —   f'I^  2  J-2  ) 

ne  pourront  rencontrer  la  courbe  d'ordre  p  -\-  '2  donnée  dans  (i3) 
qu'en  7i  points  mobiles.  Le  fait  se  vérifie  comme  au  cas  de  p  =  i. 
En  effet,  dans  le  voisinage  du  point  [j^i  =  o,  ^2=  o),  on  peut  rem- 
placer la  courbe  (i4)  parle  système  de  n  —  i  droites 

(  ßy  i'  )  Jl  J2  ( Jl  -  ^-i  Jl  )  •  • .  (  j.  -  ^Uj.  )  =  o, 

dont  p  sont  indépendantes  des  ßi  et  en  même  temps  tangentes  de 
^^,4.2  en  son  point  multiple  d'ordre  p.  Par  suite,  en  ce  dernier, 
toutes  les  courbes  du  réseau  (i4)  ont  un  point  multiple  d'ordre 
n  —  1;  donc 

(  «  —  I  )p  -V-  p  =  np 

intersections  de  chacune  des  courbes  C«  ci-dessus  avec  C^+2  s'y 
trouvent  réunies.  On  démontre,  d'ailleurs,  aisément  (à  peu  près 
comme  p.  3 19)  que  n  autres  points  fixes  du  réseau  en  question 
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sont  donnés  sur  C^+2  par  l'équation 

Le  nombre  des  points  d'intersection  mobiles  de  cette  dei^nière 
courbe  et  des  courbes  du  réseau  est  efFectivement  égal  à 

n[p  -\-  o.)  —  np  —  Il  =z  n, 

A  l'aide  d'une  substitution  irrationnelle,  on  pourra  encore 
abaisser  les  ordres  des  seconds  membres  des  équations  (lo)  de 
telle  manière  qu'il  ne  s'y  rencontre  plus  de  points  racines  com- 
muns. Mais  nous  n'entreprendrons  pas  ici  cette  recherche. 

Nos  explications  précédentes  sur  le  théorème  d'Abel,  sur  le 
problème  de  Jacobi  et  sur  l'extension  du  problème  de  l'inversion  (  *  ) 
conservent  ici  toute  leur  valeur,  ainsi  qu'il  suffît  de  le  rappeleren 
un  mot.  Faisons  seulement  observer  que  pour  la  forme  normale 
(i3)  des  courbes  hyperelliptiques  toute  courbe  adjointe  C„_3  (ici 
Cy,_i)  se  décompose  en  p  —  i  droites  passant  par  le  point  multiple 
d'ordre  p. 

En  finissant,  nous  voulons  appeler  l'attention  sur  le  problème 
de  la  tJ'isecdon  au  cas  de  p  =  2,  qui  a  été  traité  en  détail  d'une 
manière  purement  algébrique,  et  qui  a  ainsi  conduit  à  des  ques- 
tions intéressantes  de  la  théorie  des  formes  binaires.  Soit 

(17)  Z^.f  —  -^  rr-  O 

l'équation  de  la  courbe  primitive  C4  ;  (p  etip  sont  ici  respectivement 
des  fonctions  homogènes  l'une  du  deuxième,  l'autre  du  quatrième 
ordre  en  x,  j-.  Nous  désignerons  par  5  et  t  les  deux  intégrales  nor- 
males de  première  espèce  ;  nous  indiquerons  les  limiles  supérieures 
par  l'addition  d'indices  supérieurs,  et  nous  choisirons  leur  limite 
inférieure  constante,  en  sorte  que,  ct,  t  étant  des  grandeurs  don- 


(')  Pour  ce  qui  concerne  les  intégrales  hyperelliptiques,  voir  ce  qui  a  été  dit 
p.  i5i,  et,  pour  le  théorème  d'Abel,  le  Mémoire  d'AoEL  cité  p.  200.  Sur  la  solution 
du  problème  de  l'inversion,  consulter  aussi  les  travaux  cités  p.  i3G,  de  VN'^eierstrass, 
Nelmann  et  Prym;  et.  pour  le  cas  particulier  de  p  =  2,  le  Mémoire  de  Rosenhaix  cité 
p.  i85.  L'extension  du  problème  de  l'inversion  a  été  traitée  précédemment  pour  ^  =  2 
(p.  268  et  suiv.);  voir  aussi  le  travail  de  Buill  mentionné  au  même  lieu. 
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nées,  le  problème  d'inversion  de  Jacobi  se  présente  dans  les  équa- 
lions'suivantes 

s  +  .y'  =1(T,        t  +  t'=T. 

Soit  maintenant  v  une  fonction  homogène  encore  indéterminée 
du  troisième  ordre  en  x,y,  l'équation 

(  1 8  )  Zf  —  r  ^  G 

représente  une  courbe  du  troisième  ordre  qui  a  de  même  en  a:  =  o, 
y  =  o  un  point  double  dont  les  branches  touchent  les  branches 
de  la  courbe  (17).  Donc  six  des  douze  points  d'intersection  des 
deux  courbes  tombent  au  point  double  ;  on  obtient  les  autres  au 
moyen  de  l'équation  du  sixième  degré 

(19)  ('«—  «p4/=iO,       ou       .'*—/=  O        (/— çp.i]/) 

qui  se  déduit  de  (17)  et  (18).  Mais  nous  nous  proposons  en  parti- 
culier de  chercher  des  fonctions  v,  telles  que  les  courbes  corres- 
pondantes (18)  aient  un  contact  du  second  ordre  avec  C4  en  deux 
points  différents.  Pour  ces  fonctions  l'équation  (19)  doit  avoir 
deux  fois  trois  racines  égales;  on  aura  donc  identiquement 

(20)  r^-/=«% 

u  désignant  une  forme  quadratique  ;  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
il  faut  que  la  forme  donnée  du  sixième  ordre  f[^(^^)  puisse  être 
réduite  à  lafo7'mef=  v"^ — u^  (*).  A  chaque  manière  de  repré- 
senter la  fonction  f  sous  cette  forme  correspond  une  des  courbes 
de  contact  cherchées,  ou  plutôt  deux,  qui  sont  données  par  les 
équations 

Z'f  —  (' =  0      et      Z'f-\-vz=:0, 

Sous  forme  transcendante  le  même  problème  est  représenté  par 
les  équations 


('")  Ce  problème  de  transformation  a  d'abord  été  traité  par  Cayley  {Quarterly  Jour- 
nal, t.  IX).  On  le  trouve  résolu  d'une  manière  complète  et  en  connexion  avec 
le  problème  de  la  trisection,  dans  Clebscii,  Abhandlungen  der  K.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  zu  Göttingen,  t.  XIV,  1869;  voir  aussi  les  notes  de  BnioscHi  sur  cet 
objet,  Annali  di  Matematica,  série  2,  t.  VIL 
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OÙ  c  et  y  désignent  des  constantes  qui  sont  indépendantes  des 
constantes  de  la  fonction  ^^  Mais  l'équation  (i8)  est  évidemment 
satisfaite  aussi  de  la  manière  demandée  par  une  courbe  du  troi- 
sième ordre  improprement  dite  qui  se  compose  d'une  droite  comp- 
tant trois  fois  menée  par  le  point  double.  En  admettant  qu'une 
ligne  de  cette  espèce  coupe  la  courbe  donnée  en  deux,  points 
auxquels  correspondent  les  intégrales  a''\  a^^\  t'*',  t'-',  on  a 
aussi  alors 

ou,  enfin,  P,  Q  désignant  des  systèmes  de  modules  de  périodicité 
liés  entre  eux, 


ce  sont  là  les  équations  du  problème  de  la  trisection  spéciale 
(p.  282).  Pour  P  =  o,  Q  =  o,  on  a  de  nouveau  la  solution  impro- 
prement dite  indiquée  ily  a  un  instant,  et  qui  est  en  même  temps 
indéterminée.  Il  reste  encore  3*  —  i  z=  80  solutions  proprement 
dites  qui  correspondent  aux  différentes  manières  d'amener  la 
fonction  f  à  la  forme  v-  —  u^ . 

Mais  parmi  ces  quatre-vingts  solutions  deux  sont  toujours  liées 
l'une  à  l'autre,  de  telle  façon  que,  si  l'une  conduit  à  v^  l'autre 
donne  —  v.  Considérons,  en  effet,  deux  solutions  pour  lesquelles 
les  périodes  P,  Q  sont  égales  et  de  signe  contraire,  et  désignons 
les  intégrales  qui  répondent  à  l'une  d'elles  par  les  indices  i,  2, 
celles  qui  répondent  à  l'autre  par  les  indices  3,  4  î  on  a,  d'après  (21), 

5(1)  ^_  sW  +  5(3)  H-  *(4)  +  (7(1)  +  cr(*)  =  3[cr(*)  H-  cr(«)]  =  c, 

f(l)_|-   /(2)  H_  ,(3)  _^ff4)^  _(!)_,_   ^(2)_3^^(n_^_(2)J_y_ 

Les  points  de  contact  des  deux  courbes  de  contact  employées  sont 
donc  situés,  conjointement  avec  les  points  d'intersection  d'une 
droite  men«e  par  le  point  double,  sur  une  courbe  du  troisième 
ordre  du  système  (18).  Mais  cette  dernière  est  coupée  en  quatre 
points  par  la  droite  menée  d'une  manière  quelconque  par  le  point 
double;  elle  se  compose  donc  de  celte  droite  et  d'une  conique; 
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celle-ci  doit  enfin  couper  C/,  en  quatre  points  au  point  double,  y 
avoir  conséquemment  elle-même  un  point  double,  c'est-à-dire  se 
décomposer  en  deux  droites.  Donc  les  points  de  contact  de  l'une 
des  courbes  de  contact  sont  situés  conjointement  avec  ceux  de 
l'autre  sur  deux  droites  passant  par  le  point  double,  et  cela  de  telle 
sorte  que  chacune  des  droites  renferme  un  point  de  contact  de 
chacune  des  deux  courbes  du  troisième  ordre,  car,  s'il  en  était 
autrement,  il  faudrait  qu'il  existât  aussi  des  équations  de  la  forme 

L'équation  u-  —  /^^  o  doit  donc  fournir  les  mêmes  racines  pour 
les  deux  courbes,  c'est-à-dire  que  les  deux  fonctions  correspon- 
dantes V  ne  peuvent  différer  que  par  le  signe  (^).  Deux  solutions 
de  cette  espèce  conduisent  ainsi  à  la  même  transformation  de  f, 
et  l'on  a  seulement  quarante  solutions  différentes  au  fond.  Ces  der- 
nières sont  groupées,  d'ailleurs,  les  unes  par  rapport  aux  autres 
d'une  façon  très  remarquable,  ainsi  qu'il  résulte,  d'une  part,  de 
la  théorie  des  formes  binaires,  d'autre  part,  de  celle  des  équations 
de  division  pour  le  cas  de  />  =  2  (  -  ).  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'appro- 
fondir ces  recherches.  Nous  nous  contenterons  d'appeler  l'attention 
sur  la  connexion  intime  de  ces  questions  purement  algébriques  et 
de  celles  qui  proviennent  des  problèmes  de  l'inversion  et  de  la  di- 
vision des  intégrales  abéliennes,  connexion  que  nous  avons  plu- 
sieurs fois  mise  en  lumière  et  expliquée  au  cas  de  p  =  i ,  en  consi- 
dérant les  systèmes  de  points  sur  une  courbe  du  troisième  ordre 
[voir  spécialement  t.  II,  p.  417  et  suiv.). 


(')  Cela  résulte  au  surplus  de  la  manière  complètement  symétrique  dont  se  com- 
porte la  courbe  primitive  vis-à-vis  de  la  ligne  r  =  o. 

O  Foir  Camille  Jordan,  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
avril  1869. 
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CHAPITRE  II. 


LES  CONNEXES. 


I.  —  Formes  algébriques  ternaires  à  plusieurs  séries  de  variables. 
Systèmes  équivalents. 

Dans  nos  études  antérieures,  nous  avons  considéré  le  plus  sou- 
vent comme  figure  fondamentale  une  courbe  particulière  envisagée, 
soit  au  point  de  vue  tangentiel,  soit  au  point  de  vue  ponctuel  :  ou, 
pour  parler  le  langage  de  l'Algèbre,  nous  avons  priscommeyô/'me 
fondamentale  une  forme  ternaire  dont  l'évanouissement  représen- 
tait précisément  la  courbe  dont  il  s'agit,  et  l'étude  des  invariants, 
des  covariants  et  des  formes  mixtes  de  cette  forme  fondamentale 
s'est  présentée  à  nous  comme  se  confondant  au  fond  avec  l'élude 
des  propriétés  projectives  de  la  susdite  courbe  et  des  figures  qui 
en  sont  déduites.  Cependant  l'Algèbre  doit  se  proposer  la  tâche 
d'étudier  aussi  les  formes  fondamentales  qui  comprennent  plusieurs 
séries  de  variables,  coordonnées-points  Xi,ji^  .  . . ,  ou  coordonnées- 
lignes  Ui,  Vi,  . .  . ,  ainsi  que  le  cas  s'est  déjà  présenté  dans  les  po- 
laires d'une  courbe;  problème  qui,  à  cause  de  sa  généralité,  sem- 
blerait d'abord  étranger  à  la  Géométrie.  Mais  il  y  a  ici  un  fait  très 
important,  c'est  que  l'étude  de  ces  formations  tout  à  fait  géné- 
rales peut  toujours  être  ramenée  à  l'étude  d'un  système  simultané 
de  formes  dont  chacune  renferme  seulement  une  série  de  coor- 
données-points, ou  une  série  de  coordojmées-lignes,  ou  bien  une 
série  de  coordonnées-points  et  une  série  de  coordonnées-lignes 
[voir  aussi  t.  I,  p.  335).  Conjointement  avec  la  courbe  (considérée 
comme  figure  ponctuelle  ou  tangentielle)  se  présente  donc  algé- 
briquement au  même  litre  la  figure  représentée  par  l'annulation 
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d'une  forme  mixte  quelconque  ('  ),  figure  que  l'on  désigne  sous  le 
nom  de  connexe,  et  dont  l'étude  attentive  est  également  réclamée 
par  la  Géométrie,  l'Algèbre  et  la  Géométrie  étant  destinées  à  se  faire 
avancer  l'une  l'autre  par  une  action  réciproque  et  constante.  Tou- 
tefois, avant  d'approfondir  les  connexes,  il  sera  bon  d'expliquer 
en  quelques  mots  les  théories  algchriques  indiquées  et  de  les 
éclaircir  par  des  exemples,  sans  que  nous  puissions,  d'ailleurs, 
viser  à  être  complet. 

Deux  systèmes  de  formes  algébriques  seront  appelés  e'^wiVa/e/zf^ 
lorsque  tous  les  invariants  fonctionnels  de  l'un  sont  compris  parmi 
ceux  de  l'autre,  et,  réciproquement,  lorsque,  par  conséquent,  l'en- 
semble des  invariants  fonctionnels  que  l'on  peut  former  est  iden- 
tique pour  les  deux  systèmes  ;  or  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  que  toutes  les  formes  de  l'un  des 
systèmes  soient  des  covariants  simultanés  des  formes  de  l'autre 
système,  et  réciproquement.  On  pourra  donc,  pour  un  système 
donné,  trouver  des  systèmes  équivalents  de  plusieurs  manières  très 
diverses  ;  toutefois  on  choisira  de  préférence  pour  l'étude  certains 
systèmes  plus  particulièrement  appropriés  à  l'objet  qu'on  a  en  vue. 
Un  système  de  cette  espèce,  très  important  pour  notre  but,  est  celui 
qu'on  appelle  le  système  réduit  équivalent  des  formes  proposées, 
et  qui  est  caractérisé  par  la  circonstance  que  chacune  des  formes 
qui  en  font  partie  renferme  une  seule  série  de  coordonnées  de  la 
même  espèce,  alors  même  que  dans  la  forme  primitive  se  trouve- 
raient plusieurs  séries  de  cette  sorte.  Faisons  observer  immédiate- 
ment ici  que  toute  forme  déduite  d'une  forme  donnée  II  par  le 
procédé  invariant 

dn  dn  on 

ôx^  d.T.^  dxi 

c'est-à-dire  par  formation  polaire,  doit  être  considérée  comme  un 
covariant  de  la  forme  II,  ainsi  que  nous  l'avons  toujours  fait  pour 
les  polaires  d'une  courbe.  Conséquemment,  le  système  équivalent 
d'une  forme  à  deux  séries  de  variables  (x/,  j/),  par  exemple,  qui 
est  la  polaire  d'un  certain  ordre  d'une  forme  à  une  seule  série  de 
coordonnées-points,  se  compose  simplement  de  cette  dernière  forme 


(')  Jusqu'ici,  au  contraire,  nous   n'avons  considéré   kis  formes  mixtes  qu'en   tant 
que  figurant  parmi  les  invariants  fonctionnels  d'une  forme  à  une  série  de  variables. 
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elle-même.  La  question  proposée  ne  commence  donc  à  présenter 
de  l'intérêt  que  pour  les  formes  représentables  symboliquement 
par  le  type  (  *  )  . 

(•)  /=<^". 

sans  cependant  provenir  de  la  forme  a^  b"  par  formation  polaire. 
Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  m  =  n  =  i;  alors  l'équation 
aa:hy=.  o  représente  la  transformation  dualistique  la  plus  générale, 
car  (pour  a,Ä=  aih^^  à  tout  point j)^  répond  une  droite  ayant  pour 
coordonnées 

/><'/■=  a,-,  J,  H-  a/2  J2  +  «/3  Js  • 

Dans  le  cas  seulement  de  a,/v=a/t/,  cette  transformation  se  con- 
fond avec  la  réciprocité  polaire  qui  a  pour  base  la  conique 
SS«/aJ^/.ï'a=  o,  c'est-à-dire  axhx^=^o\  donc,  dans  ce  seul  cas, 
ttxhy  est  la  polaire  de  la  forme  a^hx  (^). 

Nous  voulons,  dans  ce  qui  suit,  nous  borner  à  l'exemple  que 
nous  venons  d'indiquer,  c'est-à-dire  au  cas  où  deux  séries  de  coor- 
données-points se  rencontrent  dans  une  forme  fondamentale  (i). 
Nous  pourrons  expliquer  suffisamment,  à  ce  propos,  le  fond  des 
recherches  dont  il  s'agit  [^).  Nous  disons,  dans  ce  cas,  que,  pour 
ni  supérieur  à  n,  le  système  des  formes 

est  équivalent  à  Informe  f=^a.^b'y  dans  le  sens  indique.  La 
forme  f  est  donc  alors  remplacée  par  une  série  de  formes  qui 
offrent  un  caractère  plus  simple  en  ce  qu'une  seule  parmi  elles  est 
du  même  degré   total  que  f,   mais  ne   renferme  qu'une  série  de 


(')  Cette  notation  symbolique  a  déjà  été  employée  occasionnellement,  t.  II,  p.  iS/j 
et  suiv. 

(')  Nous  ne  reviendrons  plus  dans  la  suite  sur  les  formes  bilinéaires.  Faisons 
seulement  observer  ici  que  celles-ci  ont  été  étudiées  sous  les  points  de  vue  les  plus 
divers.  Pour  la  théorie  algébrique,  'voir  surtout  les  Mémoires  de  Krosfxker,  dans  les 
Comptes  rendus  mensuels  de  l'Académie  de  Berlin,  année  187  j. 

(')  Le  problème  relatif  aux  formes  renfermant  un  nombre  quelconque  de  variables 
et  un  nombre  quelconque  de  séries  de  variables  a  été  traité  en  général  par  Clebsch, 
dans  le  Mémoire  cité,  t.  I,  p.  335,  et  qui  forme  la  base  des  développements  du  texte. 
On  trouve  aussi  un  exposé  sommaire  de  ce  Mémoire  dans  les  Math.  Annalen,  t.  V, 
p.  427. 

Clebsch.  —  Géométrie,  III.  22 
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coordonnées-points,  tandis  que  les  aulres  sont  d'un  degré  total 
moins  élevé;  l'expression  degré  total  désignant  la  somme  des  de- 
grés par  rapport  aux  x  et  par  rapport  aux  u,  c'est-à-dire  ici  les 
nombres  respectifs 

m-^  n  —  I ,     m  +  n  —  2,      .  .  .  ,      m. 

Nous  avons  maintenant  à  montrer  que  les  fonctions  (s^i  sont  des 
invariants  fonctionnels  de/,  et  qu'inversement /est  un  covariant 
simultané  des  fonctions  ©/.  Mais  le  premier  point  est  déjà  évident 
par  la  loi  symbolique  de  formation  des  cp/;  rappelons  au  surplus 
que  les  cfj  dérivent  de/par  l'application  réitérée  d'un  procédé  in- 
variant (t.  I,  p.  335).  En  effet,  on  déduit  simplement  cpo  de  f  en 
posant  X  =J,  et  cf,,  ^2»  •  •  •  dérivent  semblablement  des  fonctions 
suivantes  : 

rnn «p'j  ir=  mna"^'^'^  b"r^  ( abu  ] 


,  àxi  dja         dr 2  ôxi 
\dx^df3        àx^djj    '       \dx.^âji       dxidj-, 


àxi  dji       dx^  dji  ^ 
et  ainsi  de  suite.  On  a,  par  conséquent, 

î>0=  [f)x=y^       ?!  =  (?'i).r=j.       ?2=  ['H  )*=J'        

Il  nous  reste  maintenant  uniquement  à  démontrer  que  y  est 
également  un  invariant  fonctionnel  des  9/.  C'est  à  quoi  l'on  par- 
vient en  représentant  y  comme  une  somme  de  formes  dérivées  des 
formes  ^/  par  un  procédé  invariant.  Posons,  en  effet,  d'abord 
dans  ces  dernières, 

ou,  en  d'autres  termes,  déduisons-en  les  formes 


■^^    '  ^,^ar'b%-'[a,b,.~b,a^]\    ...,  ^„: 
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Désignons  ensuite  par  D  le  procédé  polaire  invariant 
an  dn  dn 

^,         an'  dn'  an' 

Alors  toutes  les  formes  D*ip,-  sont  évidemment  des  invariants  fonc- 
tionnels des  formes  ç/,  et  nous  disons  que  la  forme  f=  a^b^peut 
toujours  se  repi^ésenter  suivant  le  type 

(4)  /=  «oD''-%+  «,D«-'->|;,+  «2D''-2-f,,  +  .  ..+  «„■]/„, 

les  ai  désignant  des  facteurs  purement  numériques  et  à  détermi- 
nation unique. 

Pour  la  détermination  des  coefficients  a/,  on  n'obtient^  en  effet, 
par  identification  des  deux  membres  de  (4),  que  des  équations 
linéaires  et  précisément  en  nombre  voulu.  Soit,  par  exemple, 

m  =  3,     /?  =  2, 
d'où 

et  ensuite,  pour  abréger, 

il  vient 

(5)  Df  =  /+     f~o./'\ 

(  h=     f-     2/'+     /". 

L'équation  (4)  se  transforme  donc  en 

/=  (2ao-4-  «,-+-  «2)/+  (l2«(,+  ai—  2«2)/'4-  (6ao—  2ai+  aj)/', 

et  l'on  a  conséquemment,  pour  les  a/,  les  équations 

2ao-!-  «1+  «2=  ï> 
1  2  a-o  +  «1  —  2  a^  :::=  O , 
6ao — 2«!-!-      «2=0, 

d'où,  en  résolvant, 

ir\  121 

(6)  «0=-»       a,=  ^,       .,:..-, 

22. 
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en  sorte  que 

Semblablement,  dans  le  cas  général,  les  termes  du  second  membre 
sont  des  fonctions  linéaires  des  n  +  1  formes 

d'où,  en  vertu  de  (4), 

les  ßi  étant  des  combinaisons  linéaires  des  «/  à  l'égard  desquelles 
doivent  avoir  lieu  les  équations 

ßo=i,     |3,  =  o,     ß,=  o,      ...,     ^^=0. 

Il  nous  reste  encore  seulement  à  montrer  que  ces  dernières  équa- 
tions donnent  toujours  un  système  de  valeur  déterminé  des  a/. 
Or  l'équation  identique  (4)  donnée  pour/doit  être  satisfaite  iden- 
tiquement si  l'on  pose 

et  cela  indépendamment  de  X,  c'est-à-dire  que  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  1  doivent  être  égaux  dans  les  deux  membres. 
Mais,  par  cette  substitution,  ^^  se  transforme  en 

et  généralement  cpt  en 

V[aA,-a,b,Ya'--^bl^'. 

Si  donc  nous  faisons,  dans  l'équation  qui  a  cette  origine,  >.  =  o, 
nous  obtenons  une  équation  dans  laquelle  «o  entre  seul,  et  ce 
nombre  se  trouve  complètement  déterminé  par  là.  Dans  le  coef- 
ficient de  X  au  second  membre^  il  n'entre,  conjointement  avec 
des  termes  provenant  de  D"(po>  que  des  termes  provenant  de 
D"~'(^,;  donc,  dans  ce  coefficient,  figurent  seulement  «o  et  a,, 
ce  qui  détermine«,,  et  ainsi  de  suite.  Enfin,  dans  le  coefficient 
de  À'',  ÄV  entre  seul  avec  les  nombres  déjà  connus  maintenant  «o, 
«1,  •  .  .,«v_i.  On  peut  donc  calculer  successivement,    en  réalité, 
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lous  les  a/,  et  V existence  de  l'équation  [^)  se  trouve  ainsi  dé- 
montrée (  '  ) . 

Efiectiions  ce  calcul  pour  notre  exemple,  c'est-à-dire  pour  la 
forme  «^.^j.  En  employant  les  abréviations 

OÙ  les  indices  marquent  combien  de  facteurs  symboliques  a^,  hx 
sont  à  remplacer  par  des  facteurs  rt^,  hz-,  nous  obtenons^  par  la 
substitution  y  z=z  x  -\-  Xz, 

/" z=^a^hl[a^-\-\a,Y  =/oo 4-  2/, o X  -f- /20 /' . 

Il  vient  ensuite,  dans  le  premier  membre  de  (4), 

et  dans  le  second  membre,  en  vertu  de  (5), 

D^-^o  =  20/00+ >.(i6/o, -h  24/10)  H- a'(2/o2  +  12/,,  +  6/20), 
D^.-=  M3/o,-     3/o)-f-      X2(yo2+      /i,-2/2o), 

De  là  se  déduisent  les  équations 

I  :=  20 «o> 
u/o,=  (l6ao-4-3«i)/oi+  (24«o—  33Ci)/,o, 
/o2=  (2«o+  «i  +  «2)/o2+(l2«o-i-«i  — 2«2)/n  +  (6ao— 2«i  +  aj)/o, 

d'où,  pour  les  «/, 

1  =  20^0,       2=:l6«o+3«i,        I  =  2ao+  «1+  ^ä> 

qui  servent  de  nouveau  à  trouver  les  valeurs  (6). 

On  apercevra  facilement,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  com- 
ment il  faudra  procéder  au  cas  où  plusieurs  séries  de  coordonnées- 


(')  La  détermination  effective  des  nombres  a  se  fait,  en  général,  en  partant  des 
développements  correspondants  relatifs  aux  formes  binaires,  tels  qu'ils  ont  été  établis 
par  GoRD.VN,  Math.  Annalen,  t.  111,  et  Clecscii,  Theorie  der  binären  Formen,  §  8.  Voir 
aussi  Clebscii,  loa.  cit.,  et  Goroan,  Math.  Annalen,  t.  V,  p.  100. 
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points  ou  bien  de  coordonnées-lignes  se  présentent  en  même 
temps  dans  la  forme  primitive/'.  C'est  ce  que  nous  allons  expliquer 
sur  un  seul  exemple  :  Nous  chercherons  le  système  réduit  équiva- 
lent de  la  forme 

il)  f=<blul, 

qui  renferme  deux  séries  de  coordonnées-points  et  une  série  de 
coordonnées-lignes.  Nous  procéderons  d'abord  comme  pour  la 
forme  (i),  en  n'ayant  égard  qu'aux  x  et  auxj^;  alors,  à  la  place  des 
formes  (2),  si  l'on  écrit  v  au  lieu  de  u  comme  dans  l'endroit  cité, 
se  présentent  les  suivantes  : 

(8)  yo  =  «^^i«a,     ^i=a^b^[ahv]ul,     f^=z  [abff  ul. 

Parmi  ces  formes,  la  première  appartient  déjà  au  système  réduit 
dey.  La  dernière  renferme  deux  séries  de  coordonnées-lignes  (u 
et  v),  et,  par  conséquent,  est  à  traiter  de  la  même  manière  que  la 
forme  (i),  à  part  l'interversion  dualistique.  La  forme  (po  est  donc 
équivalente  au  système  des  formes  suivantes  : 

si  l'on  désigne  par  û^  le  procédé  invariant 
[  (  d^w  <?2n   \ 

l    il^n  =       -T r ^ ^    IXi 

Or  on  a 

--D.^<f^=  [ahv)u^[a^b^—  b^a„],      jalf^=  [a^b^—  b^a^y. 

Le  système  réduit  équivalent  de  la  forme  cço  se  compose  donc  des 
formations 

(lo)    y20=(«H^««»   ^^^  —  [a^b^—  b^cu)[abu)u^,   ^,.,=z{a^b^  — b^a^f. 

Il  nous  reste  maintenant  à  traiter  encore  la  forme  (p,.  Nous  la  con- 
sidérerons d'abord  comme  dépendant  seulement  de  u  et  v,  et  nous 
lui  appliquerons,  par  suite,  le  procédé  Q^  défini  par  (9),  en  nous 
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contentant  d'écrire,  dans  le  second  membre  de  (9),  j7  au  lieu  de 
x,-.  Alors  (^,  devient  d'abord  équivalent  à 

(11)       tfy^=[abu)a^b^ul      et     -D.y^^=[  a  y  b^  —  a^by  )  a^  b^  11^. 

Cette  dernière  forme  renferme  encore  deux  séries  de  coordonnées- 
points  et  une  série  de  coordonnées-lignes  ;  son  système  réduit 
équivalent  est  donc  encore  à  établir  comme  pour  la  forme  (7). 
Par  conséquent,  si  nous  n'avons  pas  égard  aux  m,  nous  obtenons 
les  formes 


^•) 


fn  =  {^xf'a-  o^b^)n^b^Ua,      y^  =  —  n,',  (-n^.y,j, 


si  Q.[,  désigne  le  procédé  réciproque  de  ß^i  ou  autrement  dit,  si 
ù[,  est  défini  par  (9),  à  la  condition  d'écrire  x  au  lieu  de  u,y  au 
lieu  de  p»  et  t^  au  lieu  de  x.  On  a  donc 

?  1 2  =  —  [  ^--a  «a  iX>  (  «.r  «X  f'x  )   —  ^a  "a  I^K.  (  ^  «x  ^ar  )] 

_;-  —  [^a«a(  bav]a^  —  n^Ug,[abv)  b^']  =:  [abv]  [a^b^-h  (la^x)  l'a- 

Les  formes  ©n»  ?i2  se  comportent  alors  par  rapport  à  H^yi 
comme  les  formes  (8)  par  rapport  3(7).  Mais  la  forme  9)12  ren- 
ferme encore  deux  séries  de  coordonnées-lignes  ;  elle  est  donc  équi- 
valente aux  formes 

(i3)  f\^={abu}u^[a^b^-i- a^b^)      et     il,  î'is. 

avec 

(«4)  iV^ia^  («r^-'a—  f\r»a){a^b^  -\-  a„b^). 

Or,  cette  forme  renferme  encore  deux  séries  de  coordonnées- 
points;  elle  est  donc  équivalente  aux  formes 

(•5)      f,2  =  «i-^«  -  "'^f'I^      ?U=-  ^^'«(%?i2)  =  {ab,t)aj>,. 

Le  système  réduit  équivalent  de  la  forme  (7)  serait,  par  suite, 
donné  d'abord  par  les  neuf  formes  (fo?  ?<o?  ?in  ?',2»  ?t2»  ?i2>  ?2o> 
?2ii  ^22  qui  so"t  respectivement  définies  dans  les  équations  (8), 
(11),  (12),  (i3),  (i5),  (10).  Mais  parmi  ces  formes  il  j  en  a 
encore  deux  desuperßues,  comme  dérivant  des  autres  par  un  pro- 
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cédé  invariant.  La  raison  en  est  que  la  forme  (^j  =  [abç>)axbxui 
satisfait  identiquement  à  l'équation  différentielle  (') 

(,6)  i,,^pl.^Jll^^JllL=o, 

O■r^0^'^         ax^Oi\         Ox^Oi'^ 

comme  on  le  vérifie  aisément,  et  que  le  système  réduit  équivalent 
d'une  forme  de  cette  espèce  comprend  toujours,  en  général,  un 
nombre  de  formations  moindre  que  celui  d'une  forme  ne  satisfai- 
sant pas  à  V équation  différentielle  (  i6). 

La  démonstration  générale  de  ce  dernier  énoncé  est  facile.  Nous 
ne  l'effectuerons  toutefois  que  pour  l'exemple  actuel.  Si  nous 
posons,  pour  abréger, 

y,  =  (  abv  ]  a^  h^  ul  =  ri  ul  <v, 
il  vient 

Donc  la  circonstance  que  ç,  satisfait  à  l'équation  (i6)  peut  être 
exprimée  par  le  fait  que  toutes  les  formations  invariantes  possé- 
dant le  facteur  symbolique  7\,  que  l'on  peut  déduire  de  9,,  s'éva- 
nouissent identiquement.  Pour  le  système  réduit  équivalent  de  Çi, 
nous  aurions  d'abord,  dans  ce  mode  de  notation,  les  formes 

^'12=  2(<7T,r)r^/-„      ^72=  ("x'V—  u^r^]r„. 

Mais,  comme  les  termes  qui  renferment  le  facteur  symbolique  /■- 
doivent  disparaître,  il  vient 

<j)j2=2«T'V.r«»=-      1 — h r  ^5 — -^ h  -5 — \- 

2  xôxiâui       0x^0 u.^       0x3 a u^ 

^'<P'l2         ,         ^V,2         ,         ^V.2 


y,,^«,/-  ==  ^^^+^^-^ 


2  \dxidui       dx^du-i       dx^diii 
Indépendamment  de  l'identité  (5p,  =  o,  on  a,  en  outre. 

fj2  =  2(7T.r)/-^7V-=^yi,. 


(')  Le  fait  que  le  procédé  «J  est  réellement  invariant  se  reconnaît  immédiatement 
sur  la  représentation  symbolique  du  résultat  qui  en  est  déduit.  {Foir  aussi  t.  Il, 
p.  285.) 
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Mais  par  là  les  formes  <^', ,,  (pj'a'  ?)  \  ^^^^  caractérisées  comme  inva- 
riants fonctionnels  des  formes  respectives  ç,o,  cpu»  et  doivent,  en 
conséquence,  être  omises  dans  le  système  équivalent  à  cf(.  Ce  der- 
nier se  compose  donc  des  deux  formes 

(17)  fio—iltr-ii,,      y,,=  (o■T.r)7■2^v 

On  a  de  même,  en  général,  cette  proposition  que  le  système 
réduit  équivalent  d' une  forme  9  à  deux  séries  de  coordonnées 
similaires  [cogrédientes)  et  à  une  série  de  coordonnées  dissimi- 
laires aux  premières  [contragrédientes)  satisfaisant  à  l'équation 
(16),  c'est-à-dire  à  d'^  =  o,  se  forme  en  réduisant  d'abord  seule- 
ment par  rapport  aux  deux  séries  similaires  et  en  égalant  entre 
elles,  dans  le  système  obtenu,  les  séries  similaires  [des  variables 
contragrcdientes)  qui  se  présentent.  En  effet,  (^^^  se  déduit  direc- 
tement de  la  forme  -H^'f ,  si  l'on  fait  x=j  dans  cette  dernière. 

Le  système  réduit  équivalent  de  la  forme  (7)  f=  aj^b'y.ul  se 
compose  doncjinalement  des  six  formes 

(.8) 


celles  qui  sont  marquées  d'un  astérisque  satisfaisant  à  l'équation 
différentielle  (16). 

Mais,  dans  la  réduction  qui  repose  sur  l'introduction  du  système 
réduit,  on  peut  faire  encore  un  pas  de  plus.  Il  est,  en  effet,  pos- 
sible de  ramener  chacune  des  formes  du  système  réduit  à  un  cer- 
tain nombre  d'autres  formes  dont  chacune  satisfait  à  l'équation 

d'-  0^  fP 


ö.i\dtii       dx^du^       âx^Ou-i 


(')  Le  fait  que  toute  forme  mixte  6  peut  être  développée  en  une  série  de  la  forme 

e=[e]  +  a.«,[e.]  +  a,«2fe,]-f-..., 

Jes  [0,]  satisfaisant  tous  à  l'équation  différentielle  en  question,  a  été  démontré  d'abord 
par  GoRD.VN,  Ueber  Coinbinanten  {Math.  Annalen,  t.  V,  p.  102  et  suiv.).  Le  dévelop- 
pement en  série  est  surtout  utile  lorsqu'il  s'agit  de  séparer  d'une  expression  donnée 
un  facteur  «^;  elle  donne  pour  cela  une  méthode  générale,  car  il  sufliit  alors  de  cal- 
culer les  formes  [0x].  [©x+i]» • 
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Il  résulte  de  là  que,  dans  la  théorie  des  formes  algébriques  ternaires 
(en  tant  qu'il  s'agit  de  l'établissement  des  systèmes  complets),  on 
peut  se  borner  à  la  recherche  de  celles  qui,  dans  chaque  classe 
de  variables,  renferment  une  seule  série  et  satisfont  en  outre  à 
l'équation  (i6).  Nous  appellerons  un  système  de  cette  der- 
nière espèce  un  système  réduit  proprement  dit  ;  tel  est  déjà,  par 
exemple,  le  système  donné  pour  la  forme  (i)  par  les  formes  c{» 
qui  interviennent  dans  (2),  ce  dont  on  s'assure  aisément.  Les 
formes  (18),  au  contraire,  ne  forment  pas  un  système  réduit  pro- 
prement dit. 

Ici  se  présente  la  question  de  savoir  dans  quelle  mesure  les 
coefficients  de  la  forme  primitive /"  étant  supposés  indépendants 
entre  eux,  ceux  du  système  réduit  proprement  dit  sont  aussi  indé- 
pendants les  uns  des  autres,  abstraction  faite  naturellement  des 
relations  linéaires  données  par  (16);  et  de  fait  on  démontre  que 
ces  coefficients  sont  bien  indépendants  les  uns  des  autres.  Par 
conséquent,  dans  les  formes  ternaires,  la  théorie  d'une  forme/" 
contenant  un  nombre  quelconque  de  séries  de  coordonnées-points 
et  de  coordonnées-Hgnes  peut  être  remplacée  non  seulement  indi- 
viduellement, mais  encore  généralement  par  celle  d'un  système 
simultané,  à  nombres  classifîcateurs  correspondants,  formé,  du 
reste,  d'une  manière  arbitraire,  système  dont  les  formes  renferment 
toutes  au  plus  une  seule  série  x  et  une  seule  série  u,  et  satisfont 
aux  équations  (16).  On  obtiendra,  en  particulier,  un  tel  système' 
pour  chaque  cas  au  moyen  du  système  réduit  proprement  dit,  en 
suivant  la  voie  indiquée  plus  haut. 

En  résumant  la  marche  précédente  expliquée  par  le  dernier 
exemple,  on  opère  de  la  manière  suivante  la  formation  du  système 
réduit  proprement  dit  : 

i"  Siy  renferme  une  série  de  x  et  une  série  de  u,  on  établit  les 
formes 

d'f  d\f  dV 


3/- 


d^id«!       d.T^du.2       dx^dti^ 
dHf  dUf  dHf 


dx^duy       dx^dii^       â.T^du^ 
et  l'on   détermine  les  nombres  a,  ß,   ...   de  telle  sorte  que  les 
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ES. 

?1- 

=  /  + 

ß«^^'/   ■ 

S'«^^'/ 

satisfassent  toutes  à  l'équation  (i6).  Les  quantités  a,  ß  sont  ici  dé- 
terminées complètement  et  sans  ambiguïté  ;  ce  que  nous  ne  déve- 
lopperons pas  ici  [i^oir  Gordan,  loc.  cit.).  Les  formes  cp  compo- 
sent le  système  réduit  proprement  dit. 

2"  Si  f  renferme  seulement  deux  séries  similaires,  telles  que  x 
elj,  on  peut  poser  symboliquementy=  a^b".  Les  formes  du  sys- 
tème réduit  proprement  dit  sont  alors 

?  =  <K^  ?i=<''^r'("^«)'  ?2=«r'^rM«*«)* 

3"  Si  y  renferme  plus  de  deux  séries,  il  y  en  a  parmi  elles  au 
moins  deux  similaires.  Relativement  à  ces  dernières,  on  remplace 
f  par  les  mêmes  formes  que  dans  a".  On  traite  les  formes  ainsi 
obtenues  de  la  même  manière  relativement  à  deux  séries  similaires 
qui  s'y  trouvent,  et  l'on  arrive  ainsi  finalement  à  un  système  réduit 
proprement  dit.  Seulement  de  ce  dernier  disparaissent  diverses 
formes,  parce  que  les  formes  cp  mentionnées  dans  ql°  ont  déjà  la 
propriété  spéciale  de  satisfaire  à  l'équation  (i6)  relativement  aux 
séries  x,  u.  La  continuation  des  opérations  à  exécuter  ici  conduit 
donc  au  problème  suivant  par  la  solution  duquel  tout  est  ter- 
miné :  Une  forme  f  renferme  trois  séries  x^  j,  u,  et  satisfait 
à  l'équation  (i6)  relativement  à  x  et  u\  on  demande  d'indi- 
quer  le  système  réduit  proprement  dit  de  f.  Dans  ce  but,  on 
formera  d'abord  encore  Je  système  réduit  d'après  le  théorème 
exposé  plus  haut,  et  expliqué  sur  un  exemple  (p.  345  et  suiv.), 
et  l'on  procédera  suivant  ce  qui  a  été  dit  dans  i°  à  l'égard 
des  formes  qui  n'appartiennent  pas  au  système  réduit  propre- 
ment dit. 

Pour  notre  exemple,  nous  avons  donc  encore,  dans  le  système 
(i8),  à  ramener  les  formes  90 >  9io>  9h  > 

aux  formes  du  système  réduit  proprement  dit.  Commençons  par 
la   forme   (po-    D'après    ce   qui    précède,    nous   avons    d'abord    ù 
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former 

7  ^?0  =  ^x  ^>x  "a  (  Jt«  ^>x  -^^o.(tx], 

Une  nouvelle  application  du  procédé  à  donnerait  ^^^i^^o.  Nous 
avons  d'ailleurs,  dans  les  formes 

j    [?o]o=  ?o-i- aM;r(y^'o+ P«x<^^«po> 
('9)  ',    [?o]l=<^?0+  «'«ar'J'fOi 

(   [?o]>=<J^?o» 

à  déterminer  les  nombres  or,  ß,  o!  de  telle  sorte  que  l'on  ait 
^[(po]o=o  et(?[©o]t  =  o;  la  condition  o[!po]2  est  déjà  remplie. 
Or  on  a 

(20)  n?o]o=^^?o+«'?(«^^?o)  +  P^("J^*?o), 

et  l'on  a  généralement,  pour  i];  =  /■",'«",  en  tenant  compte  de  ce 
que  àux=  3, 

Mais  la  somme  qui  figure  dans  le  second  membre  est,  d'après  le 
théorème  d'Eiiler,  égale  à 

Il  vient  donc 

(2,)  .î(-^«;j.)  =  u\^  +  h{m  +  n  +  3)«r'->. 

Par  suite,  l'équation  ^[(&o]o  =  o  se  transforme  à  cause  de  (20)  en 

o  =-lyo('  +  l'A  +  "x<y^?o('^  +  loß). 

Cette  condition  doit  être  satisfaite  indépendamment  des  u  et  deso: 
et  conséquemment  aussi  pour  zf^=  o,  et  par  suite  on  obtient 

„  =  _:,    ß=.L 
7  70 


LES   CONNEXES.  349 

et 

(22)  [n]o=fo-^-"J?o-^^'''J''n- 

Pour  la  délermination  de  [po]o  on  trouve  semblablement,  au 
moyen  de  (21),  la  relation 

O  =(?^yo(' +  5a'), 
d'où 

et 

I 
5 


(23)  [?o]i  =  ^?o-r"-^^'?^- 


Le  s^ystème  réduit  proprement  dit  de  la  forme  <^o  se  compose 
donc  des  trois  formes  (22),  (28)  et^-9>o. 

On  trouve  de  même,  pour  le  système  réduit  proprement  dit  de 
cj>,o,  les  formations 

où 

Ici  se  présentent  donc  encore  de  nouveau  les  formes  ^',2  et  (^"^ 
que  nous  avons  dû  précédemment  exclure  du  système  réduit  im- 
proprement dit.  Le  système  réduit  proprement  dit  de  cpn  se  com- 
pose enfin  des  formes 

7 
Le  système  réduit  proprement  dit  de  la  forme  /■=  a-j.b'yul   est 
donc  finalement  donné  par  les  onze  formations  suivantes  : 

(•)   [?o]o  —  <?o uj'f^+  — ?4r?«(po; 

(2)   [?o]i  =ö>o— T«x^^^?o; 
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(3)  [cpolî  =^^?o»     avec  ^0  =«1^1"«; 

(4)  ?20       ={abuYuli 

(5)  <p2i       ={abu){a^b„,—  b.,a^)u^; 

(6)  <fii       ={n^b^—  b^a^Y; 

il)    [?io]o=?io— g«x«??io+  ^"x'J^?io; 

(8)  [?io]i=<î?io  — g«x<JVio; 

(9)  [?io]2=  ^'?io,     ?io  étant  égal  à  [abu)a^h^ul- 

(10)  [yulo^^ii—  -«x<?<pii; 

(11)  [cpii]i:=  t^î»!!,     yii  étant  égal  à  (ö-p^a — bx^ia^Qx^'x^'^' 

Chacune  de  ces  formes  est  d'un  degré  total  égal  ou  inférieur  à 
celui  de  la  forme/",  et  chacune  d'elles  satisfait  à  l'équation  aux  dé- 
rivées partielles  (16).  Mais  réciproquement,  d'après  l'observation 
faite  plus  haut  sur  le  caractère  arbitraire  des  coefficients  de  ces 
formes,  la  théorie  d'un  système  simultané  de  onze  formes  mixtes 
dont  les  nombres  d'ordre  et  de  classe  coïncident  avec  ceux  des 
onze  formes  inscrites  ici,  et  satisfont  toutes  à  l'équation  (16),  mais 
sont,  d'ailleurs,  indépendantes  les  ujies  des  autres,  se  confond 
avec  la  théorie  d'une  forme  f  =.  r'^.s'^.u^  dont  deux  cent-seize  coef- 
ficients sont  indépendants  les  uns  des  autres. 

Les  développements  actuels  font  suffisamment  apercevoir  dans 
quelle  mesure  l'Algèbre  exige  une  étude  plus  directe  des  formes 
mixtes  et  conséquemment  aussi  des  êtres  géométriques  appelés 
connexes  ç^ni  sont  représentés  par  leur  évanouissement  (p.  336). 
Le  but  des  explications  suivantes  est  de  faire  connaître,  dans 
quelques-unes  de  leurs  relations  et  de  leurs  propriétés  essentielles, 
ces  dernières  figures  dont  l'étude  comprend  pour  ainsi  dire  en 
elle  toute  la  géométrie  analytique  du  plan  (c'est-à-dire  l'algèbre 
des  formes  ternaires);  nous  devons  naturellement  reculer  devant 
une  théorie  plus  complète.  Faisons  observer  immédiatement  que 
nous  considérerons  d'abord  des  connexes  tout  à  fait  généraux 
f^^  a'^u"=  o,  sans  avoir  égard  à  la  question  de  savoir  s'ils  peu- 
vent être  ramenés  à  des  connexes  normaux,  c'est-à-dire  à  des 
connexes  pour  lesquels  l'équation  (16)    est    satisfaite.    Nous   ne 
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possédons  pas  le  moyen  d'obtenir  une  interprétation  géométrique 
directement  utilisable  de  l'équation  précitée. 

II.  —  Connexes.  —  Coïncidences.  —  Couples  de  courbes. 

La  figure  dont  l'étude  va  nous  occuper  actuellement  est  donnée 
par  une  équation  algébrique  renfermant  d'une  façon  homogène 
et  les  coordonnées  d'un  point  mobile  (jc)  et  celles  d'une  droite 
mobile  (u),  c'est-à-dire  par  une  équation  de  la  forme 

(i)  /(jc,  «)  =  aj'<=:0, 

dans  laquelle  les  Xi  entrent  à  la  m'*^"^  dimension,  et  les  u^  à  la 
^ièine  ]>jous  appellerons  cette  figure  connexe  du  w'^'"^  ordre  et  de 
la  n'^f"^  classe,  ou  plus  brièvement  connexe  (m,  n). 

A  une  telle  figure  n'appartient  pas  une  forme  géométrique  pro- 
prement dite,  et,  au  contraire,  on  peut  trouver,  pour  chaque  ligne 
u  du  plan  une  infinité  de  points  x,  et  pour  chaque  point  x  une 
infinité  de  lignes  u  qui  satisfont  à  l'équation  du  connexe.  A  toute 
droite  u  correspondent,  en  général,  en  vertu  de  (i),  un  nombre 
infini  de  points  x  qui  forment  une  courbe  G^i  du  m'^"""  ordre  ;  à 
tout  point  X  une  infinité  de  droites  u  qui  enveloppent  une  courbe 
K,j  de  la  tz'**™®  classe  ( '  ).  Ainsi,  pour  m  =  i ,  7i  =  i,  par  exemple, 
à  tout  point  X  répond  un  autre  point  j-  comme  sommet  du  fais- 
ceau de  rayons  (courbe  de  première  classe)  formé  parles  lignes 
correspondantes  if,  et  à  toute  droite  u  répond  une  droite  w  (courbe 
du  premier  ordre).  Dans  ce  cas,  en  effet,  l'équation 

donne  seulement  une  représentation  particulière  de  la  collinéation 
générale,  car  on  trouve,  pour  les  coordonnées  du  point  j  qui  ré- 
pond à  Xf 

et,  pour  les  coordonnées  de  la  droite  v  qui  répond  à  u, 

(TVi  =  8,1  «1  +  l3, j  «,  ^   S,-3  «3. 


(')  Des  équations  entre  une  série  de  coordonnées-points  et  une  série  de  coordonnées- 
lignes  ont  été  brièvement  mentionnées  dans  Plccker,  Analjtisch'Geometrische 
Entwicklungen,  t.  Il,  Essen,  i83i,  p.  aao. 
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Comme  ici  le  point  et  la  droite  se  présentent  toujours  ensemble, 
il  est  avantageux,  pour  la  conception  plus  simple  de  ces  relations, 
de  ne  considérer  ni  le  point  en  lui-même  ni  la  droite  comme  élé- 
ment fondamental  du  plan;  nous  désignerons,  au  contraire,  par 
élément  [x,  u),  toute  combinaison  d' un  point  x  du  plan  ai^ec  une 
droite  u  de  ce  même  plan.  On  obtient  donc  l'ensemble  des  élé- 
ments (x,  u)  en  combinant  chacun  des  points  en  nombre  double- 
ment infini  x  avec  chacune  des  droites  en  nombre  doublement 
infini  u.  L'ensemble  des  éléments  forme,  d'après  cela,  un  sys- 
tème quadruplement  infini  [remplit  une  multiplicité)  de  quatre 
dimensions  ;  et  ce  système  repose  sur  le  plan.  L'équation  d'un 
connexe  s'en  détache  comme  étant  le  syslème  triplement  infini  des 
éléments  qui  satisfont  à  cette  même  équation.  On  peut  aussi  expri- 
mer ce  qui  précède  sous  la  forme  suivante:  Les  points  qui  for- 
ment avec  une  droite  donnée  les  éléments  d'un  connexe  [m^n) 
sont  situés  sur  une  courbe  Cm  du  m^^^^  ordre;  les  droites  qui  for- 
ment avec  un  point  donné  les  éléments  du  connexe  enveloppent 
une  courbe  R„  de  la  /z'^'"*  classe.  Toutes  les  courbes  K,,  qui  pren- 
nent ainsi  naissance  forment  un  système  doublement  infini  dont 
les  paramètres  sont  les  rapports  des  Xi\  de  même  les  courbes  C„, 
forment  un  système  de  courbes  doublement  infini  qui  a  les  rapports 
des  Ui  pour  paramètres. 

Dans  des  cas  particuliers  seulement,  il  peut  arriver  que  tout 
point  du  plan  forme  avec  une  droite  déterminée,  ou  que  toute 
droite  forme  avec  un  point  déterminé  du  plan  un  élément  du  con- 
nexe. Ainsi,  par  exemple,  dans  le  connexe 

a'i^(w)    -\-  J^2-f  («)   =  O, 

le  point  X,  =  o,  x^^o  forme  avec  chacune  des  droites  u  un  élé- 
ment. Des  points  ou  des  droites  de  cette  espèce  seront  appelés 
points  fondamentaux  ou  droites  fondamentales.  Dans  des  con- 
nexes particuliers,  il  peut  y  en  avoir  en  nombre  quelconque;  leur 
nombre  peut  même  être  infiniment  grand.  Cette  dernière  circon- 
stance se  présente,  par  exemple,  dans  des  connexes  irréductibles 
lorsque  l'équation  f=  o  ne  renferme  pas  les  x,  ou  ne  renferme 
pas  les  u.  Si  elle  ne  renferme  pas  les  u,  on  a  sous  les  yeux  V équa- 
tion d'une  courbe  en  coordonnées-points  ;  elle  doit  être  considérée 
comme  un  connexe  en  ce  sens  que  tout  point  de  la  courbe  peut 
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former  avec  toute  droite  quelconque  du  plan  un  élément  du  con- 
nexe, et  que  d'autres  points  (non  situés  sur  la  courbe)  ne  peuvent 
se  réunir  avec  aucune  droite  pour  composer  des  éléments  de  con- 
nexe. Le  fait  duallstiquement  correspondant  se  présente  lorsque 
f=o  ne  renferme  pas  les  x,  et  représente,  par  âuite,  l'équation 
d'une  couî'be  en  coordonnées-lignes .  Un  autre  exemple  de  cette 
espèce  nous  est  offert  par  le  connexe  réductible 

Ici  tout  point  de  9  =  o  foinne  avec  toute  droite  quelconque  un  élé- 
ment du  connexe;  au  contraire,  chacun  des  autres  points  du  plan 
ne  forme  un  élément  de  connexe  qu'avec  les  tangentes  de  ^|;  z=  o. 

L'ensemble  des  éléments  qui  existent  dans  un  plan  forme,  ainsi 
qu'il  a  déjà  été  énoncé,  une  multiplicité  de  quatre  dimensions.  On 
a  donc  à  distinguer  quatre  degrés  de  figures  géométriques  suivant 
qu'une,  deux,  trois  ou  quatre  équations  sont  données  entre  les 
coordonnées  x,  u  de  l'élément,  et  chacune  d'elles  doit  être  homo- 
gène aussi  bien  par  rapport  aux  x  que  par  rapport  aux  u  pour  être 
susceptible  d'une  interprétation  géométrique  (c'est-à-dire  pour 
représenter  en  lui-même  un  connexe).  Quatre  équations  déter- 
minent déjà  un  nombre  fini  d'éléments;  on  n'a  donc  plus  alors 
une  figure  continue,  mais  un  groupe  d'éléments  distincts  entre 
eux.  Il  nous  reste  à  considérer  les  trois  autres  degrés. 

Le  premier  degré  est  donné  par  le  connexe  individuel  lui-même. 

L'ensemble  des  éléments  en  nombre  doublement  infini  qui  sont 
communs  à  deux  connexes  sera  appelé  une  coïncidence.  Pour  le 
cas  où  cet  ensemble  commun  aux  deux  connexes  est  réductible, 
chacune  de  ses  parties  irréductibles  sera  séparément  qualifiée 
coïncidence,  de  même  que  l'on  comprend  sous  le  nom  de  courbe 
gauche  toute  partie  irréductible  de  l'intersection  de  deux  surfaces 
algébriques.  D'après  cela,  la  coïncidence  est  donnée  analytique- 
ment,  ou  bien  par  deux  équations  entre  les  x  et  les  u,  ou  bien  par 
des  équations  en  nombre  supérieur  à  deux,  mais  admettant  un 
système  doublement  infini  de  solutions  communes.  Dans  le  champ 
d'une  coïncidence,  à  chaque  droite  répond,  en  général,  un  nombre 
fini  [iJ.)  de  points  pouvant  former  avec  elle  un  élément;  de  même, 
à  chaque  point  répond  un  nombre  fini  (v)  de  droites.  On  peut 
alors  appeler  ^  l'ordre,  v  la  classe  de  la  coïncidence ,  et  désigner 

Clebscii.    —  Géomécrtc,   lit.  ?.3 
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cette  dernière  elle-même  par  coïncidence  (p,  v).  On  trouve  les 
droites  qui  répondent  à  un  point  en  cherchant  les  tangentes  com- 
munes de  toutes  les  courbes  K  qui  correspondent  au  point  dans 
les  connexes  particuliers  qui  déterminent  la  coïncidence.  On 
trouve  de  même  les  points  qui  répondent  à  une  droite  en  cherchant 
dans  tous  les  connexes  sus-énoncés  les  courbes  C  qui  lui  corres- 
pondent et  en  déterminant  les  points  d'intersection  communs  à  ces 
dernières.  Ainsi,  enparliculier,  deux  connexes  (/«,  n)  et  [m',  n') 
étant  donnés,  la  coïncidence  i^en  général  irréductible)  qui  leur  est 
commune  est  de  l'ordre  y.  =  mi?i'  et  de  la  classe  v  =  nn'. 

La  coïncidence  se  confond,  d'après  cela,  avec  la  notion  la  plus  gé- 
nérale de  l'affinité  dualistique  (en  général,  d'ailleurs,  non  linéaire), 
c'est-à-dire  de  l'affinité  dans  laquelle,  deux  systèmes  plans  E,  E' 
étant  superposés,  à  tout  point  de  E  répond  un  certain  nombre  de 
droites  de  E',  à  toute  droite  de  E'  un  certain  nombre  de  points  de 
E.  L'inverse  n'est  cependant  pas  vrai  en  général;  aux  points  d'une 
droite  de  E  répondent,  au  contraire,  sur  E'  les  tangentes  d'une 
courbe,  et  réciproquement  à  un  point  de  E',  c'est-à-dire  aux 
droites  du  faisceau  de  rayons  qui  passe  par  ce  point,  répondent 
des  points  de  E  qui  décrivent  une  courbe.  Ainsi,  par  exemple,  deux 
connexes  (i,  i) 

«^  M„  =  O        et        a'j.  Ua'  =  G 

donnent  une  affinité,  en  vertu  de  laquelle  à  tout  point  x  répond 
la  ligne  joignant  les  deux  points  qui  correspondent  à  jc  et  qui  ont 
pour  coordonnées  axcu-i  et  a^.a^.  Si  l'on  désigne  par  Vi  les  coor- 
données de  cette  ligne  de  jonction,  l'affinité  en  question  est  repré- 
sentée par  les  équations 

pf>i-=z  (a«'  "jia^n'j^^; 

l'ajßnite  est  donc  quadratique;  en  d'autres  termes,  les  points  x 
de  E  qui  correspondent  aux  lignes  v  de  E'  passant  par  un  point 
fixejy  sont  situés  sur  une  conique.  Dans  le  cas  seulement  où  cer- 
taines conditions  entre  les  deux  connexes  (i,  i)  sont  réalisées,  il 
pourra  arriver  que  de  leur  coïncidence  commune  dérive  la  trans- 
formation linéaire  réciproque  au  sens  usuel;  cette  dernière  se 
trouve  ici  produite  de  la  façon  la  plus  générale  par  un  choix  con- 
venable des  connexes. 

L' ensemble  des  éléments  [en  nombre  simplement  inßni)  qui  sont 
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communs  à  trois  connexes,  ou  encore  une  partie  représentable  ra- 
tionnellement d'un  tel  ensemble,  forme  un  couple  de  courbes.  En 
vertu  des  équations  de  ces  connexes,  les  u  peuvent,  en  général, 
s'exprimer  rationnellement  par  les  x,  comme  les  x  le  peuvent 
aussi  par  les  tf,  et,  en  éliminant  les  x,  on  obtient  une  équation 
entre  les  u^  de  même  que  par  élimination  des  u  on  obtient  une 
équation  entre  les  x. 

On  a  donc  en  présence  une  courbe  en  coordonnées-points  et 
une  courbe  en  coordonnées-lignes,  et  les  points  de  l'une  sont  rap- 
portés unidéterminativement  aux  tangentes  de  l'autre.  L'ordre  et 
la  classe  de  ces  courbes,  que  nous  désignerons  respectivement  sous 
le  nom  d^ordre  et  de  classe  du  couple  de  courbes,  sont,  en  géné- 
ral, faciles  à  déterminer  d'après  le  théorème  connu  sur  le  degré 
du  résultant  par  l'apport  aux  coefficients  de  l'équation  donnée. 
Etant  donnés  trois  connexes  [ni,  n),  (m',  n')  et  (m",  n"),  la  classe 
du  couple  de  courbes  sera  égale  à 

(  2  )  //  /;/'  m"  -i-  n'  m"  m  -\-  n"  m  ni' , 

et  l'ordre  du  couple  de  courbes  égal  à 

(3)  iiiii'n"  ^-  ni'/i"n  -r-  m" an' . 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  considérer  la  correspondance  unidé- 
terminative  de  deux  courbes  sous  l'aspect  suivant  lequel  elle  se 
présente  ici,  car  la  forme  non  résolue  des  équations,  telle  qu'elle 
s'offre  théoriquement  dans  l'étude  actuelle,  est  précisément  celle 
à  laquelle  on  est  immédiatement  conduit  dans  la  plupart  des  re- 
cherches où  l'on  a  affaire  à  des  relations  unidéterminatives. 

INous  nous  proposons  enfin  de  déterminer  le  nombre  des  élé- 
ments qui  sont  communs  à  quatre  connexes.  Soient  m,  m',  ni\  m!" 
les  ordres  respectifs  de  ces  derniers,  et  n,  Ji',  «",  n'"  leurs  classes. 
Nous  considérerons  d'abord  le  couple  de  courbes  qui  est  déterminé 
parles  trois  connexes  (m,  n),  [m\n'),  (m",  /z"),  et  dont  l'ordre  ju  et 
la  classe  v  sont  respectivement  donnés  par  les  nombres  (  3  )  et  (  2  ).  A 
tout  point  X  de  la  courbe  Cj^  de  ce  couple  répond,  par  l'intermédiaire 
du  connexe  (m'",«'"),  une  courbe  R„w  de  la  classe  r^"  ayant  viï"  tan- 
gentes communes  avec  la  courbe  K,  du  même  couple,  et  à  chacune 
de  ces  dernières  répond,  par  l'intermédiaire  des  trois  premiers  con- 
nexes, un  point jy^  de  C^;  si,  en  particulier,  ce  point  coïncide  avec 

o3. 
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X,  nous  avons  un  élément  commun  aux  quatre  connexes.  Les  n!" v 
points  y  de  Cu.  qui  correspondent  au  point  x  peuvent,  en  toute 
hypothèse,  être  traversés,  conjointement  avec  d'autres  points/?xe.y 
de  C;,,  par  une  courbe  cp(j:,j^)  =  o,  puisqu'ils  dérivent  du  système 
complet  des  tangentes  communes  aux  deux  courbes  par  transfor- 
mation unidéterminative;  nous  pouvons  donc,  pour  la  détermina- 
lion  du  nombre  des  éléments  communs,  faire  usage  du  principe  de 
correspondance  étendu  [voir  t.  II,  p.  i53,  et  t.  III,  p.  26).  Or, 
évidemment,  à  tout  point  j'  de  Ga  correspondent  réciproquement 
et  de  la  manière  décrite  ci-dessus  m" ^j.  points  x,  et  l'équation 
çi(a:,j)  =  o  n'est  pas,  en  général,  satisfaite  pour  x  =:j^,  car  autre- 
ment chaque  élément  du  couple  de  courbes  appartiendrait  aux 
quatre  connexes.  On  trouve  donc  le  nombre  des  éléments  com- 
niims  aux  quatre  connexes  [m,  Ji),  [m',  //),  [m",  n"),  [m'",  n!"), 
pour  une  position  quelconque  de  ces  connexes  les  uns  par  rapport 
aux  autres,  égal  à  m!"  11 -{- n!" v ,  ou,  si  nous  remplaçons  fx,  v  par 
leurs  valeurs  tirées  de  (3),  (2),  à 


(4) 


mm  n  u    4-  m  m  n  n  -^  ni  m  iin 

H-  mm"  Il  n'"  ^m  ni"  n"  n    i-  niin"'n"  lî 


résultat  symétrique  (comme  cela  doit  être)  par  rapport  à  tous  les 
nombres  m,  n. 

11  résulte,  en  particulier,  de  là,  pour  le  cas  de 


que  quatre  connexes  du  premier  ordre  et  de  la  première  classe 
ont  six  éléments  communs.  Les  points  de  ces  éléments  sont  né- 
cessairement communs  aux  quatre  courbes  du  troisième  ordre  qui 
se  présentent  dans  les  quatre  couples  de  courbes  formés  avec  trois 
quelconques  des  connexes  donnés.  Par  conséquent,  les  équations 
des  quatre  connexes  étant 

(5)  a^u^—o,      b^U;^-=o,      c^u.i=o,      cI^u^=o, 

on  obtient,  par  élimination  successive  des  u  entre  trois  de  ces 
équations,  les  quatre  courbes  du  troisième  ordre 

(  ßy^  )  ^.r  ^a.  (^  =  O,      (  V^K )  c^cl^a^.  =  O,      ( rjy,3  )  d_^a^  b^  =  o, 
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Les  points  des  six  éléments  communs  aux  connexes  (5)  sont  les 
intersections  communes  de  ces  quatre  courbes,  et  comme  par  ces 
six  points  ne  passe  qu'un  nombre  triplement  infini  de  courbes  du 
troisième  ordre,  on  peut  représenter  d'une  façon,  semblable  cha- 
cune des  courbes  de  cette  espèce  qui  renferme  les  six  points.  Les 
six  droites  correspondantes  sont  de  même  les  tangentes  communes 
des  quatre  courbes  de  troisième  classe 

11  est  également  aisé  d'établir  la  correspondance  qui  détermine 
ici  sur  la  courbe  {ixßy)aa:bxCx=  o  les  six  points  des  éléments 
communs  aux  connexes  (5).  Les  points  et  les  droites  du  couple 
de  courbes  commun  aux  trois  premiers  connexes  sont  liés  ici  entre 
eux  par  les  équations  (  '  ) 

(  6  )  f>  lit    =     ['A^^lOyl^y 

en  supposant  que  Ton  ait  [a{6y)nyhYCy=^  o.  Les  trois  coniques 
qui  sont  représentées  par  ï«,  :=  o,  11.2=  o,  «3=  o  ont  en  commun, 
comme  on  sait,  trois  points  situés  sur  la  courbe  i  apy)aybyCy=  o; 
par  ces  trois  points  passent  conséquemment  aussi  toutes  les  coni- 
ques du  réseau  («ßy)a^  ß^  =  o.  A  un  point  x  de  C3  est  associé,  par 
l'intermédiaire  du  quatrième  connexe,  le  point  dxiiB=  o',  aux 
trois  tangentes  que  l'on  peut  mener  de  ce  dernier  à  la  courbe 
(abc)ii^u^u^=z  o  correspondent  donc,  en  vertu  de  (6),  trois  points 
de  G3,  lesquels  sont  traversés  sur  cette  courbe  par  la  conique 
[a[id)aybycia:~~  o.  Nous  avons  donc  une  correspondance  à  trois 
points  fixes,  et  les  six  points  de  coïncidence  de  celle-ci  sont  dé- 
terminés par  la  courbe  (aß(J)«x^x'^/x=  o  qui  passe,  en  outre,  une 
fois  par  chacun  des  trois  points  fixes.  Gela  concorde  avec  l'indi- 
cation précédente  sur  les  quatre  courbes  du  troisième  ordre. 

L'étude    a])profondie    des   propriétés   d'un    connexe   a'"u"^^o 


(')  On  vérifia  facilement  que  cette  relation  entre  deux  courbes  est  la  môme  que 
celle  qui  existe  entre  une  courbe  du  troisième  ordre  C,  et  une  courbe  do  la  troisième 
classe  Kj,  lorsque  toutes  deux  sont  engendrées  simultanément  par  le  même  mécanisme 
de  Grassmann  (t.  H,  p.  272  \ 
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conduit  actuellement  à  l'examen  des  invariants  fonctionnels^ 
c'est-à-dire  des  invariants,  covariants,  contrevariants  et  formes 
mixtes  qui  appartiennent  à  la  forme  fondamentale  a^u";  on  peut 
toujours,  d'après  les  explications  précédentes  (p.  345),  remplacer 
les  formes  mixtes  qui  interviennent  alors  par  ce  qu'on  appelle  des 
formes  normales,  c'est-à-dire  par  des  formes  9  satisfaisant  à  Téqua- 

\^     d-'j>      ' 
lion  différentielle    >  - — '■ — =  o.  Tous  ces  invariants  fonctionnels 

^  O.r.iOtii 

pourront  encore  être  représentés  symboliquement,  et  l'on  aura  à 
distinguer  des  facteurs  symboliques  des  types  suivants  (en  posant 

a^i,      [(ihu),      i/ihc),      a^,      «„,      («|3.r),      («^7). 

La  variété  des  formations  possibles  devient  ainsi  considérable; 
toutefois,  jusqu'à  présent,  on  n'a  effectué  qu'un  petit  nombre  de 
recherches  générales.  Mentionnons  seulement  ici  un  principe  com- 
plètement analogue  au  principe  de  translation  (t.  I,  p.  344)  em- 
ployé dans  la  théorie  des  courbes,  en  ce  qu'il  permet  d'utiliser 
immédiatement  pour  les  formations  ternaires  qui  tiennent  aux 
connexes  certaines  propositions  relatives  aux  formes  binaires  à 
deux  séries  de  variables. 

La  relation  établie  par  le  connexe  entre  les  points  et  les  droites 
du  plan  peut,  en  effet,  être  envisagée  encore  d'une  autre  manière. 
Considérons  un  point  quelconque  qui  peut  être  regardé  comme 
l'intersection  de  deux  droites  v,  w,  et  que  nous  désignerons,  en 
conséquence,  par  (ç>,  iv)  ;  soit  de  même  [j,  z)  la  droite  joignant 
les  points  j  et  z.  Leur  réunion  formera  un  élément  choisi 
arbitrairement  qui,  en  général,  n'appartient  pas  au  connexe.  Ce- 
pendant, par  r intermédiaire  du  connexe  (m,  Ji),  les  rayons  du 
faisceau  [v,  w)  sont  associés  aux  points  de  la  droite  [j,  z);  et 
cette  dépendance  respective  est  à  mn  déterminations,  en  ce  sens 
qu'à  tout  point  répondent  n  rayons  (F«)  et  à  tout  rayon  m  points 
[Gm)-  Si  l'on  désigne,  en  effet,  un  point  delà  série  par  y.ij  -h  '.t^z, 
un  rayon  du  faisceau  par  'k^v-\-  XaW,  on  trouve  que,  pour  les  points 
et  rayons  associés  entre  eux  par  le  connexe  a^  u"  =  o,  a  lieu  l'équa- 
tion 

(•/.l<7j+  -/.j  «;)'"(  )v,  (V -1-  /2 'l'a)"  =  O, 

laquelle  est  de  l'ordre  m  en  z,  :  Xa,  de  l'ordre  n  en  X,  :  À2.  Si  nous 
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posons  maintenant  symboliquement 

(7)  iJ^.  =  A,,     a-  =  A.2,      »'„=J„i,     (i'„=Jt2, 

nous  avons  la  forme  doublement  binaire 

(8)  y  =  A.:"x", 

(p  =  o  établissant  la  relation  sus-énoncée.  Si  nous  considérons  un 
élément  x,  u  appartenant  au  connexe  donné,  et  dont  le  pointa: 
lait  partie  de  la  série  [j,  z)^  le  rayon  u  fait  partie  du  faisceau 
(p»,  w),  et  si  nous  imposons  la  condition  que  le  groupe  F«  répon- 
dant à  X  (et  renfermant  u)  possède  une  propriété  invariante  bi- 
naire, et  que  de  même  dm  possède  cette  même  propriété  ou  une 
autre,  il  résulte  de  là  une  condition  invariante  pour  le  rayon 
[jy  2)  et  le  point  [v^  w)  ;  et  l'élément  [y,  z),  (p-,  w)  formé  avec 
tous  les  deux  appartient  à  un  connexe  couariant.  La  condition 
imposée  sera  tout  d'abord  représentée  par  l'évanouissement  d'un 
invariant  de  la  forme  binaire  (^,  qui  doit  encore  conserver  la  pro- 
priété invariante,  si  l'une  des  séries  de  variables  (x)  est  soumise  à 
une  transformation  linéaire  quelconque,  et  l'autre  (^)  à  une  trans- 
formation linéaire  également  quelconque,  car  le  groupe  F«  qui 
répond  à  tout  point  quelconque  x  =  y.ij  -+-  y.^z,  en  vertu  de  (8), 
doit  posséder  la  propriété  invariante  en  question,  et  il  en  est  de 
même  aussi  du  groupe  Q„i  qui  répond  à  tout  rayon  quelconque 
u  =  À,  p»  4- ^2^'  Les  invariants  de  la  forme  y  qui  entrent  ici  en 
considération  sont  donc  du  type 

(9)  I  =  2cn(AB)...n(jl,all,)...; 

les  quantités  c  désignent  ici  des  coefficients  numériques,  les  quan- 
tités A,  B  des  symboles  équivalents  de  l'une  des  deux  espèces, 
les  quantités  <Ao,  ijl)  des  symboles  de  l'autre  espèce^  mais  ces  deux 
classes  de  symboles  ne  peuvent  jamais  se  présenter  ensemble,  et, 
pour  cette  raison,  il  ne  peut  entrer  dans  1  de  facteurs  [KX).  Or 
on  a,  en  vertu  de  (7), 

(  AB  ]  =  a  y  b.  —  by  a.=z'abu), 
en  posant  Ui=  {yz)i,  et  de  même  pour  Xi^=^  (vw)/. 
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Comme  eijuation  du  connexe  covariaul  cherché,  on  trouve  donc, 
d'après  (9), 

l^1cn[abii).  .  .U[up.r).  ..  =  0      (M. 

Cette  classe  de  connexes  covariants  est  donc  ramenée  à  l'étude  de 
la  forme  doublement  binaire  précitée,  de  même  que  l'équation  en 
coordonnées-lignes  d'une  courbe  en  coordonnées-points  se  ramène  à 
l'étude  du  discriminant  d'une  forme  binaire  aune  série  de  variables. 
De  même  qu'il  a  été  question  de  connexes  covariants,  de  même 
aussi  on  peut  parler  de  coïncidences  et  de  couples  de  courbes 
covariants.  Ainsi  on  obtient,  par  rapport  à  un  connexe  donné 
f^a^ii"=o,  une  coïncidence  covariante  si,  pour  former  des 
éléments,  on  joint  chaque  droite  du  plan  non  à  tous  les  points  de 
la  courbe  C,n  correspondante,  mais  seulement  à  ses  points  d'in- 
flexion et  aux  points  de  contact  de  ses  tangentes  doubles;  la  pre- 
mière coïncidence  est  alors,  par  exemple,  déterminée  dans  le  con- 
nexef=  o  par  le  connexe 

[abcYa'^-'-  b'^'^  d^  ^  u'I  ii'^  uÇ  =-.  o. 

On  peut  de  même  réunir  chaque  point  du  plan  aux  tangentes  de 
rebroussement  de  la  courbe  correspondante  K„  ou  aux  tangentes 
de  ses  points  d'inflexion,  de  manière  à  former  les  éléments  d'une 
coïncidence  covariante.  Un  couple  de  courbes  covariant  sera 
formé  par  les  points  doubles  et  cuspidaux  qui  se  rencontrent  dans 
le  système  des  courbes  C,„  et  par  les  droites  correspondantes, 
ainsi  que  par  les  tangentes  doubles  et  les  tangentes  d'inflexion 
qui  figurent  dans  le  système  des  courbes  K«  et  par  les  points  cor- 
respondants. 

Il  faudrait  ensuite  étudier  aussi  les  systèmes  de  connexes,  ainsi 
que  les  invariants  fonctionnels  simultanés  de  ces  systèmes,  ce  qui 
donnerait  naissance,  relativement  à  ces  derniers,  à  une  sorte  de 
théorie  des  caractéristiques  (-).  Nous  avons  surtout  à  fixer  notre 


(')  Le  connexe  conjugué,  considéré  dans  la  section  suivante,  en  fournit  un 
exemple. 

(')  Les  recherches  de  cette  nature  seraient  analogues  à  celles  effectueos  par  Hirst 
sur  les  systèmes  d'affinités  dualistiques  (corrélations),  c'est-à-dire  sur  les  systèmes  de 
formes  bilinéaires  à  deux  séries  de  coordonnées-points,  dans  le  sens  de  la  théorie 
des  caractéristiques.  (Voir  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society,  t.  V, 
p.  !\o,  1874;  et  Annali  di  Matem..  série  2",  t.  VI,  p.  260). 
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attention  sur  les  connexes  pourvus  d'éléments  singuliers  différents 
de  ceux  d'un  connexe  quelconque  du  système,  le  nom  à^ëlément 
singulier  désignant  un  élément  pour  lequel  /=  «"'««  s'annule  à  un 
degré  plus  élevé  que  le  premier.  Il  est,  d'ailleurs,  à  remarquer 
qu'il  peut  se  rencontrer  non  seulement  des  éléments  singuliers  in- 
dividuels, mais  encore  des  ensembles  simplement  ou  doublement 
infinis  de  ces  derniers  et  comptant  plusieurs  fois,  c'est-à-dire  des 
couples  singuliers  de  courbes  et  des  coïncidences  singulières 
(semblablement  à  ce  qui  se  produit  pour  les  surfaces  courbes  où  il 
peut  se  présenter  non  seulement  des  points  nodaux  particuliers, 
mais  aussi  des  courbes  doubles  et  multiples).  Les  questions  de 
cette  nature  n'ont  pas  encore  été  abordées. 

III.  —  Le  connexe  conjugué.  —  Transformation  unidéterminative 
d'un  connexe. 

On  peut  former,  par  rapport  kf,  suivant  la  méthode  décrite,  un 
connexe  covariant  particulièrement  remarquable  que  nous  appelle- 
rons connexe  conjugué,  et  qui  peut  être  défini  géométriquement 
ainsi  qu'il  suit. 

Parlons  d'un  élément  quelconque  r,  ^  du  plan;  ainsi  qu'il  a  été 
expliqué  plus  haut,  à  tout  point  x  àe  v  correspondent,  en  vertu 
de  /  =  o,  n  rayons  passant  par  j^  et,  à  tout  rayon  u  passant  par 
j  ,  TU  points  àe  V  (p.  358).  Les  Ji  rayons  sont  les  tangentes  de  j^  à  la 
courbe  K,,  qui  répond  k  x\  les  m  points  sont  les  points  de  ren- 
contre de  Vf  avec  la  courbe  C^^,  qui  répond  à  u.  Actuellement,  si  la 
courbe  K„,  qui  répond  à  x,  passe  par  7,  deux  des  n  rayons  se  con- 
fondent avec  la  tangente  de  K„  au  point j>',  et  c'est  la  seule  manière 
dont  un  rayon  double  de  cette  espèce  puisse  prendre  naissance, 
puisque  K;,  ne  possède,  en  général,  ni  tangentes  doubles,  ni  tan- 
gentes d'inflexion.  Ce  rayon  forme  avec  x  un  élément  du  connexe 
donné  /"=  o,  et  peut,  en  particulier,  être  désigné  par  m.  De  même, 
si  la  courbe  C;;^  qui  correspond  à  u  touche  la  droite  i',  deux  des 
m  points  d'intersection  situés  sur  v  se  confondent.  Ce  point  compté 
double  forme  avec  u  un  élément  de  f=^  o  et  sera,  en  particulier, 
désigné  par  x.  Tout  élément  [j,  p»)  qui  présente  cette  relation  vis- 
à-vis  d'un  élément  [x,  u)  de  fest  un  élément  d'un  connexe  cova- 
riant que  nous  appellerons  conjugué  de  /'.    Un  élément  (j^,  p«)  de 


3G2  TOME  III.  —   CIIAPITKE   II. 

ce  dernier  est  donc  défini  par  cette  circonstance  que,  par  rapport 
au  connexe  donné,  au  point  y  répond  une  droite  u  comptant 
double,  et  à  la  droite  v  répond  également  un  point  x  comptant 
double.  Nous  pouvons  encore  exprimer  la  même  chose  de  la  ma- 
nière suivante  :  si  (x,  m)  est  un  élément  de/=o,  c'est-à-dire  si 
X  est  situé  sur  la  courbe  G^i  répondant  à  u,  et  que  u  touche  la 
courbe  K„  répondant  à  x;  si,  de  plus,  j^  est  le  point  de  contact  de 
u  avec  celte  courbe  K„,  et  v  la  tangente  de  la  première  courbe  Om 
en  X,  [y,  v)  est  un  élément  du  connexe  conjugué.  Et  l'on  obtient 
le  connexe  conjugué  entier  en  faisant  parcourir  à  l'élément  (x,  u) 
tout  le  connexe  donné.  On  obtient  donc  aussi  l'équationF[j,  v)  =  o 
du  connexe  conjugué  en  éliminant  les  grandeurs  p,  (J,  Xi,  u/  entre 
les  équations 

'  àf  df        . 

'  '  O.ri  Olli 

Nous  exposerons  plus  tard  comment  on  peut  ramener  cette 
élimination  à  un  problème  binaire  en  la  rattachant  aux  mé- 
thodes symboliques  données  plus  haut.  Mentionnons  ici,  en 
premier  lieu,  que  la  relation  qui  existe  entre  les  éléments  du 
connexe  donné  et  ceux  du  connexe  conjugué  est  complètement 
analogue  à  la  relation  qui  a  lieu  entre  une  courbe  considérée 
comme  figure  ponctuelle  et  la  même  courbe  considérée  comme 
figure  tangentielle.  Conformément  à  cette  idée,  on  a  le  théorème 
suivant  : 

Le  connexe  conjugué  du  connexe  conjugué  n'est  autre  que  le 
connexe  primitif. 

Cette  relation  de  réciprocité  se  démontre  de  la  manière  suivante. 
Si  nous  écrivons  encore,  dans  F,  -r— 5  -r—  au  lieu  de  i^/,  7/,  la  fonc- 

O.ri     Olli 

tion  des  x,  u  ainsi  formée  devra,  en  conséquence  de  l'origine  de 
F,  posséder  le  facteur/",  et  l'on  aura,  par  suite,  l'identité 

M  désignant  une  fonction  homogène  entière  des  x,  u.  Soit  main- 
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tenant,  pour  abréger, 

df  df 

en  sorte  que  les  quantités  p,  q  ne  diffèrent  des  qua'ntltés  j'^,  v  que 
par  des  facteurs  indéterminés;  le  connexe  conjugué  de  F  est  donné 
par  les  équations 

et,  pour  la  formation  des  dérivées  de  M^,  il  suffît  d'imaginer  que 
tout'  soit  exprimé  par  p,  q  au  lieu  de  l'être  parx,  u.  Puisque/ =  o, 
on  peut,  au  lieu  des  premières  équations  (3),  écrire  aussi 

Or  il  résulte  des  équations 

w/=:  2 qiXi,      nf  =  Ipi  iii 
que 

mtlfz='L qidxj -\-  2 Xi dq^,      n df  -~  "^j'i r///,  H-  2  //,■  dpi. 

Comme,  d'autre  part,  d'après  la  définition  des  y»,  q, 

df^=i  2.qidxi-\-  'Lpidiii, 
il  résulte  de  là 

[m  -\-  n  —  I  )df  =  ^Xidqi -\-  2) Uidpi, 

et,  par  conséquent, 

x,=z  (m  ->r  n  —  11  - — »     «,  =^  [m  -{-  »  —  i  ;  -; — 
'  dqi  ^  Ôpi 

Donc,  dans  (3),  les  z,  w  deviennent  proportionnels  aux  x,  u, 
c'est-à-dire  que  l'on  revient  au  connexe  donné,  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

Nous  allons  maintenant  déterminer  l'ordre  m'  et  la  classe  n'  du 
connexe  conjugué.  A  cette  fin,  nous  devons  répondre  à  la  ques- 
tion de  savoir  combien  de  points  une  droite  (y^=o)  du  plan, 
en  supposant  v   donné   d'une    manière  quelconque,   a  de  points 
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communs  avec  la  courbe  C,„/,  qui  correspond  à  i^  dans  le  connexe 
conjugué;  la  classe  n'  se  détermine  alors  par  le  raisonnement  dua- 
listique  correspondant.  La  question  posée  peut  se  formuler  algé- 
briquement de  la  façon  suivante  :  Déterminer  le  nombre  des  sys- 
tèmes de  valeurs  j)/  qui  satisfont  simultanément  aux  équations 

(4)  /(.r,«)-o,     PV=;J^.     ^■^— ^.;;.'     '^>  =  °' 

les  quantités  vi  étant  données  arbitrairement.  Nous  pouvons  évi- 
demment ici  remplacer  l'équation  y=  o  pari*^=o.  Si,  de  plus, 
nous  entendons  parj  ,  z  deux  points  sur  le  rayon  v^  en  sorte  que 

(5)  '  .r,-=3tr,--+-)^3/, 

nous  avons,  au  lieu  des  trois  équations  pVi=  -y-?  les  deux  condi- 
tions indépendantes  de  p 

Finalement  les  équations  <yji=  y—»   en  y   adjoignant  la  relation 
yy=  o,  nous  donnent  l'équation  unique 
,    ,  df  df  df 

Dans  (6)  et  [n),  nous  avons  trois  équations  qui,  après  la  substi- 
tution (5),  sont  respectivement  du  degré  m  —  i,  /;/  —  i,  m  en 
X,  X  et,  d'autre  part,  du  degré  n,  n,  n  —  i  par  rapport  aux  M/. 
L'élimination  des  u/  entre  ces  équations  donne  un  résultat  dont  le 
degré  en  z,  X  est  l'ordre  du  connexe  conjugué,  car  elle  détermine 
sur  V,  en  vertu  de  (5),  les  points  x  qui  satisfont  aux  équations 
(6),  {'j)i  et  par  conséquent  aussi  à  (4).  L'ordre  du  connexe  con- 
jugue sera  donc  égal  à 
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l   m'  =:  i)[n  —  i][fn  —  i )  +  « ( «  —  i )  ( "'  —  \)  -\-  /i^-in 


'  [         =1  n[mn -h  ^.[n  —  ')("*  —  ')]' 

et  d'une  manière  analogue  sa  classe  sera  égc 
(9)  n' =1  m{nm -\- 9.[ii  —  i)(//'  —  i)]. 
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Ainsi  nous  avons,  par  exemple, 
pour 


m  =2  I , 

n  :=  I  ; 

m 

=  I, 

/?  =  I  : 

m  =:  2, 

«  =  I  ; 

m' 

==  2, 

n'  =  ^; 

m  z=.  \, 

«  =:  2; 

m' 

=  4. 

«'=2; 

m  ^=--  2, 

//  =::   2; 

m' 

=  r2. 

«'  =  12 

L'ordre  et  la  classe  du  connexe  conjugué  sont  donc  plus  élevés 
que  pour  le  connexe  originaire  donné  tant  que  celui-ci  est  d'une 
nature  générale,  excepté  dans  le  cas  de  m  =  n  =  i.  Cependant,  si 
l'on  forme  encore  le  connexe  conjugué  du  connexe  conjugué,  on 
doit  obtenir  de  nouveau  l'ordre  et  la  classe  originaires.  Le  connexe 
conjugue  ne  peut  donc  être  dépourvu  de  certaines  propriétés  qui 
ont  précisément  cet  cfTet,  et,  en  cherchant  ces  propriétés,  on 
arrive  à  la  notion  des  singularités  nécessaires  [ou  ordinaires) 
d'un  connexe.  Nous  comprenons  sous  cette  appellation  les 
singularités  qui  se  trouvent  dans  tout  connexe  ou  dans  son  con- 
jugué. 

Si  nous  qualifions  un  connexe  de  général  alors  même  qu'il  pos- 
sède des«  coefficients  qui  ne  sont  pas  complètement  arbitraires, 
mais  dont  néanmoins  le  caractère  arbitraire  n'est  restreint  que  par 
la  présence  de  cette  espèce  de  singularités,  la  même  chose  se  pré- 
sentera pour  le  connexe  conjugué.  Les  connexes  doués  de  singu- 
larités de  cette  nature  forment  donc  un  système  fermé  auquel  ap- 
partiennent également  leurs  conjugués.  Cette  notion  s'est  d'abord 
formée  sur  les  courbes  algébriques  du  plan  ;  chaque  courbe  en 
coordonnées-points  se  correspond  à  elle-même  considérée  comme 
figure  tangentielle  de  la  même  manière  que  le  connexe  conjugué 
correspond  au  connexe  originaire.  Les  singularités  nécessaires 
sont  ici  celles  qui  se  présentent  dans  les  formules  de  Pliicker  : 
points  doubles  et  points  de  rebroussement  d'une  part,  tangentes 
doubles  et  tangentes  d'inllexion  d'autre  part.  Si  l'on  part  d'une 
courbe  qui,  pour  des  coefficients  d'ailleurs  quelconques,  possède 
des  points  doubles  et  des  points  de  rebroussement  de  situation 
arbitraire,  le  nombre  des  tangentes  doubles  ou  des  tangentes  d'in- 
flexion pourra  être  modifié,  mais  ces  dernières  ne  se  réuniront  pas 
en  singularités  élevées.  La  courbe,  considérée  au  point  de  vue  de 
l'ordre,  peut,  d'après  cela,  renfermer  des  singularités  nécessaires 
de  toutes  les  espèces  sans  que  la  même  courbe,  considérée  au  point 
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de  vue  de  la  classe,  renferme  d'autres  singularités  que  des  singu- 
larités également  nécessaires. 

On  peut  caractériser  de  la  même  manière  la  notion  des  singu- 
larités nécessaires  dans  toutes  les  figures  algébriques;  mais  dans 
les  variétés  de  plus  d'une  dimension  interviennent,  en  même 
temps  que  des  points  singuliers  séparés,  etc.,  des  variétés  entières 
de  points  singuliers,  etc. 

Ainsi,  dans  les  surfaces  algébriques  de  l'espace  (variétés  à  deux 
dimensions),  on  a  à  considérer  comme  singularités  nécessaires,  en 
même  temps  que  des  points  doubles  ou  triples,  des  courbes 
doubles;  ainsi  encore,  dans  les  connexes  (variétés  triplement 
étendues),  on  a  à  distinguer  des  figures  doubles,  triples  et  qua- 
druples qui  constituent  les  singularités  nécessaires.  Et,  pour  pré- 
ciser, les  figures  doubles  se  produisent  jusqu'à  la  seconde  variété, 
c'est-à-dire  jusqu'à  la  coïncidence,  les  figures  triples  jusqu'au 
couple  de  courbes,  tandis  que  les  éléments  quadruples  ne  se  pré- 
sentent que  séparément,  comme  singularités  nécessaires.  Un  élé- 
ment singulier  doit  être  défini  comme  un  élément  auquel  corres- 
pond non  pas  un  élément  unique,  mais  plusieurs  éléments  du 
connexe  conjugué  (de  même  qu'à  un  point  double  d'une  courbe 
répondent  deux  tangentes  de  cette  dernière).  Il  peut  y  avoir  deux 
ou  plusieurs  de  ces  éléments;  ceux-ci  peuvent  être  tous  différents 
ou  égaux  en  tout  ou  en  partie,  et,  corrélativement,  les  éléments 
singuliers  se  présentent  sous  des  aspects  divers.  L'étude  exacte  de 
ces  circonstances  dans  les  connexes  se  simplifiera  beaucoup  lors- 
qu'on aura  préalablement  une  idée  sommaire  des  faits  analogues 
dans  les  variétés  de  deux  dimensions,  c'est-à-dire  dans  les  surfaces 
algébriques;  pour  cette  raison,  nous  n'insisterons  pas  davantage 
sur  le  sujet  (^  ). 

Faisons  seulement  remarquer  encore  qu'f/  peut  exister  des  con- 
nexes qui  sont  conjugués  à  eux-mêmes.  Il  existe,  en  effet,  générale- 
ment pour  y=  o  une  coïncidence  y  =  o,  0  =  0  qui  appartient  en 
même  temps  au  connexe  donné  et  au  connexe  conjugué.  Il  suffit 


(')  M.  Cyparissos  Stephanos  a  étudié  quelques  propriétés  du  connexe  conjugué 
[Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  2°  Série,  t.  IV,  1880).  Dans  un 
manuscrit  laissé  par  Cledsch  se  trouvent  quelques  indications  incomplètes  sur  la 
détermination  des  singularités  nécessaires;  l'auteur  (M.  Lindemann)  espère  pouvoir 
V  revenir  à  une  autre  occasion. 
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en  fait,  à  cause  de  (i),  de  poser 

Aj,.)  =  o     ou    /(^,^,^. 

C'est  là  l'équation  cp  =  o  qui,  conjointement  a\ecj'=  o,  détermine 
la  coïncidence  en  question.  Mais  il  peut  se  faire  que  cj),  pour  des 
connexes  particuliers/  =  o,  renferme  lui-même  le  facteur  y;  alors 
tout  élément  {y,v)  conjugué  à  un  élément  (j?,  u)  def=o  est 
aussi  un  élément  de  f=  o,  et  ce  connexe  est  conjugué  à  lui- 
même  ('  ). 

Nous  nous  proposons  maintenant  d'exposer  la  formation  du 
connexe  conjugué  à  l'aide  des  procédés  symboliques  et  de  la  suivre 
sur  quelques  exemples.  D'après  les  développements  ci-dessus 
(p.  359  et  362),  nous  avons  d'abord,  dans  ce  but,  à  établir  di- 
rectement la  condition  pour  qu'une  équation  doublement  binaire 

(10)  o  ^  A'"  Jlox  =  o 

ait  une  racine  double  X|  :  y.^  et  en  même  temps  une  racine  double 
li  I  X2  ;  c'est-à-dire  que  nous  avons  à  éliminer  les  grandeurs  x  et  A 
entre  les  quatre  équations 

,     .  dv  d'à  d'i>  df 

^     ''  dx-i  d/.o  ()/i  d)., 

lesquelles,  à  cause  de  la  double  homogénéité  de  ©,  tiennent 
seulement  la  place  de  trois.  L'équation  du  connexe  conjugué 
k  f  =  a'^u"=o  s'obtient  alors  de  la  manière  connue  au  moyen 
de  la  forme  binaire  trouvée,  en  remplaçant  chaque  facteur  (Aß) 
de  cette  dernière  par  (abu),  chaque  facteur  (».Laib)  par  (a|3.r). 
L'invariant  de  la  forme  binaire  cj.,  dont  l'évanouissement  repré- 


(*)  Un  exemple  du  fait  nous  est  donné  par  le  connexe  linéo-linéaire 
ll^x^-^  i/j Xj  —  «3 .rj  =  0, 
qui  fait  correspondre  à  un  point  .c  un  point  ;-  au  moyen  des  équations 

et  représente  par  suite  un  ras  particulier  de  la  collinéation  perspective.  La  transfor- 
mation inverse  est  alors  identique  à  cette  dernière,  et  comme  elle  est  de  même,  en 
général,  représentée  par  le  connexe  linéo-liné.iire  conjugué  (comme  nous  le  verrons 
plus  tard),  le  connexe  conjugué  est  ici  proportionnel  au  connexe  originaire. 
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sente  la  condition  précitée,  sera  dans  ce  qui  suit  désigné  par  R; 
son  degré  g,  par  rapport  aux  coefficients  de  cj>,  est  aisé  à  déter- 
miner d'après  ce  qui  précède.  En  effet,  dans  R  figurent  mg  séries 
de  symboles  A,  B,    .  .  .,  et  ng  séries  de  symboles  X,  ift),  ...    qui 

se  réunissent  respectivement  en  -  mg  et  -  ng  facteurs  symboliques 
des  types  (AB)  et  (Jlo\)l)).  L'équation  du  connexe  conjugué  sera 
donc  du  degré  -  nig  par  ra[)port  aux  «,  et  du  degré  -  ng  par  rap- 
port aux  X,  c'est-à-dire  que  nous  aurons,  en  vertu  de  (8)  et  (9), 


C'est  là  le  degré  de  l'invariant  de  la  forme  doublement  bi- 
naire (10),  dont  l' évanouissement  exprime  quà  une  racine  double 
de  l'une  des  séries  de  variables  peut  correspondre  une  racine 
double  de  l'autre  série. 

Ces  faits  exigent  quelques  explications  particulières  lorsque 
l'un  des  nombres  m,  n  est  égal  à  i .  Alors,  en  eflet,  pour  l'une  des 
séries,  il  ne  peut  être  question  d'une  racine  double  proprement 
dite,  mais,  dans  la  formation  de  R,  se  présente  la  circonstance 
particulière  que  les  coefficients  de  la  forme  binaire  '^,  relativement 
à  la  série  qui  Centre  linéairement,  sont  tous  deux  égalés  à  zéro.  Si 
donc  on  a,  par  exemple, 

les  y^  ne  dépendant  plus  que  des  x  seuls,  il  vient 

A  la  place  de  (i  i)  se  présentent,  par  suite,  les  équations 

l\  =  o,       V.y=0, 

<?P.  ^P,,  dP.  dP. 

-— ).i4-  ^— ).2=o,     —-'>,+ -^  )>,  =  o. 

L'élimination  de  ).,,  ^^o  entre  les  deux  dernières  équations  conduit 
à  l'évanouissement  du  déterminant  fonctionnel  de  P,  et  P2,  consé- 
quence connue  des  deux  premières  équations.  Donc,  dans  le  cas 
Oïl  l'un  des  nombres  m,  n  est  égal  à  l'unité,  R.ye  réduit  au  résul- 
tant de  P|  et  P2. 
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Ainsi,  par  exemple,  pour  établir  le  connexe  conjugué  du  con- 
nexe (1,1)  axUa.=  o,  on  a  à  former  le  résultant  des  deux  formes 
linéaires  AxXi  et  A^Xzi  lequel  est  égal  à 

(AB)Jloi  1)1,2= -(AB)(Xi)l,). 

L'équation  du  connexe  conjugué  devient  donc 

(12)  («irt)(«p.r)  =  0. 

Considérons  ensuite  le  connexe  (2,  i) 

/=«>.=  blup. 

Nous  avons  ici  à  former  le  résultant  des  formes  A,"Jl,,,  A;cl>2,  lequel 
est,  comme  on  sait,  égal  à  S ï  —  U-,  U  désignant  l'invariant  simul- 
tané, S  et  T  les  invariants  particuliers  des  deux  formes.  Pour 
établir  ces  derniers,  nous  ferons  respectivement  usage  des  sym- 
boles ABXiJl,  et  CDgcD;  il  vient  alors 

S=  (AB)^X,ift,„     T  =  (CD)^e,(D,. 

Nous  avons,  en  conséquence, 

ST  —  0==  =  (  AB  )*  (  CD  y-  .1,1  CD2  (  ilî,3  ) 

=  -(AB,'(GD)«(art,a)(.il.(ö), 

et  l'équation  du  connexe  conjugué  de  a^Ma=  o  devient 

;i3)  {abuY[cduf{Pyx)[oi8x)  =  o. 

Nous  allons  enfin  déterminer  directement  le  connexe  conjugué 
d'un  connexe  (2,  2).  Il  faut  ici  déterminer  d'abord  la  forme  R 
pour  une  forme  binaire  dans  laquelle  figurent  deux  séries  de  va- 
riables et  chacune  à  la  seconde  dimension.  Soit 

i  ff  =  kl  ,.l,-2  =  >ii,  tr'-f  +  'Zä'iä,  n  /i  /.2  -+-  «22. 11  -«a  )  >î 

\  •+-  («ll,22'''-i+  2''l2.22  5«!X,-+-  n^.l,ii^\)^ 

Clebscu.   —  Géométrie,  III.  O.^ 
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une  forme  de  celte  espèce.  Les  équations  (11) 


o,     ^-  =0, 


peuvent  être,  en  général,  remplacées  par  les  suivantes  : 

(i5) 


mn  07.2  c'A2  mn  dy-iôlo 


p.y.,>2=: 


mn  0^2  à^i 


>  ^9  — 


mn  dy-iô^i 


p  étant  un  facteur  indéterminé.   Dans  le   cas  actuel,    ce   système 
d'équations  est  donné  par 


p)>'-l^l  +  «i2,12"''-2^1 


-/,)., 


p)y..2\ 


•i>i 


021,11 /-a^i 


'22,11 


^12,  22  "''•1 ''2 
Äj  I    22  '^  1     2 

(«12,2lH-p)-''-l^'2 

^11, 21  ■''-1 ''a 


-+-  fl, 


/.2>2  =0, 


■^21,  22 '-2  "2 


=  0, 
^22,  21  "''2^2  — -  O1 

(«21,21  —  p)>'-2>'2=0. 

Si  nous  désignons  par  il  le  déterminant  de  ce  système  linéaire 
relativement  aux  grandeurs  y.(X<,  ^2^0  ''-1^2,  »'-2^21  par  ^ik,im  les 
déterminants  mineurs  de  il,  nous  avons  d'abord 


;i6)    iii 


■^11,12 

«12,11 


«21,22 
«22,21 
«21,21  —  ? 


Par  suite,  les  carrés  et  les  produits  des  quatre  grandeurs  précédentes 
sont  entre  eux  dans  le  même  rapport  que  les  quantités  £2//^^  i^,  c'est- 
à-dire  que,  u.  désignant  un  facteur  indéterminé,  on  a,  par  exemple, 

^W. .  Z  j  A  j  .  X  2  ^2  ~~~  *    1 2  »  12  - — ■  '  ^2 1  f  2 1  > 
^.X.l)l2.X2).i—  f>i2, 21=^^21, 12- 

Par  conséquent,  l'expression 

"12,21  +  "21,12—  "12,12  —  "21,21 

est  nécessairement  nulle,  car  elle  n'est  autre  que  la  dérivée  de  Ü 
par  rapport  à  p.  On  a  donc  en  même  temps 

du 
ii  :^  o,     -.-  =  0, 
à? 
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c'est-à-dire  que  le  discriminant  de  l'équation  (16)  du  quatrième 
degré  en  p  doit  s'annuler.  La  formation  cherchéeY{.  est  conséquem- 
ment  égale  à  ce  discriminant  lui-même  : 

(-7)  R  =  /'-6y% 

/  et  j  désignant  les  deux  invariants  de  la  forme  Ci. 

Pour  le  calcul  effectif  de  R  sous  forme  s_ymboliquc,  observons 
ce  qui  suit.  Dans  û,  le  coefficient  de  p*  est  égal  à  l'unité,  et  le 
terme  en  p^  manque  ;  on  a  donc 

n  —  p*  -H  6\if  +  4V|3  -f-  W, 
et  par  suite 

(18]  /::=2(\\' ^-3U2),    ./•  =  6(UW  — IP—  V«). 

Les  expressions  U,  V,  W  sont  des  invariants  de  cp  qui  ont  un 
caractère  spécial,  le  même  que  celui  appartenant  à  l'expression  R, 
comme  il  a  été  mentionné  (p.  309).  Elles  sont,  en  effet,  des  inva- 
riants non  seulement  si  l'on  soumet  les  variables  y.,  A  à  la  même 
transformation  linéaire,  mais  encore  si  l'on  applique  aux  deux 
séries  des  transformations  linéaires  différentes.  Et  ce  sont  les 
seules  de  cette  espèce,  car,  puisque  le  nombre  des  coefficients  de 
ç  est  égal  à  9,  il  existe  six  invariants  de  cette  forme,  indépendants 
les  uns  des  autres,  relativement  aune  transformation  linéaire  com- 
mune aux  séries  x,  1,  et  par  suite  il  existe  seulement  trois  fornm- 
iions  qui  possèdent  la  propriété  de  V invariance  même  par  rapport 
à  des  transformations  différentes  des  deux  séries  (  *  ). 

La  manière  la  plus  simple  de  démontrer  que  cette  double  pro- 
priété invariante  appartient  aux  coefficients  U,  V,  W  de  l'équa- 
tion il  =  o  consiste  à  prouver  l'invariabilité  de  û  pour  le  cas  où 
une  seule  des  séries  /,,  X  est  transformée  linéairement,  l'autre  res- 
tant invariable  (en  supposant  qu'on  introduise  en  même  temps  à 


(')  Dans  le  tome  XI  du  Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik,  p.  91,  on 
trouve  la  remarque  que  de  tels  invariants  et  covariants  ont  été  étudiés  pour  la  pre- 
mière fois  par  M.  Capelli  dans  son  Mémoire  Sopra  la  corrispondenza  (2,2)  ossla  la 
forma  f{x'\  y^)  ed  i  suoi  invarianti  e  cova.ianti  relativi  a  due  tra^formazioni  lineari 
independcnti  délie  variabili  {Journal  de  Battaglini,  Naplcs,  1879).  Celte  renfiarque 
n'est  pas  correcte,  car  les  recherches  du  texte  (empruntées  à  un  manusciit  laissé  par 
Clebscu  et  déjà  cité  p.  366)  ont  été  publiées  en  1876  dans  l'édition  allemande  du 
présent  Ouvrage. 

24. 
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la  place  de  p  une  grandeur  p'  convenablement  choisie).  Nous  fe- 
rons usage  de  la  transformation 

(19)  7-1  =  «.v.\  +  ,S/.;,  '  /.2  =  yv\  +  <?/.;, 

et  nous  poserons  les  nouvelles  équations 

(20) 


I    p'.<),,: 


4  (}/.;^>./    '  ^  '         4  dy:,d\ 

Il  s'agit  de  montrer  que  ces  équations  reviennent  aux  équations 
{i5).  Or  on  a 

0  ô  ô  ô  r)         ^  d 

ox,  ô/.i         d/->       a/.2  öv-i  C>'-2 

les  équations  (20)  donnent  donc 


?  .y-x\ 


4  öv-id^h^       4  ày-^dl^ 


,.-21  ^  ^/.,d).2       4  àv.^dli 

'     '-   —  _  ^     ()'y  ^     d^f 

P'-'-i'----   4  j;^7dr,~4  d;^;^' 
«'  v'  -i  —     "^   ^'y    ,  y   <^'y 

'°-'^'^-  4    d/.,d>,    "^4    d-X-2d>,' 

Multipliantmaintenant  la  première  et  la  deuxième  équation,  puis  la 
troisième  et  la  quatrième  une  fois  par  a,  ß,  une  fois  par  y,  ^  et 
ajoutant  chaque  fois,  on  obtient,  en  vertu  de  (19), 

,       .  «»J  —  py     d^  »  ,       ,  «»?  —  Sy      d^  (j> 

4  Oy.iUi^2  4  dx-td/a 

0  .y-ii^'— , —  -^ — -kr-v    />  .y.2/.2—-      — 7 —  :^ — :vr' 

4         Oy.iO/.i  4         Oy-yOKi 

et  ce  sont  là  de  nouveau  les  équations  (i5)  si  l'on  pose 

Actuellement,  comme  p  était  une  racine  de  l'équation  12  =  o,  p' 
satisfait  à  l'équation 

r/'*  -h  6U/'^p'-  +  4  Vr^p'  -h  Wa''  —-  o, 
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r  =  oc^  —  ßy  désignant  le  déterminant  de  la  substitution. 
Des  considérations  tout  à  fait  analogues  se  présentent  si  on  laisse 
les  y.  invariables  et  qu'on  transforme  linéairement  X,,  I2  seulement. 
Les  coefficients  U,  V,  W  ne  varient  donc  respectivement  que  des 
facteurs  r^i''^,  /''/•'^,  /*'/'*,  si  /•  désigne  le  déterminant  d'une  trans- 
formation linéaire  des  h/,  r'  celui  d'une  semblable  transformation 
des  X/,  c'est-à-dire  qu'en  fait  U,  V,  W  sont  des  invariants  pour 
chacune  des  deux  transformations .  A  cette  catégorie  appartien- 
nent, par  exemple,  les  trois  invariants  de  la  forme  h^xl  indépen- 
dants entre  eux 

(AB)2{,l,iPo)%     (AB)(BC)(CA)(AaR,)(a(l,G)(eX), 
{AB)2(CD)ä(jl«e)^(ift,(D)«; 

et  comme,  d'autre  part,  il  n'existe  que  trois  invariants  de  cette 
espèce  indépendants,  et  que  ceux  mentionnés  ici  n'éprouvent 
d'autre  modification  par  une  transformation  linéaire  que  la  multi- 
plication parles  facteurs  /•^/•'-,  r^r'^^  r'^r'''^  il  faut  nécessairement 
que  U  se  confonde  avec  le  premier,  V  avec  le  deuxième,  sauf  un 
facteur  numérique,  tandis  que  W  doit  pouvoir  se  former  avec  le 
troisième  et  avec  le  carré  du  premier. 

On  peut  aussi,  en  fait,  calculer  sans  peine  directement  le  coeffi- 
cient U  de  p-  dans  Q..  On  trouve 

—  («'ll,ll«ä2,22-H  «22,11«11,Î2—   2«i,,ii<7ij,22) 

=  (  AB  )2  [  Al  "Aojiß,,  Dia  —  -'^1  '^'o\], 

ou,  si  l'on  permute  simultanément  A  avec  B,  ^l,  avec  i)l>  et  qu'on 
forme  la  demi-somme  de  l'ancienne  et  de  la  nouvelle  expression, 

(ai)  U  =  -  — (AB)2(Aift,)^ 

Pour  le  calcul  de  V,  observons  que  le  second  des  invariants  précé- 
dents sous  forme  non  symbolique  est  donné  par 


V'  =  6    a,,.,.     «„.,,     «„.„     =(AB)(BC)(CA)(Xall,)(Ul>S)(GX] 
et  que  V  =  Y'.c,  c  désignant  un  facteur  numérique.  Mais  il  vient 


«n,ii 

«11, 

12 

«11,22 

«12,11 

«12, 

12 

«12,22 

«22,11 

«22, 

12 

«22,22 
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Y'=:6  si  l'on  prend  «i,^i,  =:;  öt, 0,12=  «22,22=  '  )  et  qu'on  fasse 
s'évanouir  tous  les  autres  coefficients  de  9.  D'un  autre  côté,  on  ob- 
tient, par  suite  de  celte  dernière  substitution, 

d'où 

et  il  en  résulte 

I 

n 
et 

(22)  V  =  --^(AB)(BC)(CA)(A.Ol)(ill>S)(S.l,). 

Le  troisième  coefficient  W  se  déduit  de  H  dans  l'hypothèse  p  =  o. 
Nous  développerons  le  déterminant  qui  prend  ainsi  naissance,  afin 
d'obtenir  son  expression  symbolique,  suivant  les  déterminants  mi- 
neurs à  deux  dimensions  sous  la  forme 

OÙ  l'on  a  toujours 

Pik=—Pkiy       <?ik=  —  qk/, 

et  où,  par  exemple, 

Pli=  "12,12  '^11,12^22,12  =-'   —     -  (AB  j^e/lûiXalftjI  1)1)2, 

P\3=^  «12, 22^11, 12—    «ll,22'2l2,12=^    —  (  AB  )  Aj  B,  Jlo  j  l*i)i  iftjj, 


Î34—  «"12,12  —  ^11,12^22,12  = (Cüj^GiGaÖOi©,, 


Il  vient  alors,  en  premier  lieu, 

W  =  ^  (AB)2(CD)«[jl,,.l,2in,iD'o2©i©2(Öi(Ö2+ -l-'l)'"'©?®!] 

—  (AB)(CD)Gf©i(Ö2[A2B2CiDiJl,i.^,2iU,^2— AiBiQU^X^libiDî^î 

—  AaBiCiDaXiAaDl,! 

—  AiBaCaDi^l-iXalll)^]. 

Le  troisième  et  le  cinquième  terme  donnent  pour  somme 

(  AB  )  (  CD  )  .1,  .1,2  oft,^  e?  CDi  (D2  A 2  C,  (  BD  ) , 
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et  de  même  le  quatrième  et  le  sixième,  après  qu'on  a  permuté  dans 
le  premier  A  avec  B  et  X  avec  Ob,  se  réduisent  à 

-  (AB)(CD)A,ia.2a)bie?(D,(D2A,C2(BD); 

les  deux  termes  ainsi  obtenus  donnent,  pris  ensemble,  l'expression 

W'=-(AB)(AC){BD)(CD)Jl,Jl,2Db2^(Di(D2Gî. 
Or  on  a  identiquement 

(AC)(BD)  =  (AB)(CD)  -f-  (BC)(AD), 
('t  conséquemment 

relation  où 

W"r=        {AB)(CD)(BC)(AD).l,,.l,2^o^C^(0,(D2 
=-^        (AD)(BC)(CD)(AB).l>lJ^„2D!>lD1.2S^'D| 


AB)(CD)[(AD)(BC)-(BD){AC)].l,i.lo2ift,iDl,,G^(Di 
AB )2  (  CD  )M>.  .l>2 ift,i  1P02 ©^  (D'i . 


Si  nous  substituons  donc  l'expression  W  dans  W,  il  vient  fina- 
lement 

W=y(AB)2(CD)2[.l,,.l2'ift,iD«,2GiG2®i(D24-.l>lift,lS^(OÏ 

Permutons  ici  simultanément  A,  4,  avec  B,  ift),  puis  C,  G  avec 
D,  (©,  et  opérons  ensuite  ces  permutations  ensemble.  On  obtient 
ainsi  quatre  expressions  pour  W,  et  W  lui-même  est  égal  à  leur 
somme  divisée  par  4  • 

W  =  1  { AB  )^  { CD  )2  [(  JUi  DLi  G2  CD2  +  ^l-siPoî  Gl  (Di  )* 

H-  XiX2ifi)iaft)2(Gf (ö|  -hSlCQl) 
+  G,G2(.0,CDï(X?Dl,^  +  Xl^i\,\) 

—  o^.,,  J.-2  Gl  G2  (  1)'.,?  cö^  +  Db:]  (Df  ) 

—  iPoi  1)1)2  (Ö,  (Ö2  ( -l.?  G^  +  .l>^  G?  ) 

—  .l,iJl,2tö,(B2(a)b?G^  +  -Db^GJ) 

—  olbiDbîGiGi  (  JU^  6^1  +  .1.^00»)]. 
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Mais  on  a  identiquement 

^icl.2ifi,iift,2(G?(ß2H-e^tß?)-«-G,G2(D,(Dj(Xjift,^  +  JU|Dl,*) 

—  1[_  (A.ift,)2(8(D)^+  {a.iift,2ei®2-4-  «A.,ift,iG2(Dri' 

+  (a.iift,2G2(D,  +  .l,jqft,iGi(D2)«]. 

Si  l'on  porte  ce  résultat,  ainsi  que  les  transformations  semblables 
des  expressions  correspondantes,  dans  l'expression  de  W,  on  ob- 
tient 

W  =  -^(ABp(CD)^[(aG)^(ift,cD)2+ (cA.(D)^(ift,G)^- (A.alî>)MG(D)^]. 

Parmi  les  trois  termes  qui  se  présentent  ici,  les  deux  premiers  sont 
égaux  entre  eux,  le  dernier  est  égal  à  — gU^;  et  l'on  a  ainsi  enfin 

(23)  W=g(AB)2{CD)^(A.G)^(aPo(D)^-9U^ 

On  a  à  substituer  dans  i  et  y",  d'après  (18),  les  valeurs  données  dans 
les  équations  (21),  (22),  (aS)  pour  obtenir  suivant  (ii^)  l'invariant 
cherché  R.  L'équation  du  connexe  conjugué  au  connexe  a-^,u^  =  o 
est  donc  donnée  pai' 


■  W  +  3\]^Y  -  2i6(UW  —  U^  —  V2;5  =  o, 


avec 


V= ^-~{abu)[bcu)[cau)[Kßx){ßyx){yci.T),. 

W=        ~  [abuY  [cduY  [ay  xy  [ßa-x]-^  —  glP. 

Le  connexe  conjugué  a  été  rapporté  unidéterminativement  élé- 
ment pour  élément  parles  équations  (i)  au  connexe  donné/ ==  o; 
ces  équations  donnent  donc  un  cas  particulier  d'une  transforma- 
tion unidéterminatiwe  générale  du  connexe  f  ^=  o,  transformation 
que  l'on  peut  exprimer  par  les  équations 

(24)  pj,==7/(.r,  j/j,      o-«',=  ^î^/(.r,  «j      (/=i,2,  3), 

les  relations  ^i=  o  représentant  trois  connexes  quelconques  [p,  ^), 
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les  relations  ^^/=o  trois  connexes  quelconques  {i',s).  L'équation 
F(j',  v^  =  o  du  nouveau  connexe  s'obtient  alors  par  élimination 
de  p,  cr,  Xi,  iii  entre  les  équations  (24)  et  entre  f{x,  u)  =  0.  Au 
cas  où  les  connexes  de  transformation  ç  =  o,  i|;  ==  o  ne  sont  pas 
dans  une  situation  spéciale  par  rapport  ày=  o,  on  détermine  aisé- 
ment l'ordre  m'  et  la  classe  n'  de  F:=o.  L'ordre  m'  est  en  effet 
évidemment  égal  au  nombre  des  points  j-  qui,  pour  des  valeurs 
choisies  d'une  façon  quelconque  des  Vi,  satisfont  simultanément 
aux  équations  (24)  et  à  f=  o,  y^.=  o,  les  quantités  7/  étant  des 
grandeurs  quelconques;  c'est-à-dire  qu'en  vertu  du  caractère  uni- 
déterminatif  de  la  transformation  (24),  il  sera  égal  au  nombre  des 
éléments  {x,  u)  communs  aux  quatre  connexes 

et  nous  avons,  en  conséquence,  d'après  l'équation  (4)  (p.  356), 

l'îS)  m'  =z  r^nq  -+-  s^-mp  -\-  irs[mq  +  np) 
et  de  même 

(26)  n'  =1  p'^ns  -h  (/^/iii-\-  '>pq[ms  H-  nr). 

Des  modifications  doivent  être  apportées  à  ce  qui  précède  lorsque 
les  connexes  de  transformation  ©,  ^  présentent  quelque  chose  de 
spécial  par  rapport  à  f.  Supposons,  par  exemple,  que  les  con- 
jicxes  (^i=  o  aient  en  commun  avec  f  un  couple  de  courbes  [d,  e) 
et  les  connexes  ^1"=  o  un  couple  de  courbes  [d,  e).  Du  couple  de 
courbes  qui  est  commun  aux  équations 

/     -  o,       «%•;/,  —  (',  -^2  —  O,       ('a']/»  —  C2-^3   -  o, 

et  dont  l'ordre  et  la  classe  sont  déterminés  par  les  équations  (2) 
(p.  355),  il  faut  encore  retrancher  le  couple  de  courbes  (^,  s).  Il 
reste  un  couple  de  l'ordre  irsn  -j-  ms- — è  et  de  la  classe 
'irsm-hnf^  —  s.  D'après  les  développements  donnés  (p.  356), 
l'ordre  du  connexe  F  [y,  u)  =  o  est  donc  actuellement 

(27)  m' =- [znrs -\- ms^ — S)p  -\-  [7.mrs  -{-  nr- — e]q, 
et  sa  classe  ' 

(  28 )  //'  =  (  2 npq  H-  mq^  —  d^jr-h  (2 mpq  -+-  np^  —  p]x. 

Au  moyen  de  ces  formules,  on  retrouve,  en  particulier,  l'ordre 
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et  la  classe  du  connexe  conjugué.  Les  connexes  -^  qui  se  présen- 
tent dans  les  équations  (i)  à  la  place  des  cf/  déterminent,  en  effet, 
un  couple  de  courbes  de  l'ordre  ^m(^n  —  i)-  et  de  la  classe 
'd{n  —  i)m^,  qui,  d'après  le  théorème  d'Euler,  appartient  aussi  au 
connexe  /=  o.  Pour  les  équations  (i),  il  vient,  en  conséquence, 


et  de  même 
puis 


d=:3m[n — i)^,      <?  =  3(«  —  I 
rj  =  3n^[m  —  I ),      £  =  3  ( m  —  i  ' 
p  =  m,      q  z=  ji  —  I ,      /--m  —  i , 


Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  (27)  et  (28),  on  retrouve  bien 
les  nombres  connus  pour  l'ordre  et  la  classe  du  connexe  conjugué. 
Dans  les  autres  recherches  sur  les  transformations  unidétermi- 
natives  des  connexes,  on  devra  surtout  fixer  son  attention  sur  leurs 
singularités  (ainsi  qu'on  le  fait  dans  les  transformations  d'une 
courbe)  et  sur  les  relations  qui  existent  entre  les  singularités  du 
connexe  donné  et  celles  du  connexe  transformé.  On  devra  aussi 
distinguer  différentes  espèces  de  transformations  suivant  que  ces 
dernières  changent  unidéterminativement  un  connexe  en  un  autre, 
ou  qu'elles  sont  unidéterminatives  seulement  pour  les  éléments 
d'une  coïncidence,  ou  enfin  seulement  pour  ceux  d'un  couple  de 
courbes,  de  même  que  dans  l'espace  on  a  à  considérer  des  trans- 
formations unidéterminatives  d'une  surface  et  d'une  courbe  parti- 
culière. Les  recherches  qui  se  rattachent  à  ce  sujet  ont  la  même 
marche  que  les  théories  semblables  dans  une  variété  quelconque 
de  quatre  dimensions.  On  pourra,  en  particulier,  aussi  bien  pour 
les  connexes  que  pour  les  coïncidences  et  les  couples  de  courbes, 
établir  un  nombre,  savoir  :  le  genre  de  ces  figures^  qui  reste  inva- 
riable dans  toutes  leurs  transformations  à  détermination  unique  (*). 
[l  est  toutefois  à  remarquer  que  chins  les  coïncidences,  comme  dans 
les  surfaces  algébriques,  il  se  présente  deux  nombres  constants  de 
cette  espèce,  que  dans  les  connexes,  comme  dans  les  variétés  de 
trois  dimensions,  il  s'en  présente  trois  (2),  et  qu'au  contraire,  dans 


(')  f^oir   Clebsch,  Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  LXVII,  décembre 
1868,  et  NÖTUER,  Math.  Annalen,  t.  Il,  p.  293  et  siiiv. 
(')  Voir  ÎNOTHER,  Math.  Annalen,  i.  VIH,  p.  !\\)h  et  siiiv. 
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le  couple  de  courbes  (ou,  en  général,  dans  une  variélé  algébrique 
à  une  seule  dimension),  il  ne  s'en  présente  qu'w«,  comme  dans 
une  courbe  particulière.  L'établissement  effectif  de  ces  différents 
nombres  (la  détermination  de  la  façon  dont  ils  dépendent  des  sin- 
gularités éventuelles  du  connexe,  de  la  coïncidence  ou  du  couple 
de  courbes)  et  la  démonstration  de  leur  permanence  dans  les  trans- 
formations unidéterminatives  se  feront  de  la  même  manière  que 
pour  les  variétés  algébriques  générales  dont  il  a  été  parlé.  Nous 
n'insisterons  néanmoins  pas  davantage  sur  ce  sujet.  Contentons- 
nous  de  mentionner  comment,  pour  les  connexes  et  les  coïnci- 
dences, on  aura  à  former  les  intégrales  triples  ou  doubles  avec 
l'étude  desquelles  on  peut  mettre  en  connexion  les  nombres  ci- 
dessus.  Les  résultats  correspondants  pour  des  variétés  quelconques 
[voir  JNöTHEtt,  loc.  cit.)  se  modifient  en  effet  ici  d'une  façon  par- 
ticulière, parce  que  nous  avons  affaire  non  à  un  groupe  de  quatre, 
mais  à  deux  groupes  de  deux  variables  chacun. 

Soit  [x,  u)  un  élément  du  connexe  ^=0.  Comme  ce  dernier 
représente  une  figure  à  trois  dimensions,  on  y  trouve  comme  pos- 
sibles trois  directions  d'avancement  linéairement  indépendantes 
que  nous  pouvons  attribuer  aux  variables  en  passant  de  l'élément 
(x,  u)  à  un  élément  voisin  (x  -+-  r/x,  u  -+-  du).  En  distinguant  trois 
différentielles  de  cette  espèce  par  les  lettres  cl,  d' ,  d",  on  obtient 
les  équations 

2/:,^/'.r,  hi/;,//'M/:^o, 

lf[-,d"xi+lf„d"ur^o, 
V —  Ln  y  ajoutant  les  équations 

nous  avons  cinq  équations  au  moyen  desquelles  les  rapports  des 
f'^iiftn  peuvent  être  déterminés,  et,  pour  préciser,  seront  propor- 
tionnels aux  déterminants  formés  avec  le  système  incomplet 


^"/n—  T~'  Jni 


dx. 

rf.r, 

d.r. 

diii 

(/f/2 

du. 

dx. 

d'à-. 

d'  .rj  i 

d'il, 

d'il  2 

d'à. 

rf".r. 

d"x. 

d".r. 

d%i, 

d"n. 

d"u. 

.ri 

.r^ 

•'\ 

0 

0 

0 
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Si  donc  0  est  une  fonction  homogène  entière  du  degré  m  —  3  par 
rapport  aux  xi  et  du  degré  /^  —  3  par  rapport  aux  m,,  l'expression 


>9) 


(Il 


d.T, 

d'  X, 

d"x. 

■'l 

O 

«1 

dx.^ 

d'.r. 

d".r. 

■'■î 

o 

«2 

0. 

dr. 

d'x. 

d"x. 

•^■;t 

O 

«3 

du^ 

d' iiy 

a"u, 

o 

"l 

Pi 

du. 2 

d'  «2 

d"  «2 

G 

"■}. 

fh 

du^ 

d'  «3 

d"u.. 

O 

«3 

% 

i7.iji^+ipj:,. 


représente  un  élément  d'une  intégrale  triple  qui  est  complètement 
indépendant  des  grandeurs  a/,  ß/.  Si  l'on  détermine  les  constantes 
dans  0,  de  telle  sorte  que  cette  intégrale  ne  devienne  infinie  pour 
aucun  élément  du  connexe /'=  o,  le  nombre  des  constantes  de  0 
qui  restent  arbitraires  indique  le  genre  p  du  connexe.  Si  donc  le 
connexe  donné  ne  possède  aucune  coïncidence  double,  etc.,  0  n'a 
à  satisfaire  à  aucune  condition;  il  vient  alors 


(m-i)(; 


)    [n  —  \]{n  —  ->.) 


et    c'est   là    l'un    des    nombres    caractéristiques    pour   un    con- 
nexe ('). 

On  peut,  d'une  double  manière,  donner  à  la  difTérentielle  d\ 
une  forme  plus  simple.  En  effet,  on  peut  choisir  deux  des  trois 
directions  d'avancement  ^f,  d' ,  d"  de  telle  sorte  que  les  u,-,  puis 
les  Xi,  restent  successivement  constants.  11  vient  alors,  par 
exemple, 

d'  Ui  =  d'  11^  ■=.  d' u^  =  o, 
d"x^  =  d"x^=d"x.,:=o; 

et,  si  l'on  annule  successivement  les  f3,-,  puis  les  a/,  on  obtient  les 
deux  formes  simples 

@.[xud'x].[uditd" II]  _       Ç).[xdxd'x]{i!pd"n) 


d\ 


(')  Les  autres  nombres  génériques  seraient  donnés  par  les  nombres  qui  caracté- 
risent d'une  manière  analogue  une  coïncidence  ii  laquelle  donne  naissance  sury"=  o 
un  connexe  6  =  0. 


d^, 

dr. 

dx. 

dUi 

2 

du. 

du^ 

d".r, 

d"'x. 

d"x. 

d".r. 

d".. 

d"'.r. 

d"  u^ 

d"'u, 

d"  «2 

«'"«2 

d"u. 

ä"'u. 
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Observons  encore  que  l'on  arrive  aussi  à  la  même  expression 
pour  d\  si  l'on  part  de  ceci  :  considérer/"  comme  une  fonction 
homogène  de  six  variables  cogrédientes  X|,  x,,  x^,  m,,  Ma,  u^. 
D'après  les  règles  générales  lelatives  aux  fonctions  de  cette 
espèce  ('),  il  faut  alors  considérer  une  différentielle  qui  dérive  de 
(39)  si  l'on  remplace  le  déterminant  du  numérateur  par  le  déter- 
minant 

d'x^ 

d'  x-i 

d'x^ 
j3,      «,      du^      d' Uf 

d'iii 

d'u., 

dans  lequel^,  d',  d",  d'"  indiquent  les  différentes  directions  d'avan- 
cement. Mais  si  nous  considérons  que,  en  outre  des  équations 

2/;.f/(^) Xi  —  if'„.di'^)  ui=o    (  /•  =  1 , 2, 3 ), 

ont  lieu  encore  les  suivantes 

-  .r//i.,  =  o ,      1  Uif'„.  =  o, 

il  est  visible  que  le  déterminant  obtenu  par  élimination  des  f^^, 
/^^  entre  ces  équations  est  nécessairement  nul.  On  peut,  pour  cette 
raison,  poser 

d'"  Xi  =  y.  dxi  +  À  d' ,//  -f-  \>-  d"  Xj-f-  Xj  dp , 
d'"  Ui  =  •/.  dUi  -\-  l  d' Ui  4-  u.  d"  Ui  +  Ui  da, 

dp,  dfs  désignant  des  grandeurs  infiniment  petites  quelconques.  Si 
l'on  porte  ce  résultat  dans  le  déterminant  à  six  dimensions,  on 
obtient  de  nouveau,  après  une  transformation  aisée,  le  détermi- 
nant qui  figure  dans  (29),  à  part  un  facteur  qui  dépend  unique- 
ment de  d^  et  dp\  mais  ce  dernier  n'a  plus  aucune  relation  avec 
d\  Gif,  et  il  est,  par  conséquent,  absolument  sans  influence  sur 
les  considérations  ultérieures.  On  aperçoit  ainsi  qu'il  suffit  d'étu- 
dier l'élément  d'une  intégrale  triple,  au  lieu  de  celui  d'une  inté- 
grale quadruple. 


')  Folr  1NÖTHER,  Math,  yinnale/i,  t.  H,  loc.  cit. 
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Dans  le  même  sens  que  nous  avons  parlé  du  genre  d'un  con- 
nexe, on  peut  aussi  parler  du  genre  d'une  coïncidence.  Si  l'on  se 
figure  celle-ci  comme  l'intersection  de  deux  connexes  [m.,n)  et 
{m',n) 

/=  G      et     ^  =^  G, 

on  a  à  considérer  une  intégrale  double  (  *  )  dont  les  différentielles 
linéaires  correspondent  aux  deux  directions  d'avancement  qui  res- 
tent encore  possibles.  Ces  dernières  étant  représentées  par  d,  d', 
on  a 


et 


:/;..dxr 


2cp'>.,Y/.r,-f- 


lf!,^dUi=  G, 

1Ä/I'.r,  +  1/, 

l.rif^i=o, 

luJ,[.=  o; 

2f',i.(Illi=^  o, 

2^,',.f/'//,  +  2y 

2.r,-yV,^=  o, 

lH,fl.:=  O. 

o, 


rf',r/=  o. 


Chacun  de  ces  systèmes  d'équations  peut  être  envisagé  comme 
un  système  linéaire  relativement  aux  dérivées  des  fonctions  qui  y 
figurent.  Il  suit  alors  de  là,  d'après  des  propositions  connues,  que 
les  déterminants  à  deux  dimensions,  que  l'on  peut  former  avec  les 
séries 

/i ,  /,' ,  /,',  /^  /„',  /,;, 

T'-P         ?'î'         ?'.a'         ?".'         ?«-i»        ?'''ai 

sont   individuellement  proportionnels  aux  déterminants  à  quatre 
dimensions  de  la  matrice 


dx^        dx.2       dx.^       dui       dii^       du-^ 
d' x^      d' .r..2      d' x^      d' u^      d' u^      d' u^ 


Si  donc  nous  désignons  par©  une  fonction  entière  renfermant  les 
Xi  d'une  façon  homogène  à  l'ordre  m  -f-  ni' —  3,  les  Ui  d'une  façon 


(')  Voir  la  formation  correspondante  de  l'intégrale  simple  pour  l'intersection  com- 
plète de  deux  surfaces  dans  Cleiisch  :  Anwendungen  der  AheVschen  Functionen  auf 
Geometrie,  §  11  et  suiv.  {Journal  de  Grelle,  t.  G3).  II  peut,  du  reste,  y  avoir  aussi  des 
coïncidences  qui  ne  sont  pas  représentables  comme  intersections  complètes  de  deux 
connexes. 
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liomosrène  à  l'ordre  n  -h  n' —  3,  il  vient 


dl 


[I   (/xi     d' xi     Xi      o      (Il      «/Il 
I  dui     d'Ui      o      «/     hi     Pi  I  J,=,,,,3 


2  «/ f  ^;  +  E  bi  vj'„.      1,  v.i  r^\.^  +  2  Pi (a'„. 


difTérenlielle  complètement  indépendante  des  grandeurs  ni,  a,,  ht, 
ßi.  Le  facteur  du  numérateur  compris  entre  crochets  a  été  mis  là 
par  abréviation  pour  un  déterminant  à  six  dimensions  dont  il  est 
aisé  d'apercevoir  le  mode  de  formation  efi'ectif.  Si  maintenant  B  est 
déterminé  de  telle  sorte  que  l'intégrale  double  qui  tire  son  origine 
de  dl  reste  finie  pour  toute  portion  limitée  choisie  à  l'intérieur  de 
la  coïncidence,  le  nombre  des  coefficients  arbitraires  qui  res- 
tent dans  0  et  ne  peuvent  être  détruits  par  l'emploi  de  f=  o, 
(p  =  o,  est  égal  au  genre  tt  de  la  coïncidence  (  <  ).  On  a  donc,  en 
général, 

{m  -h  m'  —  I )  ( m  +  w'  —  2 )     (n  +  n'  —  i ](«-+-  //'  —  2  ) 


{m'  —  i){ni'  —  9.)     («'— i)(«'—  9.) 


2 


[m  —  I )  ( w  —  2 )     {"■  —  1  )  ( "  —  ^-  ) 

2        .  2 

Pour  simplifier  encore  l'expression  dl,  on  ne  peut  plus  ici  choi- 
sir des  directions  d'avancement  pour  lesquelles  tous  les  dxi  ou  tous 
les  dui  s'évanouissent;  mais  on  peut  faire  nuls  ou  bien  les  a,  a  ou 
les  b,ß,  et  l'on  obtient  alors,  pour  dl,  les  deux  représentations 

@.{.rff.rd'.r).{nhß) 
dl  — 


ibij:,.iôiû-ibi^.,.^pj:n 

&  .{il  du  d' ft]  .[.ma.) 

1  «,/.'ri  .l«if'^.—  1  ai  cp!,. . .  >•  V-if'^. 

Le  genre  d'un  couple  de  courbes  est  enfin  égal  au  nombre  qui, 
suivant  des  théories  connues,  appartient  comme  genre  à  l'une  des 
deux  courbes  du  couple  (liées  unidéterminativcment  l'une  à  l'autre), 

(•)  Le  second  nombre  générique  de  la  coïncidence  est  égal  au  genre  du  conple  de 
courbes  déternnné  dans  la  coïncidence /=  o,  çj  =  o  par  un  connexe  0  =  o  qui  doit 
satisfaire  aux  conditions  indiquées  dans  le  texte. 
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et  il  a  une  relation  connue  avec  les  intégrales  abéliennes  qui  cor- 
respondent à  ces  courbes  (p.  167  et  suiv.). 

Faisons  encore  observer,  en  finissant,  que  pour  les  différen- 
tielles ici  introduites  d'intégrales  triples  et  doubles  on  peut  aussi 
trouver  aisément  des  équations  exactement  analogues  à  l'équation 
différentielle  du  théorème  d'Abel  (').  Toutefois,  une  équation  de 
cette  espèce  ne  peut  être  immédiatement  employée  de  la  même 
façon  que  le  théorème  d'Abel  à  des  applications  géométriques, 
parce  que  les  propriétés  des  intégrales  algébriques  multiples  à 
limites  complexes  n'ont  pas  encore  été  étudiées  d'une  manière  ap- 
profondie. 

IV.  —  La  coïncidence  principale. 

Parmi  les  connexes,  il  en  existe  un  qui  a  une  importance  parti- 
culière :  c'est  le  connexe  linéo-linéaire  donné  par  l'évanouissement 
du  covariant  identique  Ux,  c'est-à-dire  par  l'équation 

(  1  )  (  itx^  u^x^  -f-  II, X.2  -V-  '(3 •»•3  =;  o ; 

nous  l'appellerons,  par  abréviation,  le  connexe  idejitique.  Dans  ce 
connexe,  à  tout  point  répond  l'ensemble  des  droites  qui  y  passent, 
et  à  toute  droite  l'ensemble  des  points  situés  sur  elle,  c'est-à-dire 
que  l'élément  du  connexe  identique  est,  en  général,  toute  combi- 
naison du  point  et  de  la  droite  en  situation  réunie.  La  courbe  K, 
qui  correspond  à  un  point  est  donc  le  point  lui-même  considéré 
comme  sommet  d'un  faisceau  de  rayons;  la  courbe  C|  qui  corres- 
pond à  une  droite  est  cette  droite  elle-même  considérée  comme 
base  d'une  série  ponctuelle. 

L'ensemble  des  éléments  communs  à  un  connexe  donné  ar- 
bitrairement /=  o  et  au  connexe  identique  m^=  o  fournit  une 
coïncidence  covariante  particulièrement  importante  pour  l'étude 
du  connexe  y=o;  nous  l'appellerons  la  coïncidence  prin- 
cipale du  connexe.  Dans  cette  figure,  à  tout  point  répondent 
/z  rayons  passant  par  ce  point  [rajons  de  coïncidence)  qui  sont 
les  tangentes  menées  de  ce  même  point  à  la  courbe  correspondante 


(')  Voir  NÖTIIER,  Math.  Annalen,  t.  Il,  p.  3oô  ;  note. 
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K„  ;  à  toute  droite  répondent  m  points  situés  sur  elle  {points 
fie  coïncidence)^  savoir  ses  points  d'intersection  avec  la  courbe 
correspondante  C«j. 

Ainsi,  à  tout  connexe  répond  une  coïncidence  principale,  mais, 
au  contraire,  il  existe  inversement  une  infinité  de  connexes  aux- 
quels répond  une  même  coïncidence  principale  [ni,n).  Si,  en 
effet,  f=^  o  est  l'un  d'eux,  tous  les  connexes 

•2)  /-f-  M«j.=  o, 

M  =  o  représentant  un  connexe  quelconque  (m  —  i,  ii  —  i),  com- 
prennent évidemment  la  même  coïncidence  ([ue  f.  Toutes  les 
recherches  suivantes  sur  la  coïncidence  principale  d'un  connexe/' 
sont  donc  également  vraies  pour  toutes  les  formes  mixtes  compo- 
sées, comme  dans  (2),  avec  /et  11^. 

La  coïncidence  principale  présente  un  intérêt  tout  particulier, 
tenant  à  ce  qu'elle  est  en  connexion  étroite  avec  les  équations  cHft'é- 
rentielles  algébriques  du  premier  ordre  (').  Si,  par  tout  point  du 
plan,  on  trace  les  n  directions  des  droites  qui  lui  correspondeni 
dans  la  coïncidence  principale,  et  qu'on  les  considère  comme  les 
éléments  d'arc  d'un  système  de  courbes,  on  pourra  composer  ainsi 
ime  famille  de  courbes  dont  n  passent  par  chaque  point,  et  les 
tangentes  desdites  courbes  en  ce  point  sont  les  n  rayons  qui  ré- 
pondent à  ce  dernier  dans  la  coïncidence  principale.  Pour  la 
recherche  des  courbes  qui  prennent  ainsi  naissance,  on  aura  à  in- 
tégrer une  équation  différentielle  qu'on  trouvera  de  la  manière 
suivante.  Nous  poserons  de  nouveau  y  ==  rt^'w".  Soit  u  une  droite 
passant  par  le  pointer  et  lui  répondant  dans  la  coïncidence  prin- 
cipale, en  sorte  que  f[a:,u)-=o  et  Ux=o.  Un  point  x -+- dx 
voisin  de  x  satisfait  alors  aux  équations 

^    U,/^^  «1  «■/.r,  +  U^clr^  H-  ll^flr^  r=:  o, 

en  vertu  desquelles  on  trouve  les  rapports  des  ui  égaux  à  ceux  des 


(')  L'emploi  du  mot  ordre,  clans  un  sens  difTérent  de  celui  qui  lui  a  été  attribué 
jusqu'ici  dans  le  texte,  ne  peut  entraîner  aucune  confusion.  Nous  entendons,  suivant 
l'usage,  par  équation  ditïérentielle  du  premier  ordre,  une  équation  dilTérentielIe  dans 
hiqueile  ne  fijurent  que  les  premières  différentielles  d.r^  ou  </«,,  celles-ci  pouvant 
d'ailleurs  entrer  à  une  dimension  quelconque. 

Clersch.  —  Géométrie,  III.  23 
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dcterminanls  formes  avec  les  xi  et  les  dxi.  Si  donc  on  introduit  ces 
derniers  dans/ou  dans/-f-M?ia-,  on  obtient  l'équation  différentielle 

On  peut  corrélativement  partir  d'un  rayon  u  et  de  ses  n  points  de 
coïncidence.  Si  l'on  mène  par  un  de  ceux-ci  un  rayon  u  -\~  du  voi- 
sin de  ^/,  il  se  trouvera  sur  ce  dernier  un  point  x  +  dx  qui  lui 
correspond  ;  partant  de  ce  nouveau  point,  on  peut  aller  plus  loin, 
et  l'on  obtient  ainsi  un  système  de  courbes  dont  m  touchent  une 
droite  quelconque.  Pour  leur  détermination  interviennent,  à  la 
place  des  équations  (3),  les  équations 

(  5  )  u^  =^  o,      ( du  );j  s^  Xi  du^  +  .r,,  du^  +  .r^  dii^  =z  o, 

et  l'on  trouve  ainsi,  parla,  au  lieu  de  (4),  l'équation  différentielle; 

(  6  )  /[  (  «  du),  u]  EEES  (  r/udu)'"  ri^  =  o. 

Ce  système  de  courbes  a,  par  conséquent,  la  propriété  que  la  tan- 
gente d'une  des  courbes  qui  le  composent  en  un  de  ses  points  est 
donnée  par  un  des  rayons  de  coïncidence  de  ce  point.  Mais  le  sys- 
tème de  courbes  donné  par  l'équation  différentielle  (4)  était  ca- 
ractérisé absolument  par  la  même  propriété  ;  les  deux  systèmes  sont 
doue  identiques.  L'équation  (6)  est  l' équation  différentielle  en 
coordonnées-lignes  pour  le  même  s j sterne  de  courbes  dont  l'équa- 
tion en  coordonnées-points  est  obtenue  par  intégration  de  l'équa- 
tion différentielle  (4).  Nous  appellerons  les  courbes  ainsi  repré- 
sentées courbes  de  coïncidence  jyrincipale  ou  couibes  intégrales 
du  connexe  f=  o. 

Les  équations  différentielles  algébriques  (4)  et  (6)  qui  se  pré- 
sentent ici  sont  les  plus  générales  de  leur  espèce  si  l'on  attribue  au 
connexey=  o  des  coefficients  généraux;  car  toute  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  à  coefficients  algébriques  peut  être 
obtenue  de  cette  manière.  La  connexion  entre  une  équation  diffé- 
rentielle donnée  à  deux  variables  et  entre  la  coïncidence  princi- 
pale d'un  connexe  peut  en  effet  évidemment  se  présenter  de  la 
façon  suivante  : 

Soit  donnée  entre  x,  y   et  p  z=.  -j-  une  équation    algébrique 
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o{x,  y,p)z=  o.  Mettons  L'cqualion  9  =  0  $ous  la  for  nu- 

(7)        •  f[^,X'~p,^p~  y)  =  o, 

ce  qui  peut  être  réalisé  d' une  infinité  de  manières.  Alors 

V./'s    x.^     Il,    n^l 

sera  loiijours  l'équation  d'un  connexe  dont  les  courbes  intégrales 
sont  données  par  l'équation  /=  o.  Que  l'on  pose  en  effet  de 
nouveau  w/=  [xdx)i  et  ensuite  Xs  ==:  i ,  r/xs  =0,  œ^^zx^  x  =j', 
l'équalion  (8)  se  change  de  nouveau  en  (7).  Au  lieu  de  (8),  on 
pourrait,  du  reste,  choisir  aussi  comme  équation  correspondante 
de  connexe  toute  équation 

./■a  «2 

conformément  à  la  circonstance  que  l'équation  (  •-  )  peut  être  formée 
d'une  infinité  de  manières  différentes. 

De  même  que  nous  avons  sous  les  veux,  dans  (4)  et  (G),  deux 
équations  différentielles  pour  les  mêmes  courbes,  de  môme  on  peut 
remplacer  toute  équation  différentielle  algébrique  par  une  autre 
qui  lui  est  équivalente,  et  simplifier  ainsi  souvent  l'intégration  (*). 
On  aura,  à  cette  fin,  à  ramener  d'abord  l'équation  différentielle  à  la 
forme  (7),  à  établir  le  connexe  correspondant  (8),  et  à  v  poser 
Xi=  [udu)i  au  lieu  de  «,•=  [xdx),-. 

Nous  traiterons  plus  tard  quelques  exemples  de  la  détermination 
des  courbes  intégrales  ;  nous  considérerons  seulement  ici  un  cas 
particulièrement  simple,  savoir  :  le  connexe  qui  est  représenté  par 
l'évanouissement  du  déterminant  fonctionnel  de  deux  formes 
o  zs^  a"^,  f^i  =  a",  et  de  la  forme  u^ 

(9)  (^'««)"'r*==x '=^o- 

Ce  connexe  donne  l'équation  différentielle 


(')  Des  considérations  aiialngiies  pour  l'espace  (ou,  en  d'autres  termes,  la  trans- 
formation d'une  équation  différentielle  donnée  en  coordonnées-points  en  une  équa- 
tion diirercntielle  eu  coordonnées  de  plans)  se  trouvent  dans  PlCc.kf.b,  System  der 
Geometrie  des  Raumes,  Düsseldorf,  iS'|f),  p.  27. 

•>r3 
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Ses  courbes  de  coïncidence  principale  sont  donc 

m  logi};  —  n  log  y  i:::^  l<^'g^> 

X  désignant  un  paramèti'e,  ou 

(lo)  ij/'"—  ).o«i-0. 

Et  par  là  est  en  même  temps  donnée  l'intégration  de  l'équation 
différentielle 

[av.u]  [audu]'"^  '^  [<:/Ludu)"^~^  riz  o; 

du  moins,  cette  intégration  est  fournie  par  la  solution  du  problème 
purement  algébrique  qui  consiste  à  établir  l'équation  des  courbes 
(lo)  en  coordonnées-lignes.  On  voit  sur  (lo)  que  par  tout  point  du 
plan  passe  effectivement  une  courbe  du  système,  tandis  que  toute 
droite  est  touchée  par  m  -\-  n  —  2  courbes.  En  effet,  l'équation  de 
la  courbe  (10)  en  coordonnées-lignes  serait  d'abord  du  degi'é 
'2[mn  —  i)  en  ^;  mais,  comme  la  courbe  ^  est  comprise  /«fois 
dans  le  système,  et  qu'ainsi  toute  droite  quelconque  a  un  contact 
d'ordre  m — i  en  chacun  de  ses  /z  points  de  rencontre,  l'équation 
en  coordonnées-lignes  devra  admettre  pour  chaque  ligne  la  racine 
«(m —  i)'P''^X  =  o,  et  semblablement  la  racine  77i[n  —  ij'P^^X  =  00  . 
Après  suppression  des  facteurs  correspondants,  elle  reste,  par  le 
fait,  du  degré 

2  ( mu  —  I  )  —  [m  —  1  ) «  —  ( «  —  I ]  w  1  u  m  -f-  «  —  2 . 

La  circonstance  que  dans  (10)  se  présentent  des  courbes  inté- 
grales algébriques  a  pour  cause  la  nature  spéciale  de  l'exemple 
choisi;  en  général,  on  obtiendra  des  courbes  transcendantes,  mais 
dont  encore  /i  passeront  toujours  par  un  point  quelconque,  et  m 
toucheront  une  droite  quelconque.  Donc  aux  nombres  /z,  7W  ap- 
partient, dans  ce  système  de  courbes,  une  signification  semblable 
à  celle  que  nous  avons  attribuée  plus  haut  dans  la  théorie  des  ca- 
ractéristiques aux  nombres  //,  p.'  (ou  [j.,  v),  et  effectivement  diffé- 
rentes propositions  relatives  à  ces  nombres  dans  les  systèmes  de 
courbes  algébriques  peuvent  être  transportés  immédiatement  au\ 
systèmes  plus  généraux  de  courbes  transcendantes  qui  sont  deßnis 
par  une  équation  dijfére/itielle 


/*[  r:,  j,   —  I  — ;  O,      OU  mieux     rt'"  {axflx)' 
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Menons,  par  exemple,  par  un  point  fixe  toutes  les  droites  possi- 
bles; chacune  d'elles  sera  touchée  en  m  points  par  les  courbes  du 
système,  et  l'équation  Xy=  o  du  lieu  de  ces^oints  de  contact  s'ob- 
lient,  par  élimination  de  u  entre  les  équations 

u^Tzo,     iiy--  o,     n'"u'^z=o, 

et  est,  en  conséquence,  donnée  par 


a^  [a:ryy 


Le  raisonnement  dualistique  conduit  de  même  à  l'équalion 

(12)  XI,,-rr^  {(■/«(■)'" //^' :---  O, 

et  nous  avons  ces  théorèmes  {^voir  t.  II,  p.  wq8)  : 


Le  lieu  (les  poinls  x  qui, 
complétés  par  leurs  lignes  de 
jonction  à  un  point  fixe  y  ^  for- 
ment des  éléments  d' une  coïnci- 
dence principale,  est  une  courbe 
de  l'ordre  m  +  n 


X, 


o, 


et  cette  courbe  a,  en  j,  un  point 
multiple  d'ordre  n. 


L'enveloppe  des  rayons  u  (jui, 
complétés  par  leurs  points  de 
rencontre  avec  un  rayon  fixe 
f,  forment  des  éléments  d'une 
coïncidence  principale,  est  une 
courbe  de  la  classe  m  +  n 

\\  —  o, 

et  cette  courbe  a  v  pour  tangente 
multiple  d'ordre  m. 


L'ordre  de  la  courbe  Xj=  o  dépend  donc,  en  réalité,  des  nom- 
bres m,  n  de  la  même  façon  que  la  courbe  définie  semblablement 
dans  les  systèmes  algébriques  dépend  des  caractéristiques  (j.,  [x' 
d'un  tel  système,  et  la  manière  dont  se  comportent  les  deux  courbes 
au  point  fixej^  est  également  la  même  (  *  ). 

Parmi  les  points  du  plan  sont  particulièrement  à  remarquer  ceux 


(')  On  a  de  même  pour  les  systèmes  de  courbes  transcendantes  cette  proposition 
qu'une  courbe  de  l'ordre  «'  et  de  la  classe  k'  est  touchée  par  k' n  -+-  n' m  courbes  du 
système;  '\yoir  Folret,  Sur  les  systèmes  généraux  de  courbes  planes  {Bulletin  de  la 
Société  mathématique  de  France,  t.  U,  p.  72  et  gG).  On  aperçoit  aussi  combien  les 
recherches  ultérieures  de  Fouret  sur  les  systèmes  simultanés  de  courbes  [ibid.,  t.  V, 
p.  19  et  i3o;  t.  VII,  p.  177,  et  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences, 
23  mars,  187^)  sont  en  relation  étroite  avec  la  théorie  des  connexes. 
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pour  lesquels  deux  des  n  directions  qui  en  sont  issues  se  confon- 
dent, et,  comme  cette  exigence  est  équivalente  à  une  condition,  il 
y  aura  un  nombre  infini  de  points  de  cette  espèce,  c'est-à-dire  que 
les  points  dont  il  s'agit  formeront  une  courbe.  On  obtient  de  même 
une  autre  courbe  comme  enveloppe  des  droites  pour  lesquelles 
deux  points  de  coïncidence  qui  leur  correspondent  sont  infiniment 
voisins  l'un  de  l'autre.  Si  deux  des  n  tangentes  menées  d'un  point 
X  à  la  courbe  correspondante  K«  doivent  coïncider,  il  faut  évidem- 
ment que  le  point  x  soit  situé  sur  K«  ;  si  donc  on  représente  en 
coordonnées-points  X  sous  la  forme  F(x,  X)  =  o  l'équation 
/(x,  u)  =  o  de  cette  dernière,  F(x,  x)  =  o  est  l'équation  du  lieu 
cherché.  On  obtient  le  lieu  des  points  x  qui  sont  situés  sur  leur 
courbe  correspondante  K«,  et  pour  lesquels  conséquemment 
deux  des  directions  d'avancement  homologues  de  la  coïncidence 
principale  se  confondent,  en  représentant  K^^  en  coordonnées- 
points.  On  obtient  corrélativement  V enveloppe  des  droites  qui 
touchent  leur  courbe  correspondante  C,„,  en  représentant  cette 
dernière  en  coordonnées-lignes  u. 

La  première  courbe  n'existe  naturellement  que  si  m  est  supé- 
rieur à  I,  la  seconde  si  n  est  supérieur  à  i  ;  les  cas  de  ni  =  i  et 
«  =  i  demandent  donc  à  être  traités'  à  part;  nous  y  reviendrons 
plus  tard. 

Pour  le  connexe  «^//f  =  o,  on  obtient,  par  exemple, 

F(,r,X)^rt^Z'^(aSX;i2, 

et  le  lieu  des  points  en  question  est,  en  conséquence,  donné  par 
la  courbe  du  quatrième  ordre 

F(.r,  .rJHS  njchjc[ixpxY-  -.  o. 
Pour  le  connexe  a^."«,  on  trouve 

et  conséquemment  la  courbe  du  sixième  ordre 

F  [x,  x]  =  albl[oLpxY z=i  o. 

Les  courbes  mentionnées  ici  se  rattachent  par  des  relations  par- 
ticulières et  très  importantes  aux  courbes  intégrales  du  connexe 


» 
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f=  o.  Considérons  les  points  situés  de  part  et  d'autre  de  la  courbe 
F(xy  x)  =■  o.  Pour  un  point  de  cette  dernière  elle-même,  deux  des 
branches  correspondantes  des  courbes  intéj^ralcs  se  confondent; 
donc,  d'après  les  lois  connues  de  la  continuité,  ces  branches  sont 
nécessairement  réelles  pour  les  points  placés  d'un  des  côtés  de  la 
courbe  F[XfX)  =  o,  imaginaires  pour  les  points  situés  de  l'autre 
côté.  Par  suite,  en  tout  point  de  F,  deux  branches  réelles  des 
courbes  intégrales  ont  la  même  tangente  sans  se  prolonger  au  delà 
de  ce  point,  c'est-à-dire  qu'il  se  produit  un  point  cuspidal  de  la 
courbe  Intégrale  {/ig-  4)-  Si  donc  on  fait,  en  outre,  le  raisonne- 
ment corrélatif  au  point  de  vue  dualistique  et  qu'on  prenne  la  réci- 
proque de  tous  les  deux,  on  peut  énoncer  les  deux  propositions 
suivantes  : 


Le  lieu  (  F  =  o  )  des  points 
qui  soîit  situés  sur  les  courbes  K« 
(fui  leur  correspondent  dans  le 
connexe  est  en  même  temps  le 
lieu  des  points  de  rehroussement 
des  courbes  intégrales  du  con- 
nexe (  '  ). 

Les  tangentes  de  rebroussemen 
partiennent  aux  points  de  F  =:  o, 


L'enveloppe  (F'=o)  des  li- 
gnes qui  touchent  les  courbes  C,,, 
qui  leur  correspondent  dans  le 
connexe  est  en  mente  temps  le 
lieu  des  tangentes  d'inflexion 
des  courbes  intégrales  du  con- 
nexe. 

t  des  courbes  intégrales,  qui  ap- 
envelopperont,  en  général,  une 


autre  courbe  *!>  =  o,    et  de  même  les  points  d'inflexion  de  ces 
courbes  décriront  une  nouvelle  courbe  ^'=o.  C'est  uniquement 


(')    Si    l'on    part    d'une   équation    différentielle    en   coordonnées    rectangulaires 
/(!>  >»»/')  =  0f  on  obtient  évidemment  la  courbe  F  =  o  en   formant  le  discriminant 


de /par  rapporta  la  variable/;  =  -jr  • 
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en  des  points  parliculiers  de  F  qu'il  arrivera  que  la  tangente  de 
rebroussement  correspondante  soit  en  même  temps  tangente  de 
F  en  ce  point,  comme  cela  a  lieu,  par  exemple,  pour  le  point  A 
dans  \si  fig.  4  (  M-  I^a"s  le  cas  seulement  où  des  conditions  parti- 
culières existent  entre  les  coefficients  de  l'équationy^  o,  il  pourra 
se  faire  que  la  tangente  de  tout  point  de  F  soit  aussi  tangente  de  la 
courbe  correspondante  K„.  Alors  F  est  touchée  en  chaque  point 
par  une  courbe  intégrale;  la  courbe  F  =  o  donne,  en  ce  cas,  une 
intégrale  singulière  de  l'équation  différentielle  /=  o,  ainsi  que 
nous  l'exposerons  plus  tard  avec  plus  de  détails;  cette  circonstance 
ne  se  présentera  d'ailleurs  pas  en  général. 

Des  lois  de  formation  indiquées  plus  haut  pour  F  et  pour  F' 
peuvent  aisément  se  déduire  l'ordre  ou  la  classe  de  ces  courbes, 
car  une  courbe  de  «''^■""'  classe  est,  en  général,  de  l'ordre  n[n  —  i), 
et  son  équation  en  coordonnées-points  est  du  degré  2(/î  —  i) 
piar  rapport  aux  coefficients  de  l'équation  en  coordonnées-lignes. 
On  trouve,  en  conséquence,  pour  l'ordre  de  F,  le  nombre 
{n  —  i)(2w  -I-  n),  et  pour  la  classe  de  F' le  nombre  [m  —  \)[ln->rin). 
Les  courbes  F  =  o  qui  se  présentent  ici  ne  sont  nullement  les 
courbes  les  plus  générales  de  l'ordre  {n  —  \)[o.in  -\-  «),  et  se  dis- 
tinguent, au  contraire,  par  diverses  singularités.  Pour  la  détermi- 
nation de  ces  dernières,  nous  examinerons  avec  plus  de  soin  la  re- 
lation entre  les  courbes  F  =  o  et  4>  =  o  ;  rappelons  que 

F  =  o  représente  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes 

intégrales  ; 
<Î5  zzz:  o  l'enveloppe  des  tangentes  de  rebroussement  de  ces  mêmes 

courbes. 

Les  deux  courbes  sont,  d'après  leur  définition,  rapportées  uni- 
dê terminât iuemejit  l'une  à  l'autre;  à  un  point  x  de  F  correspond 
comme  tangente  de  <1^  précisément  la  tangente  en  x  de  la  courbe 


(')  De  la  courbe  intégrale  tangente  en  A  se  sépare  ici  en  même  temps  une  droite. 
Cet  exemple  a  d'abord  été  emprunté  à  la  théorie  des  surfaces  du  troisième  ordre 
dont  les  courbes  asymi>totiques  se  comportent  ainsi  dans  le  \oisinage  de  la  courbe 
parabolique  (aWr  Klkis,  Math,  banalen,  t.  VI).  Nous  revenons,  dans  la  dernière 
Section,  sur  la  connexion  de  la  courbe  V  =^  o  avec  la  solution  singulière  de  l'équa- 
tion diflerentielle. 
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K„    qui   répond   à   x.    Or  line    telle   courbe    K„    a,    en   général, 

-/?(//  —  2)(«-  —  ())  points  doubles;  il  pourra  donc  arriver  en  un 

nombre  fini  de  points  du  plan  que  le  point  a:  coïncide  avec  nn 
point  double  de  la  courbe  K„  correspondante,  et' alors  il  lui  cor- 
respond deux  tangentes  dififérentes  de  cette  dernière  et,  par  consé- 
quent, deux  tangentes  différentes  de  $.  D'après  les  lois  de  la 
transformation  unidéterminative,  ce  fait  ne  peut  se  produire  que 
si  le  point  en  question  est  un  point  double  de  F.  Nous  détermine- 
rons, d'après  cela,  le  nombre  de  ces  points  doubles  à  l'aide  du 
principe  de  correspondance  de  Salmon  et  Zeuthen  (t.  II,  p.  108  et 
109),  ainsi  qu'il  suit. 

A  tout  point  .r  correspondent  x  ^^     n[n  —  :>. ) («-  —  9)  points j, 

savoir  :  les  points  doubles  de  la  courbe  K„  qui  répond  à  x.  Pour 
Irouver  le  nombre  a!  des  points  x  qui,  réciproquement,  répondent 
à  7%  nous  avons  à  chercher  le  nombre  des  courbes  R«  qui  ont  un 
point  double  en  un  point  donné  y .  Tout  ravon  u  passant  par  j) 
sera  touché  par  une  infinité  de  courbes  K«;  parmi  elles  figurent 
ni-  courbes  qui  touchent  z<  enj',  courbes  qui  correspondent  aux  m- 
points  X  déterminés  par  les  équations 

a'" u'â  --  o,      a'^  u'^  ^  Wa.^  o,      //,■--;  o,     "'v=  o. 

Donc  il  existe  encore,  en  outre, 

2  (  «  —  I  )  ni^  —  1  m-  =;  2  ri  ni  '  —  4  '"' 

courbes  K«  qui  sont  tangentes  à  u  et  passent  en  même  temps  par 
y.  A  chacune  de  ces  dernières  on  peut  encore  mener  de  yn  —  3 
tangentes  v  dont  les  points  de  contact  ne  sont  pas  situés  sur  u,  el 
ainsi  à  tout  rayon  /«répondent  im^[n  —  3)(/z —  2)  rayons  v  et  ré- 
ciproquement. Si  deux  rayons  correspondants  coïncident,  la 
courbe  K«  considérée  passe  une  seconde  fois  par  j,  c'est-à-diie  a 
en  y  un  point  double.  Or,  comme  deux  coïncidences  de  cette 
espèce  sont  produites  par  la  même  courbe  K«,  on  a  simplement 

v! ■=^im^'\n  —  ? )  { «  —  3 ) . 

Pour  trouver  le  nombre  a  -\-  ct'-h  ß  des  coïncidences  des  points  x 
et  r  dans  le  plan,  il  nous  faut  maintenant  obtenir  encore  l'ordre 
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ß  (le  la  courbe  parcourue  par  j  si  x  d'écrit  une  droite.  Or,  si  l'on 
pose  a:  =  ç  -h  îv/j,  l'équation 

(  flt  -+-  /  a.,,  )  '"  «  "  -_-  G 

représente  un  s\stènie  de  courbes  K„  dont  2m[n  —  i)  passent  par 
un  point  quelconque,  et  m  touchent  une  droite  quelconque.  Pour 
un  tel  système  l'ordre  cherché  est  immédiatement  donné  par  l'in- 
terversion dualistique  d'un  théorème  établi  par  Zeuthen,  d'après 
lequel  les  tangentes  doubles  des  courbes  d'un  système  de  C«  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe 

2«(«  —  '^)["  —  3)  w., 

s'il  y  a  parmi  elles  //  courbes  qui  passent  par  un  point  donné  et 
'>(/i  —  i)^jr  qui  touchent  une  droite  donnée  (  *  ).  Nous  trouvons, 
en  conséquence,  pour  l'ordre  du  lieu  du  point  double  j,  la 
valeur 

3  =  o.[n  —  2.)[n  —  3  )  nni . 

Le  nombre  des  poiiils  doubles  de  F  est  donc  finalement 

(l3)  V.  -r-  x'  -\-  3  -:  -  («  —  2)(«  —  3)[(2m-i-  «j^-f-  3«]. 

On  trouve  semblablement  que  le  nombre  des  points  de  rebrous- 
sement  de  F  est  égal  au  nombre  des  points  x  qui  coïncident  avec 
un  point  cuspidal  7  de  la  courbe  cori*espondante  K«.  On  a  ici 

y.-j^'iii'n  —  2   ,      a.'  Tzz  3m-[n  —  1], 

ce  dernier  nombre  s'obtenant  par  la  considération  d'une  corres- 
pondance 

[ ///-  [«  —  ?.],      o.m^-'n  —  2 )] 

entre  les  rayons  d'un  faisceau  quelconque.  On  trouve  enfin, 
d'après  les  recherches  de  Zeuthen  dont  nous  venons  de  parler, 

P  =  3ni/i[n  —  i), 

et  le  nombre  des  points  de  rebroussenient  de  F  — -  o  est  conséquem- 


(')  Fo/V  le  Mémoire  de  Zeuthen,  cilé  t.  IF,  p.  137  (11°  34,  p.  34o  de  ce  Mémoire). 
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vietil  égal  à 

(  1 4  )  3  (  //  —  2  )  (  «z*  +  mil  -4-  «  ) . 

Pour  déterminer  la  classe  de  O,  nous  partirons  des  formules  qui 
donnent  la  relation  unidétcrminative  des  tangente's  de  0  à  l'égard 
des  points  de  F.  Si  Aj^,t^lj=o  est  symboliquement  l'équation  en 
coordonnées-points  X  de  la  courbe  K„  qui  répond  h.  x,  ^i.  étant 
égal  à  ani[îi  —  i),  v  à  niji — i),  les  susdites  formules  de  trans- 
formation sont  évidemment 

((5)  p«,=  A|i.a;-Mv=y/(.r). 

En  premier  lieu,  les  trois  courbes  (j)/=:  o  passent  par  tous  les 
points  doubles  et  cuspidaux  de  F  =  o,  car  précisément,  six  est  un 
point  double  de  la  courbe  A;^.o,\4=o,  les  trois  grandeurs  ^i{x) 
s'annulent,  et  nous  avons  vu  qu'alors  F  a  un  point  double  en  x. 
Dans  nos  formules  générales  pour  la  transformation  unidétcrmi- 
native (p.  8),  nous  devons,  en  conséquence,  poser 


I' 


I  )  (  2  /«  H-  «  ] 


-  [n  —  2)  («  —  3)  [(2///  +  «j^-f-  3/i] 

4-  3  ( «  —  2 )  ( ///^  -r-  nin  -+-  n). 

Il  nous  reste  maintenant  à  chercher  le  nombre  <t  des  points  simples 
de  F  par  lesquels  les  trois  courbes  0'/:=  o  passent  simultanément. 
Parmi  les  courbes  K,,  en  nombre  doublement  infini,  il  y  en  aura 
une  infinité  simple  qui  posséderont  une  tangente  double,  et  les 
points  correspondants  x  formeront  une  courbe  P  =  o  qui  s'obtient 
par  élimination  des  «/  entre  les  équations 


et  est  conséquemment  de  l'ordre  3m(«  —  i)-'.  Il  existera  de  plus 
sur  P  un  nombre  fini  de  points  x  par  lesquels  passe  la  tangente 
double  de  la  courbe  correspondante  K„.  Ces  points  sont  situés  en 
même  temps  sur  F  =  o,  car,  pour  eux,  deux  des  n  rayons  corres- 
pondants de  la  coïncidence  principale  se  confondent  avec  la  tan- 
gente double,  et  à  leur  égard  ont  lieu  simultanément  les  trois  équa- 
tions 


car  la  langenLe  double  doit  être  considérée  comme  branche  comptée 
deux  fois  de  la  courbe  du  v'*-'"^  ordre  A^X^^o.  Les  cowbes  (s^i 
passent  donc  toutes  trois  par  les  points  ainsi  caractérisés.  Le 
nombre  de  ces  points  se  détermine  ainsi  qu'il  suit.  L'équation  de 
la  courbe  enveloppée  par  les  tangentes  doubles  s'obtient  par  éli- 
mination des  Xi  entre  les  équations  (17);  elle  €st  donc  de  la  classe 
3/7i^(/7  —  i).  Nous  avons,  en  conséquence,  sur  la  courbe  P  =  o 
entre  les  points  x  et  entre  les  points  de  rencontre  j  de  la  tangente 
double  correspondante  vine  correspondance 

[3/;/(«  —  i)-,      3/w^(//  —  i)]o. 

Le  nombre  des  points  cherchés  de  P  =^  o,  et  par  suite  aussi  le 
nombre  des  points  simples  de  F  =  o  qui  sont  communs  aux  o^,  est 
donc  égal  à 

(18)  3  m  (  «  —  I  )  (  /w  +  «  —  I  ) . 

On  doit  enfin  observer  que  les  courbes  cp/=:o  touchent  les  tan- 
gentes de  rebroussement  de  F  =  o  aux  points  de  rebroussement. 
Gomme,  en  effet,  d'après  ce  qui  précède,  là  courbe  F  ^  Aj^.a;^=  o 
a  elle-même  un  point  double  en  un  point  double  de  la  courbe  K„ 
qui  répond  à  x,  les  grandeurs  A|^„)l,[p  *X/  et  Afp~*A/X^  sont  propor- 
tionnelles entre  elles,  et,  par  conséquent,  on  peut  aussi  remplacer 
les  équations  (i5)  par 

(19)  p'«,==A.^-U,^A,-. 

Si  maintenant,  pour  un  point  de  rebroussement  x  de  F,  les  dxi 
sont  déterininés  par  l'équation  i^f/^=  o,  c'est-à-dire  par 

Ar'  -^;r'  [  f(  /^  -  ^  ^  ^L-  -^i  +  »  y--^  a^  a.^  a,/^  x^^.  -i-  v  (  v  -  i  )  a^  .i,f,,,]  =  o, 

où  les  quantités  i>i  désignent  les  coordonnées  de  la  tangente  de 
rebroussement,  la  tangente  de  <I>  qui  répond  à  x  est  déterminée, 
d'après  (i5),  par 

ou,  d'après  (19),  par 

p'  a,  =  A%-KV-'  [(  a  —  I  )  Arf^  .l>^  +  V  A^  A,,/^]  A/. 
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Nous  avons,  en  conséquence, 

(  p'  a  -i-  pv  ]  ttfij.  =:  v^Ij.      et      p"  «/  =  i>,/j. .  Vi  r—  o. 

De  fait,  ces  dernières  équations  expriment  que  les  courbes 
c&,(a:)  =  o  comprennent  aussi  le  point  a:-{-dx,  c'est-à-dire  tou- 
chent la  ligne  Vx^  o  en  x.  Dans  nos  formules  générales,  pour  la 
transformation  unidéterminative  (p.  8),  nous  avons  donc  à  prendre 
le  nombre  a  égal  à  la  somme  du  nombre  (i8)  et  du  nombre  des 
points  de  rebroussement 

(  20  )      (7  =  3m[n  —  i)[m  -h  /i  —  i)  -\-  'i[n  —  2  )  (  /w-  H-  itin  H-  «  ) . 

Par  suite  enfin,  la  classe  de  <i>,  eu  égard  à  (i6),  est  égale  à 

(21)  (  IX  -f-  V  )  A'  —  7  —  2  T  =:  m-  -+-  2  m/i  —  m  -i-  n     (  *  ) . 

Par  conséquent,  comme  la  classe  et  le  genre  de  la  courbe  4>  =  o 
sont  connus,  on  peut  aisément  calculer  le  nombre  de  ses  tan- 
gentes doubles,  car  il  ne  se  présentera  pas,  en  général,  de  tan- 
gentes d'inflexion;  nous  ne  développerons  pas  toutefois  ici  ce 
calcul. 

Par  interversion  dualistique  des  résultats  acquis,  on  obtient  les 
pi'opriétés  des  courbes 

F'=  o,  lieu  (enveloppe)  des  tangentes  d'inflexion  des  courbes  in- 
tégrales, 
^'=^  o,  lieu  de  leurs  points  d'inflexion. 

La  première  courbe  est  de  la  classe  [n  —  1  )  (  >.  /z  -h  /» ) ,  le  nombre 


(')  Ce  nombre  peut  aussi  se  trouver  de  la  manière  suivante.  Sur  toute  ligne  n 
menée  par  j  sont  situés  m  points  correspondants  x  de  la  coïncidence  principale, 
savoir  les  points  de  rencontre  de  u  avec  la  courbe  X^:-^  «■c'(a''7")"=  o;  de  chacun  de 
ces  m  points  partent  «  — i  autres  rayons  f  de  la  coïncidence  principale;  on  obtient 
donc  une  tangente  de  *  passant  parj  si  une  ligne  u  se  confond  avec  une  des  m{n  —  1 
lignes  correspondantes  r.  Or  les  lignes  i»  enveloppent  une  courbe  qui  sobtient  par 
élimination  des  x  entre  les  équations 

a^.'  {oLxj  )"  =0,     v^.=  0,     a'j.'^  v'I  —  o, 

et  est  par  conséquent  de  la  classe  (m-f-«)*.  Mais  de  cotte  courbe  se  sépare  le  pointj' 
comptant  m  fois,  et  elle  a  en  outre  un  point  multiple  d'ordre  n  en^.  On  peut  donc 
lui  mener  de  j  encore  ( ot  -1-  «)' —  m  —  « («  —  i)  —  m' -f-  •?  mil  —  m  -)-  //  tangentes,  et 
ce  nombre  est  par  suite  Ja  classe  de  <r. 
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de  ses  tangentes  doubles  est  égal  à 

-  [m  —  2)[m  —  3)[(2«  -4-  m)--\-3m], 

et  le  nombre  de  ses  tangentes  d'inflexion  égal  à 

3[m  —  9.){/i'^-h  nm  -\-  m). 
L'ordre  de  4>'  est  enfin  donné  par  le  nombre 
»^+  lum  —  n  -\-  m. 

On  peut  en  déduire  les  autres  nombres  pliickériens  des  deux 
courbes,  puisque  leur  genre  est  le  même,  et  que  *'=  o  n'aura  pas, 
en  général,  de  points  de  rebroussement. 

Nous  avons  ici  considéré  en  premier  lieu  les  courbes  F  et 
*  dans  leur  rapport  avec  l'équation  différentielle  de  la  coïncidence 
principale.  Indépendamment  de  ce  point  de  vue,  F  et  4>  peuvent 
évidemment  être  envisagés  comme  covariants  ou  conlrevarianls 
du  connexe  y=o,  ou  aussi  de  la  coïncidence  principale  de 
ce  dernier.  Mais,  comme  l'équation  difFérenticlle  des  courbes 
intégrales  est  liée  inséparablement  à  la  coïncidence  principale 
du  connexe,  on  pourra  parler  aussi  bien  d'invariants  fonction- 
nels de  l'équation  diff'érenlielle  que  d'invariants  fonctionnels 
de  la  coïncidence  principale,  et  les  formes  F,  <î>,  F',  ^'  nous  en 
offriront  les  exemples  les  plus  simples  (  '  ).  Ainsi  s'ouvre  un  nouveau 
point  de  vue  pour  l'étude  des  différentielles  algébriques  :  on  ne  se 
bornera  pas  à  essayer  leur  intégration,  mais  on  consacrera  une 
partie  de  son  attention  à  l'étude  de  leurs  invariants  fonctionnels, 
c'est-à-dire  à  la  question  de  savoir  ce  qui,  dans  la  théorie  des 
équations  différentielles,  dépend  des  transformations  linéaires,  et 
ce  qui  demeure  indépendant  de  ces  transformations. 

Mais,  ces  idées  une  fois  acquises,  on  ira  encore  plus  loin,  et  l'on 
fera  intervenir  les  transformations  unidéterminatives  générales, 
telles  qu'elles  ont  été  brièvement  considérées  plus  haut  (p.  3-6  et* 


(')  Les  expressions  dont  il  s'agit  ici  sont  difTérenles  àv  celles  que  M.  Halphen  a 
appelées  invariants  différentiels  {Sur  les  invariants  différentiels.  Thèse  pour  le  doc- 
torat; Paris,  1878).  Ces  derniers  sont  les  premiers  membres  des  équations  différen- 
tielles qui  se  reproduisent  sans  altération  quand  on  effectue  sur  les  variables  une 
substitution  honiographique  quelconque. 
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siiiv.),  à  la  place  des  transformations  linéaires.  Or  nous  devons  l'aire 
observer  que  toute  transtbrnialion  unidéterminative  de  la  forme 

(  2?.  )  0  >v  "  y,,  [.r.  II) ,      «rc/  =  4-,  [a:,  u) , 

qui  change  le  connexey"(  j:,  m)  =  o  en  un  connexe  F  [j,  v)  =  o,  ne 
change  pas  par  là  même  la  coïncidence  principale  du  connexe  /en 
la  coïncidence  principale  du  connexe  F,  car,  pour  la  coïncidence 
qui  provient  de  la  coïncidence  principale  de/",  la  condition  i^=  <» 
n'est  pas  nécessairement  satisfaite  en  soi.  La  coïncidence  principale 
de  F  tire  au  contraire  son  origine  de  la  coïncidence  détachée  de 
J=o  par  le  connexe»  E(p/4'/=  o.  Les  éléments  de  la  coïncidence 
principale  qui  sont  formés  dans^^^  o  par  les  points  et  les  tangentes 
d'une  courbe  xi"^)  ^^  ^  deviennent  donc,  en  général,  les  éléments 
d'un  Coupée  de  courbes  dans  F  =  o.  Si,  cependant,  la  substitution 
(a«)  est  de  telle  nature  qu'en  vertu  âe  f=  o  la  condition  M.t=  o 
soit  transformée  en  la  condition  i>y=o,  la  coïncidence  principale 
de  /  se  change  en  la  coïncidence  principale  de  F.  Le  couple  de 
courbes  provenant  d'une  courbe  X=o  a  donc  actuellement  la 
propriété  que  toute  tangente  de  l'une  des  courbes  du  couple  passe 
[)ar  le  point  correspondant  de  l'autre  courbe.  Mais  si  ces  deux  der- 
nières courbes  doivent  se  confondre,  c'est-à-dire  si  les  points  el 
les  tangentes  d'une  courbe  yj^x)  =  o  doivent  se  transformer  en  les 
points  et  les  tangentes  d'une  courbe  X(j')  =  o  (  '  ),  les  deux  con- 
dilions  Mx=  o  et  u,ix=^  o  se  changeront  respectivement,  par  suite 
de  notre  transformation,  en  Vy=  o  et  Vdx^=  o,  en  vertu  def=  o. 
(l'est  donc  dans  ce  cas  seulement  que  d'une  courbe  intégrale  du 
connexe  f  dérive  une  courbe  intégrale  du  connexe  F;  c'est,  par 
suite,  ce  cas  seulement  de  la  transformation  qui  présente  de  l'im- 
portance pour  l'éff nation  différentielle  en.  connexion  avec  la 
coïncidence  principale  de  f. 

C'est  seulement  par  rapport  à  ce  cercle  étroit  de  transformations 
algébriques  relatif  à  l'équation  différentielle  considérée  en  elle- 
même  que  l'on  peut  parler  an  genre  d' une  équation  différentielle, 
en  tant  que  l'on  applique  nos  considérations  antérieures  sur  les 


(')  Cette  dernière  pont  en  particulier  se  composer  d'un  point  et  des  rayons  qui  y 
passent;  elle  n'est,  il  est  vrai,  plus  représentaMe  alors  en  coordonnées  points.  Dans 
ce  cas,  le  point  se  présente  donc  comme  une  intégrale  de  l'équation  diflereutielle. 
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coïncidences  à  la  coïncidence  principale  de  /(p.  382).  Le  genre 
est  alors  un  nombre  qui  reste  toujours  invariable  dans  les  transfor- 
mations précitées. 

11  va  de  soi  qu'on  peut  établir  aussi,  pour  la  coïncidence  prin- 
cipale, les  différentielles  formées  plus  baut,  en  remplaçant  le  con- 
nexe 9  =  0  par  le  connexe  identique  Ux=  o.  En  posant,  de  plus, 
(rta),=  Ci  et  [b[ù)i=  yi,  on  obtient  simplement 

(=)    '.T.d.rd' x\u.,    _   &.[iidu(l' it)cr 

Nous  nous  proposons  maintenant  d'établi^'  les  conditions  auv- 
quelles  doivent  satisfaire  les  fonctions  9/,  «|/,  qui  figurent  dans  (22) 
si  les  courbes  de  coïncidence  principales  de /'doivent  se  transformer 
en  celles  de  F.  En  premier  lieu,  les  conditions  r, -- o,  ^Vj=^  o 
donnent  immédiatement  les  équations 

2  ep,-j/ ,•:;=:  o      Ot      2-^,-^/y/=:i;  O. 

Toutes  deux  doivent  avoir  lieu  comme  conséquence  des  équations 
fz=z  o,  i/x=  o.  f^a  première  conduit  à  l'identité  à  satisfaire 

La  seconde  équation  développée  donne 

;,4,        yy,,,i;r,,,,.,^,,yy^,,„^_„. 

Or,  comme  en  même  temps  ont  lieu  les  équations 

^.l'idlli---  o,         ^.T-iUi  -:^  G,         ^.Tif-^rE^:^  lllf'=^  O, 

on  peut  poser 

On  déduit  ensuite  de  /=  o  par  différentiation 

,  26 )  i/;, dXi  +  1/;,. du^  :r_^  o, 

et  de  là  résulte,  en  vertu  de  (aj),  puisque  ^u,f'ui=  o,  une  déter- 
mination de  X  seulement,  tandis  que  x  reste  indéterminé. 
Mais,  en  conséquence  de  l'équation 

0  =  1  iiif!„  ~  ;/,;  X d.r.  ] , 
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on  peut  aussi  poser 

(27)  c/j",  =  •/.  '  jci  +  ).'/;,. 

Si  l'on  porte  de  même  ces  valeurs  dans  (26),  il  reste 

(:>.8)  ().  +  V).2/;/,:.=  o. 

Nous  exclurons  d'abord  l'évanouissement  du  second  facteur. 
Cette  circonstance  ne  se  présentant  pas,  on  a  X  +  X'=  o,  et  l'équa- 
tion (24)  se  change,  à  cause  de  (aS)  et  (27),  en 

Par  conséquent,  si  l'on  a  recours  à  (23),  il  devra  encore  exister 
une  identité  de  la  forme 

i      A 

Les  équations  (23)  et  (29)  renferment  toutes  les  conditions  aux- 
quelles les  fonctions  ip/,  ^i  doivent  satisfaire;  on  peut,  par  suite  de 
leur  existence,  exprimer  immédiatement  deux  de  ces  fonctions  par 
les  autres. 

La  forme  de  la  dernière  équation  est  dissymétrique  par  rapport 
aux  (fi  et  aux  ^i.  Mais  la  circonstance  que  ces  fonctions  doivent 
être,  en  réalité,  soumises  à  des  conditions  symétriques  résulte  du 
caractère  dualislique  démontré  plus  haut  d'une  manière  générale 
pour  les  équations  diflerentielles,  et  par  le  fait  on  déduit  aisément 
des  équations  (23)  et  (29)  réunies  la  condition  qui  est  symétrique 
à  (29).  Si  l'on  soumet,  en  effet,  l'équation  (^3)  au  procédé 

àf_     à_  _df^  _d\ 
ou,,  àxk       dx,,  du,,)^ 

on  obtient,  dans  le  premier  membre,  deux  parties  dont  l'une  est 
le  premier  membre  de  (29),  tandis  que  l'autre  en  dérive  par  per- 
mutation de  cp  et  de  i|<  ;  mais,  dans  le  second  membre,  on  obtient  la 
forme  K"/"-}-  M"f/x5  c'est-à-dire  aussi  l'expression  symétrique  à 
(29)  semblablement  représentée.  c.   q.   f.  d. 

Les  conditions,  pour  (jue,  par  la  transj'ormalion  (22),  l'équa- 
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courbes  intégrales  de  J'=  o  se  change  en 


tion  différentielle  des 

l'équation  différentielle  des  courbes  intégrales  de  ¥  =  o  (  '  )  sofil 

donc  sous  forme  symétrique 


2a Zu^'  \0^k  àuf, 


(3o] 


11' 


dx,,  Ou,, 


ou,,  dx,, 

^  EL 

du,,  dx,, 


Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  étudier  le  cas  exceptionnel  où  déjà 
existe  une  équation 

dont  le  premier  membre  entraîne  à  sa  suite  par  son  évanouissement 
l'existence  de  l'équation  (28).  Nous  nous  proposons  de  montrer 
que  dans  ce  cas  il  n'y  a  pas  d'équation  diß'erentielle  proprement 
dite. 

Soient  d'abord  |j,  ti,  ^3,  "/ij,  'fi-i,  >Î3  des  grandeurs  quelconques; 
on  voit  que  le  produit 


•^1  /;. 

p 

"1  /; 

•^2  fû. 

S2 

ih  /:. 

^3  /; 

?3 

«3  /; 

s'annule  pour  tous  les  éléments  de  la  coïncidence,  car,  dans  le 
déterminant  qui  résulte  de  la  multiplication,  quatre  éléments  qui 
forment  un  rectangle  s'annulent  dans  notre  cas.  Il  faut  donc  que 
l'un  des  facteurs  du  produit  précédent  soit  nul,  c'est-à-dire  que 
l'on  a,  puisque  les  quantités  | ,  yj  sont  quelconques,  ou  bien 


(  3 1  )  x.j;,^  —  ■■^ifu,  =  o,   ^3/,;,  —  xj;,^  : 


•J,',, — ■^2/«, 


ou 

f32 


«2/4  —  «a/x,  =  O,   «3/;,  —  «,/,;  =  o,   «1/,;  —  K,/;, 

toujours  dans  la  supposition  dcy=  o,  na.=-  o. 


o, 


o» 


(')  On  peut  aussi  demander  que  cette  propriété  appartienne  à  la  transformation  (32) 
par  rapport  à  tout  connexe /=  o.  Cela  donne  ce  qu'on  appelle  les  transfonnationi 
de  contact.  (Voir  sur  ce  sujet  la  fin  du  présent  Volume.) 
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Considérons  actuellement  l'équation 

qui  représente  en  fonction  des  variables  y  le  produit  des  n  droites 
issues  de  x  dans  la  coïncidence  principale,  et  qui  donne  naissance 
à  l'équation  différentielle  si  l'on  remplace  les  ji  par  les  dxi.  Par 
la  substitution  «/=  {^j)ij  qui  satisfait  identiquement  à  la  condi- 
tion Uu:=  o,  les  équations  (3i)  se  transforment  en 

33  — -  =0,      --r-ü-  =o,     — ^=o. 

^  àfi  df^  o)/3 

Ces  équations  doivent  avoir  lieu  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs 
x,  j  relativement  auxquels  on  a  Xj=  o.  Si  donc  Xj  est  irréduc- 
tible, elles  sont  impossibles,  car  les  premiers  membres  des  équa- 
tions (33)  sont  d'un  degré  moins  élevé  que  X^  et,  par  conséquent, 
ne  sont  pas  divisibles  par  Xj.  Mais  si  Xj  est  réductible,  égal, 
par  exemple,  à  t|;.;(.  .  . ,  (];,;(,...  étant  irréductibles,  les  équations 
(33)  se  transforment  en 

dy  d^ 

■''■■ -w^  ■'■■■■  i^ -="■  ,■ 

Pour  des  valeurs  satisfaisant  à  l'équation  d  =  o,  cela  donne 

■'■■■  ôyr"' 

il  faut  donc,  ou  bien  que  l'un  des  facteurs  X'*  •  •  ^^^'^  égal  à  ^i,  ou 
bien  que  toutes  les  expressions  - —  s'évanouissent.  On  reconnaît 
ainsi  que  Xj  doit  avoir  la  forme 

X,  ne  renfermant  plus  les  j  .  Si  donc 

il  vient  i 

pour  la  forme  la  plus  générale  du  connexe  en  question. 
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Dans  un  semblable  connexe  (/«,  2 a),  à  tout  point  x  corres- 
pond une  courbe  qui  a,  en  ce  point,  un  point  multiple  d'ordre  o-, 
à  toute  droite  u  une  courbe  qui  est  touchée  par  cette  droite 
en  p  points,  tandis  que  ses  autres  m  —  'iç,  points  de  rencontre 
sont  situés  sur  une  courbe  fixe  a;^  =  o.  La  coïncidence  prin- 
cipale du  connexe  se  compose,  en  ce  cas,  de  la  courbe  singu- 
lière ^.  =  o,  enuisagée  comme  lieu  de  sommets  de  faisceaux, 
et  de  la  coïncidence  principale  [comptée  deux  fois)  du  con- 
nexe 4'*  =  o. 

Le  cas  dans  lequel  les  équations  (Sa)  se  présentent  à  la  place  de 
(3i)  est  simplement  la  contre-partie  du  précédent  au  point  de  vue 
dualistique. 

On  obtiendra  les  formules  pour  la  ti^ansformalion  unidétermi- 
native  sous  forme  non  homogène,  si  ^,  7;  désignent  les  nouvelles 
variables,  en  posant,  dans  les  formules  précédentes,  ^95=^^3, 
y-^=in^^.  On  a  alors 

o,  (pj,  (po  étant  des  fonctions  doublement  homogènes  des  séries  .r, 
j)  ,  I,  — /;,  I,  xp  - — j  (p.  38-).  La  manière  la  plus  simple  d'obte- 
nir les  équations  pour  les  Vi  consiste  à  former  --^  et  à  substituer  à 

1  ex])ression  -—^  qui  y  ligure  sa  valeur  déduite  de  —  =  o.  L  équa- 
tion/=o  se  change  par  là  en  une  équation  entre  |,  y;,  —  •  Nous 

avons  donc  sous  les  yeux  la  transformation  la  plus  générale  dans 
laquelle  les  nouvelles  variables  et  leurs  premières  dérivées  sont 
des  fonctions  des  anciennes  variables  et  de  leurs  premières  dé- 
rivées. 


V.  —  Exemples  relatifs  à  la  détermination  de  courbes  de  coïncidence 
principale. 

Dans  ce  qui  suit  nous  nous  proposons  de  donner  quelques 
exemples  d'intégration  de  l'équation  différentielle  des  courbes  de 
coïncidence  principale.  Ces  exemples  présentent  un  intérêt  parti- 
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culier,  en  ce  qu'ils  sont  pour  partie   en  connexion  avec  d'autres 
recherches  précédentes  ('). 

I.  Il  a  déjà  été  observé  plus  haut  (p.  35i)  que  le  connexe 
linéo-linéaire,  c'est-à-dire  le  connexe(i,  i),  fournit  immédiatement 
la  transformation  collinéaire.  Or,  comme  cette  dernière  peut  géné- 
ralement être  prise  (t.  I,  p.  326)  sous  la  forme  canonique 

le  connexe  général  aj:iu=  o  peut  aussi  être  réduit  à  la  forme  ca- 
nonique 

Mais  on  tire  de  là  l'équation  différentielle  {-) 

•/.,.ri(.r2<^/j:3 —  .T-^d-r^)-^  -/.^x^ix-^dxy  —  x^dx^)  +  v.^x^ix^dx^ —  J-2f/.r,)n=  o, 

OU,  après  une  transformation  simple, 

,  .  r/,r,  dx.->  dx^ 

(>'-2—  ■''■3)  —  +  (•''-3  -  y-i )  — '  +  (■''•1  —  "2 )-r  =  ^- 

Xi  .7  2  ./  3 

Par  suite,  l'équation  des  courbes  de  coïncidence  principale  du 
connexe  linéo-linéaire  est,  en  général,  de  la  forme 


Elles  sont  donc,  en  particulier,  algébriques  si  les  grandeurs  //sont 
entre  elles  dans  le  rapport  de  nombres  entiers.  Nous  reviendrons 
encore  sur  ces  courbes  en  étudiant  le  connexe  (1,  i). 

II.   Soient  quatre  coniques  indépendantes  les  unes  des  autres, 
données  par  les  équations 


(')  D'autres  exemples  concernant  quelques  cas  particuliers  de  la  coïncidence  prin- 
cipale du  connexe  (i,  2)  ou  (2,  i)  ont  été  donnés  récemment  par  MM.  DAniioux  et 
FouRET  {Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  2°  série,  t.  Il,  et  litil- 
letin  de  la  Société  inathématUique  de  France,  t.  VU). 

(*)  Cette  équation  différentielle  n'est  autre  que  l'équation  dite  de  Jacoiii;  en  offft, 
pour  X,  =  x,  ar,  =  _>-,  X,  =  r ,  elle  devient 

\.{xdy  —ydx^  —  M(fj+  N</.r  =  o, 
t 
dans  laquelle  L,   M,  N    désignent  des  fonctions  linéaires.  {Voir  Jacobi,  Journal  de 
Crelle,  t.  34  ;  Serret,  Cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  Paris,  18G8,  t.  Il,  p.  ^25; 
FouRET,  Comptes  rendvs  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  i5  juin  187^  .) 
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Dans  le  système  de  courbes  triplement  infini 

(  I  ]  •''-1  «!■  +  y-2 1>%  ■+-  y., 4  +  y-, dl=:o, 

il  existe  un  nombre  doublement  infini  de  courbes  qui  se  décom- 
posent en  deux  lignes  droites,  et,  pour  préciser,  il  y  a  pour  chaque 
point  du  plan  un  couple  de  droites  dont  le  point  double  se  trouve 
en  ce  point  lui-même,  fait  dont  on  s'assure  aisément  (et  qui  ré- 
sulte au  surplus  des  développements  algébriques  qui  suivent). 
Tous  ces  couples  de  droites  envelopperont  un  système  de  courbes  (') 
dont  deux  passent  par  un  point  quelconque;  nous  nous  proposons 
d'établir  d'abord  leur  équation  différentielle  et  de  l'intégrer  en- 
suite. 

Toute  ligne  u  du  plan  complétée  par  une  autre  ligne  u  forme  un 
couple  de  droites  de  notre  système  (i).  L'équation  de  la  ligne  u  se 
trouve  par  élimination  des  grandeurs  y.i  et  i^i  entre  les  équations 


y-if^u 

+  /.2 

^■>l-  + 

■''-3'?/7 

+  X4 

Jüc  = 

«/''/,- 

O  ^= 

^'x 

(«:- 

étant  égal  à 

2S«// 

XiXk,   . . 

.  )  SOUS  la 

form 

«u 

^n 

Cl, 

r/i, 

2«, 

o 

o 

«22 

b,. 

<^22 

^22 

o 

2  «2 

O 

«33 

/^33 

^33 

^33 

o 

O 

2//. 

(') 

«23 

Ä23 

^23 

^23 

o 

«3 

"2 

«31 

/-'31 

^31 

^31 

"3 

O 

«1 

«12 

^12 

^12 

d,. 

"2 

"l 

O 

o 

G 

O 

O 

.r, 

^2 

.rj 

Cette  équation  représente  un  connexe  (i,  2);  pour  u  constant, 
elle  est  l'équation  de  la  droite  t^  qui  correspond  à  u;  pour  x  con- 
stant, elle  donne  donc  une  conique  comme  enveloppe  des  lignes  u 
dont  les  lignes  correspondantes  (^  passent  par  x.  En  particulier, 
les  deux  tangentes  menées  de  x  à  cette  conique,  c'est-à-dire  les 
deux  lignes  de  la  coïncidence  principale  qui  répondent  à  x,  for- 


(*)  Ce  système  de  courbes  a  de  l'importance  pour  ce  qu'on  appelle  la  surface  de 
Steiner;  voir,  pour  la  suite,  Clebsch,  Ucber  die  Steiner'sche  Fläche.  (^Journal  de 
Çrelle,t.%l.) 
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ment  celui  des  couples  de  droites  de  notre  système  dont  le  sommet 
est  situé  au  point  x  lui-même.  L'équation  qui  dérive  de  notre  con- 
nexe (2)  par  la  substitution  Ui^{xdx)i  est,  par  conséquent, 
l'équation  différentielle  des  courbes  que  nous  cherchons. 

Celle-ci,  établie  directement,  apparaît  sous  une  forme  qui  ne  per- 
met pas  de  reconnaître  immédiatement  son  intégrale  ;  on  l'obtient 
sous  un  aspect  plus  approprié  au  but  par  le  raisonnement  suivant. 
Il  existe,  comme  cela  est  connu  par  des  développements  précé- 
dents (t.  II,  p.  107,  et  t.  I,  p.  368)  un  système  tangentiel  simple- 
ment infini  de  coniques  (  *  ) 

(  3  )  «J  -h  >  //|  =  o, 

qui  sont  toutes  harmoniquement  inscrites  à  toutes  les  coniques  du 
système  (i),  de  sorte  qu'indépendamment  de  X  ont  lieu  les  équa- 
tions 

(4)     nl-\-  la'l  =0,      bl-\-  1  hj  =  o,     c^-{-  Ic^  =  o,     ^^  +  Idf  =  o. 

Si  maintenant  un  couple  de  droites  doit  être  harmoniquement 
circonscrit  à  toutes  les  coniques  (3),  c'est-à-dire  appartenir  au  sys- 
tème triplement  infini  (i),  cela  signifie  que  les  lignes  u  et  ^  sont 
polaires  conjuguées  l'une  à  l'autre  relativement  à  toutes  les  courbes 
(3),  c'est-à-dire  qu'on  a  les  équations 


Si  l'on  élimine  entre  elles  et  entre  l'équation  ^^x=  o  les  quantités  p»/, 
on  olîtient  le  connexe  (2)  sous  la  forme  plus  simple  d'un  détermi- 
nant fonctionnel 

[aSx)iuu^=  o. 

Mais  les  courbes  de  coïncidence  principale  de  ce  connexe  nous  sont 
déjà  connues  par  un  exemple  précédent  (p.  38-);  ce  sont  précisé- 
ment, les  conif/ues  du  système  (3).  Ces  dernières  forment  donc  le 
système  de  courbes  cherché. 

III.  Nous  passons  à  un  exemple  dont  l'intérêt  est  accru   par 
la  circonstance  qu'il  se  réfère  à  un  connexe/" :=  o  à  l'égard  duquel. 


(')  Sur  les  autres  relations  algébriques  et  géométriques  entre  les  systèmes  (1)  et 
(3).  i)oir  aussi  les  Mémoires  de  Smitii  et  Rosanes,  cités  t.  Il,  p.  5/|8. 
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par  suite  de  f  =  o  et  Ux=o,  la  condition  ci-dessus  mentionnée 
\  — —  -  —  :==  o  est  satisfaite.  Soit  donnée  une  conique  a'].^^b-,.^cl=o 

^  ÔJCi  ou,  ~i  X         X         X 

et  une  droite  (^^1;=:  o  la  rencontrant  en  deux  points  séparés  (*  ).  En 
vertu  de  considérations  précédentes  (t.  I,  p.  gS),  la  conique 

(5)  («  +  lY[ouvY  .bl—  /\a  .  [auv]  ajc .  [buv]  h^=:  o 

représente  le  lieu  des  points  x  dont  la  ligne  de  jonction  au  point 
de  rencontre  de  u  et  u  rencontre  la  conique  «'^.=  o,  de  telle  sorte 
que  les  points  x  et  [u^)  déterminent  avec  les  points  d'intersec- 
tion de  la  conique  le  rapport  anharmonique  a.  Si  donc  nous  ajou- 
tons la  condition  iix=  o,  sur  la  ligne  u  se  trouveront  déterminés 
par  (5)  deux  points  formant  avec  x  et  [in^)  le  rapport  anharmo- 
nique a.  La  même  chose  a  lieu  si  nous  transformons  encore  l'équa- 
tion (5)  sous  le  bénéfice  de  la  supposition  11^^=0.  Or  on  a  iden- 
tiquement 

[bu(>]a^=2  [aiw]bx —  [ahv]u^-{-  [abii]v^, 

et   ensuite,    d'après   l'identité    (IV)    (t.    I,   p.   3a2),    à  cause   de 

■?.[abu]  [avu]b^v^=  [abiifv^. 
Par  conséquent,  l'équation  (5)  se  transforme  en 

(6)  («  —  \f[auvY.bl.-{-  7.a[nbuYv],z=i  o. 

On  reconnaît  immédiatement  que  chaque  courbe  C2  et  Ko  de 
ce  connexe  (2,  2)  appartient  au  faisceau  «^-t- >.ç'^.=  o,  c'est-à-dire 
est  tangente  à  la  courbe  /7^=  o  en  ses  points  de  rencontre  avec 
Vx=  O.  Il  existe  donc,  dans  le  connexe  (6),  un  seul  système  sim- 
plr??2ent  \nC\m  de  courbes  Ca,  et  de  même  un  seul  système  5î/7?/^/e- 
7nont  infini  de  courbes  Ko  identique  au  premier  (t.  I,  p.  147)-  ^ 
un  ensemble  simplement  infini  de  points  x  doit  donc  corres- 
pondre la  même  coui^be  Ko  et  à  tout  ensemble  simplement  infini 
de  droites  u  la  môme  courbe  Co.  Comme,  d'ailleurs,  chaque  droite 
du  plan  est  touchée  par  une  seule  conique  du  faisceau,  tous  les 
points  auxquels  correspond  la  même  courbe 

K^^^2(abn)^  —  l[arfc]^=  o, 
(')  Foir,  pour  ce  qui  suit,  le  Mémoire  de  Harnack,  cité  p.  igô  et  2t5. 
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en  vertu  de  (6),  forment  la  conique  (a  —  i)^^;.-j- aX('^=:  o,  de 
sorte  que  par  là  se  trouve  donnée  une  association  par  couples  des 
coniques  de  notre  faisceau.  Mais,  parmi  le  système  des  con- 
nexes (6),  on  doit  surtout  remarquer  celui  obteny  pour  a—  -    i 

(7)  f^0.[avu]Hl-.{abuY.l^-O. 
On  a,  en  effet,  l'identité 

/"+  '3.[abi>)  [a(>u)b^.u^=  2[(ar«)/ï^]', 

laquelle  exprime,  en  vertu  de  nos  explications  générales  (p.  4ö3), 

que,  par  suite  de  /— o,  i<^r=o,  la  condition  N  ~- -^  =  o  est 

satisfaite,  que,  par  conséquent,  dans  notre  cas,  tout  point  x  est 
situé  sw  la  courbe  Ko  correspondante,  et  que  toute  droite  u  touche 
la  courbe  Co  correspondante.  Il  suit  en  même  temps  de  là  que  les 
courbes  de  coïncidence  principale  du  connexe  (7)  comptées  deux 
fois  se  composent  de  celles  du  connexe  (^avu)aa:=  o,  c'est-à-dire 
(p.  387)  précisément  des  courbes  C2  ou  K.^  du  connexe  (7). 

L'équation  (6)  peut  aussi  être  déduite  d'un  certain  système 
d'équations  au  moyen  d'un  procédé  particulier  d'élimination,  et 
cette  manière  de  l'obtenir  conduit  immédiatement  à  l'établissement 
de  ses  courbes  intégrales  par  un  raisonnement  que  nous  expose- 
rons incessamment  avec  quelques  détails.  Si  l'on  pose,  en  effet, 
dans  (6),  Xi=  {udu)i,  on  obtient  l'équation  différentielle 

(8)  {a  —  iy-{aiwf  [buduy-  -h  :tu{abuy{vuduY=  o, 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  le  résultat  de  l'élimination  de  la 
quantité  D  entre  les  équations  du  second  degré  en  D 

[-'DK{abuY{cm-y--]-D.[abiiy-[vndu)    H-      [auduy—o, 

(9)    )' 

Mais  la  première  des  équations  (9)  s'obtient  encore  par  élimina- 
tion des  Xi  entre  les  trois  équations 

D.ax[af'u] -h  {du)^=:  o,     ol.=:  o,      u^z=o; 

et  nous  pouvons,  en  conséquence,  lui  assigner  facilement  un  sens. 
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En  effet,  la  quantité  D  est  définie  par  la  première  des  équations 
que  nous  venons  d'écrire  comme  étant  la  différentielle  de  troisième 
espèce  de  la  courbe  primitive  «^^  o,  différentielle  dont  les  infinis 
sont  situés  aux  points  de  rencontre  de  Vx=^  o  avec  a^=  o,  car,  en 
vertu  de  Mx=  o  et  u^^H-  (^du)x=  o,  on  a  (p.  189) 

U équation  en  question  donne,  d'' après  cela,  la  valeur  de  la  diffé- 
rentielle  D  aux  points   de   rencontre  de   la  courbe  primitive 
^  =  0  avec  Ux^=  o,  si  l'on  marche  d'une  ligne  u  à  une  ligne  voi- 
sme  u-\-du.  Par  conséquent,  (8)  est  la  condition  pour  que  D  et 

D  soient  en  même  temps  racines  de  la  première  équation  (9), 

c'est-à-dire  pour  qu'entre  les  racines  D<  et  D2  de  cette  équation 
existe  la  relation 

Dg+aDj— o, 

OU,  si  Wi,  w^  sont  les  valeurs  de  l'intégrale  w  = /D  aux  points  de 
rencontre  de  u  avec  «^=0,  pour  que  l'on  ait  l'équation 

(10)  «»2  +  afVi^  C, 

OÙ  C  désigne  une  constante  d'intégration. 

Actuellement,  on  peut,  comme  on  sait,  représenter  les  points  de 
la  courbe  a^=:o  comme  fonctions  rationnelles  du  second  degré 
d'un  paramètre  /.  =  e'",  çv  =/D  désignant  de  nouveau  l'intégrale 
logarithmique,  c'est-à-dire  que  nous  pouvons,  pour  un  point  x  de 
Co,  poser 

les  (fi  étant  des  fonctions  simplement  périodiques.  Si  maintenant 
entre  les  deux  intégrales  w^^  w^  appartenant  à  deux  points  x^j  de 
C2  existe  la  relation  (10),  il  vient  (7j'/=  ©/(C  —  açv),  et  les  coor- 
données de  la  ligne  joignant  les  deux  points  sont 

(11)  p«i=Ç>2(«').y3(C-    Kfl')—   ?3("')-?2(C  —  V.W), 

Mais  ces  lignes  de  jonction  enveloppent,  en  vertu  du  raisonnement 
par  lequel  nous  avons  déduit  les  équations  (8)  des  équations  (9), 
les  courbes  intégrales  du  connexe  (6).  Les  équations  (11)  donnent 
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donc  la  l'eprésentation  paramétjnqiie  des  courbes  intégrales  du 
connexe  (6);  si  l'on  élimine  entre  elles  les  grandeurs  w,  on  ob- 
tient l'équationdes  courbes  intégrales  elles-mêmes.  On  reconnaît 
immédiatement  que  ces  dernières  sont  algébriques  (et  alors  du 
genre  zéro)  si  a  désigne  un  nombre  rationnel,  qu'acnés  sont,  au 
contraire,  transcendantes  si  a  est  irrationnel.  Pour  toutes  les  va- 
leurs de  a,  la  courbe  ponctuelle  a-^=  o  et  la  ligne  double  v^=-  o 
donnenlune  intégrale  particulière  de  l'équation  (8)  en  coordonnées- 
points;  la  courbe  tangentielle  (abuY  =  o  et  le  couple  de  points 
(^ai>u)-=  o,  une  intégrale  particulière  en  coordonnées-lignes. 

IV.  On  aperçoit  immédiatement  la  connexion  qui  existe  entre 
ces  dernières  explications  et  nos  recherches  antérieures  relatives 
à  la  géométrie  sur  une  courbe  du  troisième  ordre  (t.  II,  p.  877  et 
suiv.),  car  alors,  comme  dans  le  cas  actuel,  nous  avons  utilisé  les 
relations  entre  les  couples  de  points  sur  une  courbe  pour  déter- 
miner les  figures-enveloppes  des  lignes  joignant  deux  points  cor- 
respondants (liés  par  une  relation  transcendante).  Nous  avons  re- 
présenté, dans  le  cas  que  nous  rappelons,  les  coordonnées  Ui  de 
la  tangente  comme  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre,  et  pour 
la  représentation  correspondante  sont  intervenues  dans  III,  d'une 
manière  analogue,  des  fonctions  simplement  périodiques.  Or,  de 
même  que  maintenant  une  relation  entre  les  valeurs  paramétriques 
de  deux  points  de  la  conique  permet  la  détermination  des  courbes 
intégrales  d'un  certain  connexe,  de  même  nous  pouvons  aussi 
emplo_)'er,  dans  les  courbes  du  troisième  ordre,  une  relation  cor- 
respondante pour  l'intégration  de  certaines  équations  différentielles 
algébriques.  Il  y  a  possibilité  de  le  faire  en  établissant  au  préalable 
l'équation  qui  fournit  les  valeurs  de  la  différentielle  de  première 
espèce 

{cxdv) 


aux  points  de  rencontre  d'une  ligne  Ux=  o  avec  la  courbe  primi- 
tive al.^=  o,  en  supposant  que  les  points  x  -f-  dx  soient  situés  sur 
une  droite  voisine  u-\-du,  équation  qui  correspond  alors  exacte- 
ment à  la  première  des  équations  pr(>cédentes  (9)  ('). 


(')  Voir,  pour  la  suite,  Harnack,  Math.  Annalen,  t.  IX,  p.  3i  et  suiv.  et  p.  318  et 
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Pour  établir  Féqualion  précitée,  noiis  avons  à  éliminer  les  gran- 
deurs Xi  et  dxi  entre  les  équations  suivantes  [voir  p.  194)  : 

Au  moyen  de  ces  dernières  équations  nous  pouvons  chasser  de  la 
première  les  dxi  en  posant  c/=  {ru)i,  les  77  étant  complètement 
arbitraires;  il  vient  alors,  en  vertu  de  Ux=  o, 

[cxf/x)  =  —  r^{du)^. 

Nous  pouvons  ensuite  remplacer  la  seconde  et  la  troisième  équa- 
tion par  une  autre  formée  d'une  manière  analogue  à  la  première, 
et  dans  laquelle  seulement  les  grandeurs  arbitraires  Si  figurent  au 
lieu  de  77,  car  précisément  les  deux  équations  ne  sont  équivalentes 
que  si  a^=  o  et  a'^a^x^  o.  Finalement  donc,  le  problème  revient 
à  éliminer  les  a?/ entre  les  deux  équations 

et  entre  Ux^=  o.  Le  résultat  est,  comme  on  sait,  donné  par  l'équa- 
tion [voir  t,  I,  p.  35o) 

(l3)  [pp    UY  .[tt'  uY  [pTllV  ,[p'  l7'uY=  o. 

Toutefois,  au  lieu  de  calculer  directement,  d'après  (12),  l'expres- 
sion qui  figure  dans  le  premier  membre,  il  est  mieux  de  procéder 
delà  manière  suivante.  Sur  la  ligne  7/^  =  0  sont  représentées  par 
ses  points  de  rencontre  avec  les  courbes  p^=  o  et  o-^=  o  deux 
formes  binaires  quadratiques;  le  résultant  de  ces  dernières  doit 
s'annuler  si  l'équation  (i3)  a  lieu,  mais  ce  résultant  se  confond 
avec  le  discriminant  du  déterminant  fonctionnel  des  deux  formes 
(t.  I,  p.  270),  et  les  deux  points  qui  représentent  ces  dernières 
sont  déterminées  sur  u^  par  les  intersections  de  la  jacobienne 
[pGu)px<yx'=-  O-  Si  donc  le  déterminant  cité  doit  être  nul,  la  co- 
nique [p(7ii)px0x=  o  devra  être  touchée  par  la  ligne  u^=o,  ou, 
en  d'autres  termes,  l'équation  (i3)  est  identique  à  l'équation  en 


suiv.  Dans  le  Mémoire  déjà  cité  du  même  auteur  {ibid.,  p.  407),  on  voit,  entre  autres 
choses,  comment  l'équation  précédente  dérive  de  celle  que  nous  avons  à  considérer 
maintenant  si  la  courbe  C,  se  décompose  en  une  conique  et  en  une  droite. 
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coordonnées-lignes  de  cette  dernière  conique  rapportée  aux  coor- 
données iii.  Or,  dans  notre  cas,  on  a,  d'après  (12),  0  étant  égal  à 


—  uA  j{  rs  du  )[du)^-\ <7^  (  eus  )  (  au  du  )  D    • 


Négligeant  le  facteur  [rsu)  qui  renferme  les  grandeurs  arbitraires 
/•,  5,  nous  avons  à  former,  en  vertu  de  Ma==  o>  l'équation  en  coor- 
données-lignes de  la  conique 

[du)l.-\-  al.laudu)D  -+-  ©D^^r  o, 

et,  eu  égard  aux  équations  (5)  et  (6)  de  la  page  280,  t.  II,  celle-ci 
est  donnée  par 

(i4)  D^F  +  3D.©'-t-2/'z=o, 

où  ©',/'  sont  ce  que  deviennent  0,  /"si  l'on  pose  Xi=  [udu)i  et 
où,  par  conséquent, 

©'=  [abuy-[audu)[budu),     f—  [auduf 
et 

Y-=  {abuY[ceuYacu][beu). 

La  circonstance  que  dans  l'équation  (i4)  I0  coefficient  de  D- 
doit  s'annuler  était  à  prévoir,  d'après  le  théorème  d'Abel;  car  ce 
coefficient  est  proportionnel  à  la  somme  des  trois  valeurs  de  D 
aux  points  d'intersection  de  a^.  =  o  avec  iiu=  "  (  '  )• 

Actuellement  nous  serons  ramenés  de  l'équation  (i4)  à  notre 
point  de  départ  par  les  réflexions  suivantes  :  si  l'on  suppose  entre 
les  racines  D,,  Do,  D»  de  celte  équation,  en  outre  de  l'équation 
du  théorème  d'Abel  D,  -f-  Do  -f-  D3  :=  o,  une  seconde  relation  li- 
néaire 

///iDj-f-  W2D2+  '"3^3^^  o 

(dans  laquelle  les  quantités  riii  désignent  des  nombres  quelcon- 
ques rationnels  ou  irrationnels),  o^u  bien  encore,  en  ayant  égard  à 


{')  Foir  la  noie  2  de  la  p.  195. 


4l4  TOMli    III.    —   CllAPnnE    11. 

la  première  relation,  la  suivante 

(i5)  Di  —  pD^^:  o  avec  p  = 


en  même  temps  que  (i4)  sera  satisfaite  la  eondition 

P^D^Fh-  3pD.©'+2/'=o; 
et  l'élimination  de  D  entre  ees  deux  équations  donne 

/     r\  -^  r,^  3c-  —   2       ,„  ,  ,       ,    ,    2      p-  +  Ö  -t-  I 

1 6  F/'  -  H , —  0  3  —  G ,  (7  étant  egal  ;i  -  •  '-— -^ ^ 

^  3      p  (  p  -l-  I  ) 

où  l'on  peut  aussi  substituer  à  p  les  valeurs 

I  /»,  —  m,  1  +  0  ;//,  —  m 


I  -f-  p  ///o —  '"i  P"  "'3 —  '"2 

m 

sans  changer  la  valeur  de  a.  L'équation  (i())  est  l'équation  diffé- 
rentielle relative  aux  courbes  de  coïncidence  principale  d'un 
connexe  (6,  6)  dont  l'intégration  est  ramené  en  vertu  de  (i5)  à 
une  quadrature,  ainsi  qu'on  le  reconnaît  immédiatement  par  ana- 
logie avec  l'exemple  précédent. 

Nous  pouvons  encore  écrire  l'équation  du  connexe  (6,  6)  sous 
une  forme  un  peu  différente.  En  effet,  sur  la  ligne  «^.=  0  se 
trouve  déterminée  par^  =;  o  une  foi'me  binaire  du  troisième  ordre 
dont  la  forme  hessienne  est  déterminée  par  la  conique  0  =  o  et 
dont  le  covariant  cubique  l'est  par  la  courbe 

Q  EHS  ( ahu)-  ( eau )  c^.  b^  -=  o 

(t.  II,  p.  278  et  suiv.).  Or,  entre  la  forme  binaire  primitive  /*,  sa 
forme  hessienne  A,  son  invariant  R  et  son  covariant  Q,  existe 
l'identité  (t.  I,  p.  277) 

-2Q2=R/2+A^ 

Entre  les  formes  ternaires/",  0,  F  et  Q  existe  donc  aussi,  en 
vertu  de  iix^=  o,  l'identité 

(17)  e3  +  Fy2^__2Q5, 

et  par  conséquent  (16)  donne  aussi  l'équation  différentielle  des 
courbes  de  coïncidence  principale  pour  l'autre  connexe 

(18)  2a^Q-+ (a^— 3(7 +  2)0^=.o. 
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Nous  pouvons  donc  finalement  énoncer  le  lliéorème  sui- 
vant :  • 

Les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  fondanienlale  du 
troisième  ordre  étant  représentées  par  des  fonctions  dou- 
blement périodiques  '^i[v)  d'un  paramètre  u,  on  obtient  la 
représentation  paramétrique  des  tangentes  des  courbes  de 
coïncidence  principale  du  connexe  (18)  en  composant  auec 
les  coordoJinées 

de  deux  points  de  la  courbe  fondamentale  ayant  pour  arguments  v 
et  pv  -\-  c  les  coordonnées  Ui=  {xj-)i  de  leur  ligne  de  jonction; 
le  connexe  correspondant  est  alors  caractérisé  par  lu  xmleur  de 

p  \ou  de  — ('  +  o)> 6t  de  leurs  inverses     et  la  constante 

d'intégration  est  donnée  par  c. 

Pour  des  valeurs  générales  du  module,  les  courbes  de  coïnci- 
dence principale  ne  sont  algébriques  que  si  p  est  un  nombre  la- 
tionnel,  et,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  précédemment  (t.  II,  p.  882), 

elles  sont  de  la  classe  2(7«-  -h  mn  -\- n-)  si  p  =^  —,  m  el  Ji  étant 

des  nombres  entiers.  Elles  sont  donc,  en  particulier,  de  la  sixième 
classe  pour  p  =■  i,  c'est-à-dire  pour  le  connexe  Q  =  o  (*),  et  les 
courbes  de  coïncidence  principale  de  ce  dernier  présentent,  à 
l'égard  des  systèmes  de  couples  de  points  de  Steiner  sur  la  courbe 
prinùtii^ef^i  o,  la  relation  exposée  ci-dessus  (t.  II,  p.  38i).  Toute- 
fois, pour  p  =  i,  on  doit  encore  tenir  compte,  comme  solution 
improprement  dite,  de  la  condition  F  =  o,  car  le  discriminant  de 
l'équation  (i4)  est  en  premier  lieu  égal  à 

F(03+F/^)  =  -2FQ^ 

Pour  le  connexe  0  =  o,  il  vient  en  particulier  p--{-  p  -h  1  =  g, 


(')  Pour  ce  qui  concerne  le  problème  d'élimination  qui  fournit  l'équation  de  ce 
système  de  courbes  en  coordonnées-points  et  en  coordonnées-'lignes,  voir  Harnack, 
loc.  cit.,  p.  226  et  a33. 
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et  p  est  en  conséquence  égal  à  une  racine  cubique  imaginaire  de 
l'unité  ;  les  courbes  de  coïncidence  principale  sont  donc,  en  gé- 
néral [c'est-à-dire  abstraction  faite  de  valeurs  particulières  du 
module  ),  transcendantes. 

Sur  toute  tangente  d'une  courbe  intégrale  du  connexe  Q  =:=  o,  le 
point  de  contact  de  cette  tangente  et  ses  trois  points  de  rencontre 
avec/.=  o  sont  situés  harmoniquement,  et,  de  plus,  le  point  de 
contact  de  la  tangente  d'une  courbe  de  coïncidence  principale  de 
0  =  0  est  équianharmonique  par  rapport  aux.  points  en  question 
àe  J  =:^  o  (t.  I,  p.  280).  On  peut,  d'une  manière  tout  à  fait  ana- 
logue, caractériser  aussi  les  courbes  intégrales  d'un  connexe  quel- 
conque du  système  (18)  par  une  relation  anharmonique.  Si,  en 
effet,  sur  le  terrain  binaire,  un  point  ayant  pour  coordonnées 
X(=:o,  X2=o  doit  foi'mer  avec  les  points-racines  d'une  forme 
cubique  a^=  «o''-.  H- 3rt,  z^KoH- 3<7o)i,x^-f- a3)ci|  le  rapport  anhar- 
monique a,  on  a  à  établir  la  condition  pour  que  la  forme  biqua- 
dratique  correspondante  possède  le  rapport  anharmonique  a, 
c'est-à-dire  qu'il  faut  former  pour  cette  dernière  forme  les  inva- 
riants i  et 7.  On  trouve,  pour  ces  derniers  (t.  I,  p.  875), 

3  3 

i=z~[a\  —  a.2aQ\     y  =  —  g  (  2rtJ  ^  a^  ^3  —  da^ciia^). 

Mais  les  covariants  A  et  Q  de  a^  se  changent  en  ces  formes,  à  part 
des  facteurs  numériques,  si  l'on  y  fait  xj  =  i ,  Xo  =  o  ;  donc,  comme 
nous  avons  affaire  à  des  relations  invariantes,  nous  devons,  d'une 
manière  générale,  poser 

M  désignant  une  grandeur  indéterminée,  et  la  condition  cherchée 

devient  ('  ) 

A»  _  _  (1  —  «  +  «^)^ 

Q;'^"      (H-a)'^(2  — a)-^(l  — 2a)^' 

Cette  équation  est  enfin  identique  à  l'équation  (18),  sous  la  condi- 
tion de  remplacer  A  par  0,  d'entendre  par  Q  le  connexe  corres- 


(')  CeUe  même  équation  se  déduit  de  la  tliéorie  de  la  représentation  typique  des 
formes  binaires.  {_Voir  Clebsch,  Theorie  der  biitüren  algebraischen  Formen,  p.  35 1). 
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pondant  ày=  o,  de  poser  a  =  —  p  et  d'introduire  cr  au  lieu  de  p. 
Par  conséquent, 

Les  tangentes  des  six  courbes  de  coïncidence  principale  du 
connexe  (i8),  qui  passent  par  un  point  quelconque  x,  coupent  en 
ce  point  la  courbe  /'=.  o  en  trois  points  qui  forment  avec  x  le 
rapport  anhaimonique  —  p. 

Par  ce  théorème  se  trouve  caractérisée  géométriquement  la 
classe  entière  des  connexes  dont  les  courbes  intégrales  sont  ainsi 
en  connexion  simple  avec  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce 
d'une  courbe  du  troisième  ordre. 

VI.  —  Le  connexe  du  premier  ordre  et  de  la  première  classe. 

Le  connexe  du  premier  ordre  et  de  la  première  classe  a  seul  été 
étudié  jusqu'ici  d'une  manière  approfondie,  soit  sous  le  rapport 
géométrique  [où  il  représente  une  collinéation  [voir  p.  35i)], 
soit  sous  celui  de  la  théorie  des  invariants.  Le  second  ordre  d'idées 
nous  donne  de  nouveaux  points  de  vue  pour  la  théorie  des  trans- 
formations linéaires  que  nous  avons  considérée  jusqu'ici  plutôt 
géométriquement  (t.  I,  p.  3i  i);  nous  chercherons,  pour  cette  rai- 
son, à  mettre  surtout  en  lumière  les  théories  algébriques  ('  ). 

Soit 

(  I  )  /=  a^  lu^  b^u^^...^^ll  aïk  UiX^  =  o 

l'équation  du  connexe  donné,  avec  aik^aki\  la  collinéation  corres- 
pondante (/étant  supposé  égal  à  pUy)  est  donnée  parles  équations 

(  2  )  p J7  =  O/i  oc^  -H  rt,-2 x^  -H  a/3.r3, 

ou  en  coordonnées-lignes  (/étant  égal  à  ovx)  par  la  substitution 
transposée 

(3)  (7  «/^=  «,,(',  -f-  «2,  «'2  H-  f'^i^'-i- 


(«)  Voir,  pour  ce  qui  suit,  spécialement  Olebsch  et  Gordan,  Math.  y4nnale/i,  t.  1, 
p.  3Jç)  et  suiy.  Il  est  démontré,  entre  autres  choses,  dans  ce  travail,  que  les  invariants 
fonctionnels  mentionnés  plus  loin  au  tests  forment  le  système  complet  Aq  f. 
Cleiiscii.  —  Géométrie,  111.  2^ 
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Si  CCS  équations  doivent  représenter  une  collinéation  propre- 
ment dite,  il  faut  que  leur  déterminant  A  ne  soit  pas  nul;  le  dé- 
terminant est  donc  en  toute  hypothèse  un  invariant  du  connexe 
(i,  i).  On  peut,  d'ailleurs,  l'exprimer  par  des  invariants  moins 
élevés,  car  si  nous  posons 

et  que  nous  ayons  égard  à  ce  que  symboliquement 


«la,      «1^2     '^lO'-s 

b^Pi      hß2      Ihp, 


«1^2  Ca' «37), 


on  déduit  de  là,  en  permutant  de  toutes  les  manières  les  couples 
de  symboles  ax,  eß,  cy,  et  prenant  le  sixième  de  la  somme, 


ahc)[.ßy) 


+  2  «2  —  3  h\ 


Or  tous  les  autres  invariants  de  f  peuvent  s'exprimer  aussi  par 
les  trois  invariants  du  degré  moins  élevé  i,  ?, ,  I2  q"i  figurent  ici, 
car  le  connexe  ne  dépend  que  de  deux  constantes  absolues,  et  ne 
peut,  par  suite,  admettre  que  deux  invariants  absolus,  c'est-à-dire 
trois  invariants  indépendants  les  uns  des  autres.  En  effet,  ^  peut, 
en  général,  être  amené  à  la  forme  canonique  (comp.  p.  4^5 ) 

(5)  /=  •/-iX,Ui+  /.2X2U2-+-  -/.3X3U3, 

dans  laquelle  sont  comprises  deux  constantes  absolues  seulement. 
Nous  allons  immédiatement  former  les  trois  invariants  pour  la 
forme  canonique  (5);  on  apercevra  en  même  temps  sur  cette 
forme  qu'ils  sont,  en  général,  indépendants  les  uns  des  autres.  La 
méthode  la  plus  simple  est  d'introduire  préalablement  les  formes 
mixtes  covariantes 

on  obtient  en  effet  alors,  pour  les  invariants  en  question,  les  lois 
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de  formation  non  symboliques 

'^'       '-Zo.r,du;  ''-Zà^^^'  ''~Z^vÄ' 

Mais,   dans  la  forme  canonique,  il  vient  d'abord,  d'après   (5) 

et  (6), 

et  par  suite,  d'après  (7), 

(9)       /=  y.i+ -/.2+ X3,     ii  =  -A.l-h-/.l-{--^l,     i2=-/.l-^  y-l-i-^l. 

Nous  connaissons,  d'après  cela,  trois  fonctions  symétriques  des 
grandeurs  x,,  X2,  y.^,  et  nous  pouvons,  en  conséquence,  établir 
une  équation  du  troisième  degré  dont  ces  dernières  sont  les  ra- 
cines. On  trouve,  en  effet, 


xiy.2-)-  y-ï-ts-i-  ■<'.3''-i 


i^  —  3  n'i  -+-  2  i 


Pour  la  détermination  de  Zj,  Xj,  /.3,  on  a  conséquemment  l'équa- 
tion 


Y."  —  ■/.-  .1 


'&^-  —  g('^— s^i-H-î/a; 


que  nous  avons  précédemment  (t.  I,  p.  325)  trouvée  sous  la  forme 


«,1  — 

A 

«12 

a 

«21 

«22  —  •'' 

a 

«31 

«32 

«3.  - 

Après  que  l'on  a  déterminé  jc,,  v-î,  X3,  on  peut  aisément  établir  la 
transformation  qui  ramène  le  connexe /à  la  forme  (5);  il  suffît, 
pour  préciser,  de  calculer  les  produits  des  quantités  X/,  Uj  au 
moyen  des  trois  équations  (5)  et  (8).  Si  l'on  désigne  le  détermi- 
nant de  ces  trois  équations  par  K,  il  vient 

/   K.UiX,=  (x2— X3)[(-/2+X3)/— y-^y-a«^— /i], 

(12)  j     K.UjXj=(x3—  X,)[{X3-+-X,)/—  XjX,//^— /,], 

(     K.U3X3=(>C,—  X2)[{x,  +  >Cj)/—  y.,X2tt^— /,], 
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IV —      -"-i      --.g       A3      — i^A2 — '-s  M  "3 — '-iM'-i — "aj- 

-.2  2  2 

/.  j         /-  2         /-  3 

Les  équations  (12)  déterminent  les  coefficients  de  substitution 
cherchés  à  l'aide  des  racines  de  (11),  autant  que  cela  est  ici  pos- 
sible et  nécessaire,  c'est-à-dire  en  ce  sens  que  tous  les  coeffi- 
cients de  la  même  fonction  X;  ne  se  trouvent  déterminés  que  sauf 
un  facteur  commun  quelconque  dont  la  valeur  inverse  se  présente 
dans  les  coefficients  de  U/. 

Les  éléments  communs  des  trois  connexes  qui  interviennent  ici 
f=  o,y,  =  o,  Ux=  o  forment,  d'après  nos  explications  générales, 
un  couple  de  courbes  du  troisième  ordre  et  de  la  troisième  classe 
(p.  356)  dont  la  courbe  d'ordre  et  la  courbe  de  classe  sont  respec- 
tivement données  par  les  équations 


3) 


y-=HEE  [a^a:]a^Cxh., 


àf  df,    dii^ 


=  o. 


;^  [a bu]  itaiiyb. 


^  0-f\    ÔXç^     ÔX.2 


Il  résulte  de  là  pour  la  forme  canonique,  si  /-  désigne  le  détermi- 
nant de  la  substitution  (12),  lequel  doit  être  ajouté  ici  à  cause  des 
lacteurs  entre  parenthèses  (aßx)  ou  [abu)^ 


=:7\XiX2X3(-/'.2—  •/.3)(-/3—  V-i][v-i—  Xj), 


-  >'-3)("''-3—  •''l]("''-l—  •''■2)- 

Chacune  des  formes  cubiques  ce,  ^||  5e  décompose  donc  en  trois 
facteurs  linéaires  qui  représentent  respectivement  les  côtés  et  les 
sommets  du  triangle  de  base.  La  décomposition  de  ces  fonnes  en 
leurs  facteurs  (t.  II,  p.  35o)  est,  par  suite,  déjà  donnée  par  la 
transformation  (12). 

La  signification  géométrique  du  connexe /"<  =  o  est  immédiate- 
ment visible  sur  la  forme  canonique;  il  représente  la  collinéation 


•/.jX] 

•/.2X2    V.3X3 

f  =  r 

•"-iXi 

■4^.    H^^ 

Xl 

X,         X3 

et  de  même 

•^  =  r.UiU2U 
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que  Von  obtient  par  une  double  application  de  la  collinëalion 
J  =  o,  ce  que  l'on  vérifie  sans  peine  directement.  On  obtient  de 
même  la  coUinéation  du  connexe  /2=  o  qui  figure  dans  (6)  et  (8) 
par  une  triple  application  de  la  coUinéation  f=  o,  et  ainsi  de 
suite.  D'une  manière  générale,  la  coUinéation  obtenue  par  l'appli- 
cation h-\-  I  fois  répétée  de  la  coUinéation  J=  o  est  donnée  par 
le  connexe 


-4) 


'^''~Z^d.ri     dui    ~  Zàdui 


àf  dU 


Mais  il  est  à  remarquer  que  toutes  les  ïovraesfh  qui  prennent  ainsi 
naissance  peuvent  s'exprimer  linéairement  par  les  formes  J\  /",  et 
Ux-  En  effet,  toutes  les  collinéations  J\:=o  se  réfèrent  au  même 
triangle  de  base,  mais,  comme  toutes  les  collinéations  répondant 
au  même  triangle  de  base  ne  forment  qu'un  système  doublement 
infini,  elles  doivent  nécessairement  être  représenlables  sous  la 
forme 

Pour  confirmer  ce  résultat  par  le  calcul,  le  mieux  est  d'avoir  re- 
cours à  une  autre  forme  mixte 


i51 


ahu^  (aßx). 


laquelle,  égalée  à  zéro,  représente,  comme  nous  le  savons  déjà,  le 
connexe  conjugué  de  y=  o  (p.  Sog)  ;  nous  reviendrons,  d'ailleurs, 
incessamment  svir  son  interprétation  géométrique.  Cette  forme  g 
est  également  exprimable  par  f  fi  et  ii-c,  car  nous  avons  direc- 
tement 

ör„     a^     a^ 

hn.     h^      b^ 

«a        «?        «X 


2'/+  2/,. 


(,6)    ^^[ahu][^^.r) 
On  a  ensuite 

4^^  01*1    (JJ-i  «J 


et  si  l'on  établit  la  même  forme  au  moyen  du  second  membre  d( 
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(i6),  on  obtient,  pour/a?  eu  égard  à  (4),  l'identité 

-  ( /3  +  2 /a  —  3 il,  )u^={ /2  —  /,  )/  — .  2 /fi  -+-  2/2. 
On  trouve  également,  par  répétition  du  même  procédé, 

^  (  £-3  H-  2  /2  —   3  //i  )/=  (  <■-  —  /i  )/,  —  2  //2  -f-  2/3 , 

-  (  /3  +  2  /j  —  3  //,  )/i  =  (  /-  —  h  )A  ~0.if^-h  2/4 . 

et  ainsi  de  suite,  ce  qui  permet  de  calculer  chaque  forme  fh  en 
fonction  de  toutes  les  formes  précédentes. 

A  côté  de  la  série  de  connexes  f/i=  o  se  place  une  série  de  con- 
nexes gfi=o  qui  se  forment  de  g  comme  f  h  àef^  en  sorte  que 

^      ^   àf!  àgn 

gh+i  ~~  ~ 


^  â~Ci  dui      Zu  dui  dxi 


Leur  sens  géométrique  est  de  même  facile  à  reconnaître.  En  pre- 
mier  lieu,  le  connexe  g  =  o  donne  la  transformation  inverse  de 
fzzz  o,  transformation  qui,  rapportée  au  même  triangle  de  base, 
apparaît  sous  la  forme  erYi=  y.jJtsX,,  ....  En  effet,  dans  le  cas 
de  la  forme  canonique,  on  tii-e  de  l'identité  (16),  en  vertu  de  (8), 
(  9  )  et  (10),  la  valeur  de  g 

~g  =  •''-2  •''-3  U 1  Xi  +  Z3  -/  ^112X2  +  ■/.  1  ■/.2  U3  X3 , 

et  l'on  déduit  ensuite  de  là 

-^,<^,  =  (x2X.3)/'+lUiX,+  (x3-/,)''  +  'U,X2+(-/-r/-0"^'U3X3. 

Les  connexes  gh  =  o  représentent  donc  respectivement  les  trans- 
formations inverses  des  transformations  fh=  o. 

Au  moyen  d'un  point  x,  nous  obtenons,  par  toutes  ces  collinéa- 
tions,  une  série  de  points  séparés  qui  peut  être  prolongée  indéfini- 
ment dans  les  deux  sens.  En  désignant  le  point  x  lui-même  par 
le  nombre  o,  nous  pouvons  distinguer  les  points  de  la  série  d'avant 
par  les  nombres  i,  2,  3,  ...,  ceux  de  la  série  d'arrière  par  les 
nombres  —  r,  —  2,  —  i5,  .  .  . ,  en  sorte  qu'à  chacun  d'eux  corres- 
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ponde  l'équation  écrite  au-dessous  : 

..(—?,),         (—  l),  G,  I,  2,  ..., 


(in) 

{    '■■gi=o,     g  =  o,      u^=o,     /=o,    /,  =  0, 

et  le  point  >.  a  alors,  sous  la  forme  canonique,  l'équation 

(i8)  y\  U,X,  +  -^UoXaH-  -^UjXa^  0. 

Mais  toute  équation  semblable  est  en  même  temps  l'équation 
d'un  système  collinéaire  qui  conduit  immédiatement  du  point  o  au 
point  À.  Ainsi  donc  à  la  série  de  points  (17)  correspond  la  série 
(18)  de  systèmes  collinéaires. 

Il  y  a  un  intérêt  particulier  pour  nous  dans  cette  circonstance 
que  tous  les  points  de  la  série  sont  situés  su7'  une  courue  [en  gé- 
néral transcendante)  que  l'on  obtie/it  par  élimination  de  0  et  X 
entre  les  équations 

(,8)*  pY,z=/;^X,.     pY,=  -4X2,     oY,  =  y\^,, 

savoir  : 

(•9)  logr:i-log^4-  log-^-log-i  +  log-^.Iog-L=o, 

ou,  si  nous  entendons  par  C  un  paramètre  (constante  d'intégration), 
et  que  nous  posions  Â',  =  log  —  >  h-i  ■=  log  —■,  A3  =  log  — » 


avec  /r,  +  ^"2+  ^3=  o.  Cette  équation  est  de  la  même  forme  que 
celle  des  courbes  de  coïncidence  principale  def=  o  (p.  4oo) 

(20)  xv-'^xr^-x«'-"— C. 

Ainsi,  au  connexe  f=  o  et  en  même  temps  à  tous  les  connexes 
fj^=i  o  ou  gh=  o,  c'est-à-dire  à  tous  les  cojinexes  du  système  re- 
présenté par  (18)  correspond  un  certain  connexe 

UiXi  log-/,  +  U2X,  l()gy.2+  U3X3  l()g/.3  =  o, 

dont  les  courbes  de  coïncidence  principale  fournissent  les  courbes 
(19)  sur  lesquelles  sont  situés  fous  les  points  de  l'une  des  séries 
pi'écédentes. 


424  TOME    111.    —    CUAPiTKE    II. 

Les  courbes  (19)  sont  d'une  nature  tout  aussi  générale  que  les 
courbes  (20)  et  réciproquement,  mais  les  premières  se  prêtent 
mieux,  ainsi  que  nous  le  verrons  par  la  suite,  à  l'étude  des  courbes 
de  coïncidence  principale,  parce  que  des  propriétés  importantes 
résultent  directement  du  mode  de  déduction  de  l'équation  (19). 

Les  courbes  (19)  sont,  en  particulier,  algébriques  si  les  gran- 
deurs log  —  sont  entre  elles  comme  des  nombres  entiers  positifs  011 

négatifs.  Lorsqu'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  peut  se  poser  la  question 
de  savoir  dans  quelles  circonstances  certains  points  de  la  série  sont 
situés  sur  une  courbe  algébrique.  Par  cette  condition,  on  sera  con- 
duit, pour  le  connexe  f=.  o,  à  une  relation  invariante  que  nous 
expliquerons  ici  sur  quelques  exemples  ('). 

On  ne  peut  pas,  en  général,  demander  que  les  points  o,  r,  2 
soient  situés  sur  une  droite,  car  alors  tous  les  points  de  la  série 
provenant  de  o  seraient  situés  sur  cette  même  droite.  En  effet,  dans 
cette  hypothèse,  le  déterminant  ci-dessus  désigné  par  K  devrait 
s'annuler,  et  l'équation  (11)  avoir,  en  conséquence,  deux  racines 
égales,  ce  que  nous  avons  exclu  provisoirement. 

Si,  au  contraire,  les  points  o,  i,  3  doivent  être,  en  ligne  droite, 
on  aura  l'équation 

I         /-i         X 

I       •/,      V. 


Le  premier  membre  est  évidemment  divisible  par  le  détermi- 
nant K;  le  facteur  restant  est  linéaire  et  symétrique  en  Xj,  •/2,  /ts, 
et,  par  suite,  proportionnel  à  la  somme  Xj-h  ZoH-  J^S'  La  condition 
pour  que  les  points  o,  i,  3  soient  en  ligne  droite  est,  par  consé- 
quent, 


(')  Pour  une  étude  générale  du  problème  qui  se  présente  ici,  -voir  Clebsui  et 
GonoAN,  loc.  cit. 

(')  Si  l'on  introduit  la  notion  des  connexes  polaires  (c'est-à-dire  des  connexes  de 
la  forme  «^^"a^w^^  v^^o),  on  peut  aussi,  à  l'aide  de  cette  relation  invariante, 
donner  une  interprétation  à  des  formations  algébriques  dont  le  sens  géométrique 
n'est  pas  immédiatement  fourni  par  la  théorie  des  polaires  des  courbes  ou  par 
le   principe   de   translation    (t.   II,  p.    16);  toutefois   cela   est   pratiquement   de  peu 
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Naturellement,  le  7'^"'%  le  (/• -f- i)'^""  et  le  (r  4- 3)î'^">«  point  sont 

aussi  en  ligne  droite,  r  désignant  un  nombre  entier  quelconque 
positif  ou  négatif.  On  trouve  semblablement,  si  les  points  o,  i ,  4 
doivent  être  en  ligne  droite,  la  relation  invariante 

y-l  -t-  y-l  -f-  y-l  -h  y-i^-i-h  y^y-i  -+-  .^ly-i^^  -(**-+-  l'i)  ■■=  o, 

et  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  demande  que  les  points  o,  1,2,  3,  4i  5  soient  situés  sur 
une  conique,  tous  les  points  de  la  série  qui  a  zéro  pour  point  de 
départ  seront  également  sur  la  même  conique,  c'est-à-dire  que, 
dans  ce  cas,  les  courbes  (19)  se  composeront  d'un  système  de 
coniques,  et  la  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est 

/-j  =  /•,  =  ï  >     ^3  ^^  —  "^f     d'où     /-i  -/.2  —  y-\  ^^  o, 

ou       f{^^zl^z=\,       ^1=^  —  2,  »  y-^y-z — y-j  =:r  o, 

»       /-j ^  / j  =^-  I ,      h\—^  —  2,         »         Z3 •/.^       vcj  -—  ®* 

La  relation  invariante  correspondante  exige,  par  conséquent, 
l'évanouissement  de  l'expression 

(•/jy.3  —  ^.\  )  (7.3 •/,  —  v.\  )  (/-r/-2  —  y-l  ) 

=  ( y-i y-z  H-  y-z ^i  H-  y-i  y%  f  —  ( y-x  -r-  y-^  -f-  ^3  )^ x,  /.^ -/j, 

d'où,  en  vertu  de  (9)  et  (10),  la  conséquence  suivante  :  Les  courbes 
(19)  ,9e  composent  d' un  faisceau  de  coniques  de  la  forme 

lorsque  (  '  ) 

(22)  3(i^  —  /'i)'  —  i^[i^ —  3//1  -^  2?2)  =  0. 

Les  courbes  de  coïncidence  principale  de  f=  o  restent  toutefois, 
en  général,  transcendantes  dans  ce  cas.  Si,  au  contraire,  ces  der- 
nières doivent  se  composer  de  coniques,  on  doit  awoir 

( y.,  +  y.2  —  2 y.3  )  (  y-2  -*-  y-3  —  ^  >'-i  )  (  ■''-3  H-  v-1  —  2  y-2  )  —  O, 


d'utilité,  et  nous  ne  nous  en  occuperons  pas  davantage.  On  peut  toujours,  par 
exemple,  trouver  ainsi  la  signification  d*s  invarianls  simultanés  de  deux  coniques 
(t.  I.  p.  368). 

;  ')  Ce  cas  de  la  collinéation  présente  un  intérêt  particulier  pour  la  Géométrie  non 
euclidienne,  (l^oirle  Mémoire  de  Klein,  cité  t.  I,  p.  188.  Math.  Annalen,  t.  IV). 
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OU 

(■23)  2/^ C)//j  +  /2=0. 

Parmi  les  courbes  comprises  dans  (19),  nous  devons  mentionner 
particulièrement  la  ^/?i/'a/e  logarithmique  ;  sa  présence  ne  provient 
pas  d'une  propriété  invariante  du  connexe,  mais  d'une  situation 
particulière,  au  point  de  vue  métrique,  de  deux  sommets  du  triangle 
de  base;  relativement  à  la  Géométrie  projective,  elle  peut  donc  être 
considérée  comme  type  des  courbes  intégrales  générales  du  con- 
nexe (  I ,  I  )  •  Qu'on  fasse,  en  effet,  coïncider  deux  sommets  du  triangle 
de  base  avec  les  points  circulaires  imaginaires  (*),  qu'on  introduise 
ensuite  des  coordonnées  polaires  au  moyen  de  la  substitution 

Xi= /-(cosy -t- /siny),     X2  =  r(cos'^  —  isin^),     X3:=i, 

et  qu'on  pose  enfin  ki  =  p  -h  iq,   A^2= — p-+-iÇi  l'équation  des 
courbes  (19)  devient 

r^i'i  e-'^i"  =  C, 

OU,  '/  et  p  désignant  de  nouvelles  constantes, 

ce  qui  est,  en  effet,  l'équation  d'un  système  de  spirales  logarithmi- 
ques ayant  pour  paramètre  la  quantité  y. 

Actuellement  nous  serons  conduits  à  des  points  de  vue  très  fé- 
conds pour  l'étude  des  systèmes  de  courbes  (19)  et  (20)  si,  au 
lieu  d'assigner  au  paramètre  X  dans  le  système  de  connexes  (18) 
des  valeurs  entières,  nous  le  considérons  comme  un  paramètre 
variant  d'une  façon  continue.  Même  alors,  le  connexe  (18)  repré- 
sente une  collinéation,  bien  que  cette  dernière  ne  soit  pas  toujours 
telle  qu'elle  puisse  être  engendrée  en  réitérant  un  nombre  fini  de 
fois  la  transformation  f=  o  ou  g-  =  o.  Pour  le  système  des  con- 
nexes (18)  ou  des  transformations  (18)*,  les  deux  théorèmes  sui- 
vants continuent  à  être  exacts  : 

Deux  transformations  (luelconques  du  s-)  sterne  donnent,    em- 


(•)  Tous  les  angles  sont  alors  conservés  dans  la  translormation;  on  a  une  trans- 
formation de  similitude.  Eu  égard  à  cette  circonstance,  on  obtient  facilement,  à  l'aide 
des  raisonnements  développés  plus  loin,  les  nombreuses  propriétés  métriques  de  la 
spirale  logarithmique.  ( /^'o/r  Holzmüller,  Schlömilch's  Zeitchrift,X.  XVI.) 
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plojées  successivement,  la  même  transformation  nouvelle  indépen- 
damment de  l'ordre  de  succession. 

Cette  nouvelle  transformation  est  elle-même  une  transforma- 
lion  du  système. 

Eu  égard  à  la  première  propriété,  les  transformations  du  système 
seront  appelées  pernuitablcs ;  eu  égard  à  la  seconde,  le  système 
sera  dit  être  un  système  fermé.  Nous  avons  ainsi  affaire  à  un  sys- 
tème fermé  de  transformations  linéaires  permutables,  en  nombre 
simplement  infini  (<  ).  Et  ce  sont  les  seules  transformations  de  cette 
espèce  qu'il  y  ait;  en  effet,  leur  recherche  directe  conduit  à  une 
équation  différentielle  (24)  que  nous  établirons  incessamment  et 
dont  l'intégration  donne  uniquement  les  transformations  (18)*. 

Dans  le  système  est  en  particulier  comprise  une  transformation 
qui  prend  naissance  lorsqu'on  suppose  X  infiniment  petit,  égal 
ainsi  à  dl^  transformation  que  nous  désignerons  sous  l'appellation 
de  transformation  infiniment  petite  du  système.  Elle  associe  à 
chaque  point  X  un  point  voisin  Y  =  X  -+-  d%.  qui  est  déterminé, 
d'après  (18)*,  par  les  équations 

(24)  <Tr/X,=  X,-.logz,-, 

la  quantité  d\  étant  supposée  comprise  dans  a.  Pour  cette  trans- 
formation la  direction  qui  correspond  à  X  dans  la  coïncidence 
principale  coïncide  évidemment  avec  la  tangente  de  la  courbe  (19) 
qui  passe  par  X.  Le  connexe  déduit  de  (18)  pour  X=  dX  est  donc 
celui  dont  les  courbes  de  coïncidence  principale  sont  données  par 
les  courbes  (19);  en  effet,  l'équation  de  ce  dernier  est  encore 
SU/Xj  logx/=  o. 

Il  est  évident  qu'on  peut  engendrer  toute  transformation  du 
système  en  répétant  un  nombre  infini  de  fois  cette  transformation 
infiniment  petite.  Tous  les  points  qui  correspondent  à  un  point  X 
décrivent  alors  une  courbe  déterminée;  cette  courbe  a,  d'après  son 
origine,  la  propriété  que  chacun  de  ses  points  se  change  par  une  trans- 


(')  Voir,  pour  ce  qui  suit,  Klein  et  Lie,  Sur  une  certaine  famille  de  courbes  et  de 
surfaces  {Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  6  et  i3  juin  1870),  et  Ueber 
diejenigen  ebenen  Curven,  welche  durch  ein  geschlossenes  Sjrstem  von  einfach  unendlich 
ii'rtcn  vertauschbaren  linearen  Transformalionen  in  sich  tibergehen  {Math.  Annalen, 
l.  IV). 
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formation  (  24)  en  un  autre  de  ses  points  (infiniment  voisin).  Donc, 
même  lorsqu'on  répète  un  nombre  infini  de  fois  la  transformation 
infiniment  petite,  le  point  X  reste  toujours  sur  la  même  courbe, 
c'est-à-dire  que  celte  dernière  se  transforme  en  elle-même  par 
chaque  transformation  de  notre  système.  Son  équation  s'obtient 
conséquemment  en  éliminant  X  entre  les  équations  (18)*,  c'est-à- 
dire  qu'elle  est  donnée  par  (19),  ainsi  qu'on  le  vérifie  aussi  par 
intégration  de  l'équation  différentielle  (24). 

Toute  courbe  intégrale  d'un  connexe  (  i ,  1)  a  donc  la  propriété 
de  se  changer  en  elle-même  par  un  système  fermé  d'un  nombre 
simplement  infini  de  transformations  linéaires  permutables,  et, 
pour  préciser,  par  les  transformations  pYj=y.^X;  si  le  connexe 
est  donné  sous  la  forme  SU/X/logx,=  o  ('  ). 

De  cette  propriété  peuvent  se  déduire  avec  facilité  un  grand 
nombre  d'autres.  Nous  pouvons  expliquer,  sur  un  exemple,  le  mode 
de  raisonnement  simple  qu'on  emploie  en  cette  circonstance.  Ima- 
ginons qu'on  donne  plusieurs  courbes  appartenant  à  un  même 
système  (20),  et  qu'une  tangente  soit  menée  à  l'une  d'elles.  Dans 
l'application  des  transformations  linéaires  correspondantes,  les 
courbes  elles-mêmes  restent  invariables,  tandis  que  la  tangente 
prend  successivement  la  position  de  toute  autre  tangente  de  la 
même  courbe.  Le  point  où  il  y  a  contact  avec  l'une  des  courbes 
et  les  points  d'intersection  avec  les  autres  deviennent  respective- 
ment le  point  de  contact  et  les  points  de  rencontre  de  la  nouvelle 
tangente  avec  ces  mêmes  courbes;  d'oii  ce  théorème  que  les  points 


(')  D'après  un  théorème  connu  de  Cinématique,  ces  courbes  consistent  en  cercles 
si  la  transformation  est  équivalente  à  un  mouvement  du  plan  sur  lui-même.  En  effet, 
deux  sommets  du  triangle  de  base  sont  alors  situés  aux  points  circulaires  et  le  troi- 
sième d'une  façon  quelconque  dans  le  plan;  ce  dernier  sommet  reste  donc  fixe,  et  par 
conséquent  le  mouvement  doit  être  remplacé  par  une  rotation  autour  de  lui.  CeUe 
rotation  devient  en  particulier  une  translation  si  le  centre  de  rotation  est  situé  à 
distance  infinie.  Les  nombreuses  recherches  relatives  à  la  Géométrie  cinématique 
sont  ainsi  liées  aux  recherches  relatives  aux  transformations  considérées  au  texte,  et 
peuvent  en  conséquence  être  susceptibles  d'une  généralisation  projective  immédiate 
si  l'on  remplace  constamment  la  collinéation  spéciale  du  mouvement  par  une  colli- 
néation  générale.  \^Voir  sur  ce  sujet  Rurmester,  Kinematisch  geometrische  Unter- 
suchungen der  Bewegung  afßn-verändlicher  und  collinear  verändlicher  Systeme 
(^Schlömilch's  Zeitschrift,  t.  XIX  et  XX);  voir  aussi  la  note  de  la  p.  826,  t.  I].  Les 
courbes  (19)  sont  appelées  par  Burmester  Selbsthïdlcurven  (courbes  qui  sont  leurs 
propres  enveloppes). 
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cl'  intersection  forment  a\^ec  le  point  de  contact  une  série  qui,  pour 
des  positions  quelconques  de  la  tangente  à  la  même  courbe,  est 
toujours  projective  à  la  même  série.  —  Il  en  résulte  comme  co- 
rollaire, eu  égard  à  ce  que  les  trois  côtés  du  triangle  de  base  doi- 
vent toujours  être  considérés  comme  courbes  du  système,  la  pro- 
position suivante  :  Le  rapport  anharmonique  du  point  de  contact 
d'une  tangente  d'une  courbe  (20)  et  de  ses  trois  points  de  ren- 
contre avec  les  côtés  du  triangle  de  base  est  constant.  On  pour- 
rait aussi  réciproquement  faire  usage  de  la  propriété  énoncée  ici 
pour  définir  le  système. 

Par  un  procédé  analogue  on  obtient  aisément  les  théorèmes  sui- 
vants, dont  l'énoncé  suffira  pour  montrer  la  fécondité  de  la  méthode 
mentionnée  plus  haut  et  applicable  dans  un  grand  nombre  de  cir- 
constances (  '  )  : 

Que  l'on  coupe  une  courbe  du  système  par  une  ligne  droite  et 
quel' on  construise  les  tangentes  en  n  quelconques  des  points  de  ren- 
contre, parnd  les  autres  intersections  de  ces  n  tangentes,  n  sont 
toujours  en  ligne  droite. 

Les  courbes  du  système  ne  peui^e?it  se  couper  qu'aux  sommets 
du  triangle  de  base. 

Elles  ne  possèdent  en  aucun  de  leurs  poijits,  si  ce  n'est  aux  trois 
points  fondamentaux ,  de  singularités  du  genre  de  celles  qu'on 
rencontre  dans  les  courbes  algébriques. 

Toute  courbe  covariante  par  rapport  à  elles  est  une  courbe  du 
même  système  (car  elle  doit  se  changer  en  elle-même  par  les 
mêmes  transformations). 

Si  Von  applique  les  transformations  de  notre  système  fermé  à 
une  courbe  quelconque,  assujettie  uniquement  à  ne  pas  appartenir 
à  un  système  de  courbes  (20)  ayant  le  même  triangle  de  base,  la 
courbe  ens^eloppe  de  la  série  de  courbes  ainsi  engendrée  se  com- 
pose uniquement  de  courbes  du  système  donné. 

Nous  allons  indiquer  brièvement  dans  ce  qui  suit  les  cas 
d'exception  qui  se  présentent  par  suite  de  ce  que  deux  ou   trois 


(')  P^oir,  pour  plus  de  délails,  Klein  et  Lie,  loc.  cit. 
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racines  de  l'équation  du  troisième  degré  (n)  deviennent  égales 
entre  elles  ('). 

I.  Soit  X2=y.3'i  deux  des  côtés  du  triangle  de  base  se  confon- 
dent tandis  que  le  troisième  (X,  =  o)  en  reste  distinct.  En  toute 
h_ypotlièse  on  peut  avoir,  pour  la  coUinéation,  la  forme  canonique 


25] 


pYjiizaXi  4-^X2  4-7X3. 


Mais  si  l'on  met  l'équation  cubique  en  question  sous  la  forme 


G, 


on  reconnaît  qu'on  doit  avoir  y  =  ko-  Actuellement,  si  l'on  sub- 
stitue 


Y3- 


Yi  a  Y3     et     X3  + 


Xi  a  Xj 


les  équations  (25)  se  transforment  en 

(26)  pYi=r:XiXi,        pY2=--'.2X2,        0  Y3  =  PX2  +  •/2X3, 

et  le  connexe  J=  o  apparaît  sous  la  forme  canonique 

/=-/.lX,Ui-f-X,(X2U2-i-X3U3)   +  |3X2U3. 

Deux  sommets  du  triangle  de  base  sont  ici  réunis  au  point  U3  =  o  ; 
le  point  U,  =  o  est,  d'autre  part,  le  point  de  rencontre  des  côtés 
du  triangle  infiniment  voisin  l'un  de  l'autre. 

En  répétant  X  fois  la  transformation,  on  obtient,  à  la  place  de 
(18)*,  les  équations 

(27)  pY,==x^^Xi,     pY2=:-4X2,     pY3= -4X3  + 5/34-' X2, 


(')  Voir  Clebsch  el  Gordan,  loc.  cit.,  ainsi  que  la  discussion  géométrique  de  ces  cas 
dans  HiRST,  Mémoires  cités,  p.  36o.  Ces  cas  particuliers  peuvent  aussi  être  abordés, 
d'après  la  méthode  appliquée  par  Weierstrass,  aux  formes  bilinéaires  renfermant 
un  nombre  quelconque  de  variables  :  Monatsberichte  der  Berliner  Académie,  i858 
et  1868. 


LES    CONNEXES.  ^3l 

et,  en  éliminant  X,  on  trouve,  à  la  place  de  (19),  l'équation 

x,(Y3X,-Y,X3)log^-  ^log^-:  -loy|^JpY,X,  =  o. 

Pour  Ya  =:  Xo  ==  I ,  X,  =r  a:,  Xg^j,  on  obtient  donc  en  particu- 
lier la  logarit/imique  j  =  AlogBx,  A,  B  désignant  des  con- 
stantes. 

On  trouve,  d'autre  part,  l'équation  des  courbes  de  coïncidence 
principale  de  f=  o  sous  la  forme 

(,.,_.,)^  +  plog^=c. 

II.  Dans  le  cas  où  l'on  a,  en  outre,  ß  =  o,  les  équations  (26) 
donnent 

YiX,- ¥2X1  =  0; 

nous  avons  une  transformation  perspective,  cas  déjà  traité  par 
nous  d'une  manière  approfondie  (t.  I,  p.  828).  On  peut  caracté- 
riser algébriquement  cette  transformation  par  la  circonstance  que 
les  formes  ç  et  (|;  sont  identiquement  nulles.  Toutes  les  courbes 
(28)  se  composent  de  droites  passant  parle  centre  de  collinéation. 

III.  Si  les  trois  racines  de  l'équation  du  troisième  degré  sont 
toutes  égales  entre  elles,  on  ne  peut  plus  prendre,  pour  la  colli- 
néation correspondante-,  qu'une  seule  équation  sous  la  forme 

(•28)  pYi  =  xX,; 

les  deux  autres  se  présentent  d'abord  ainsi 

p  Y2  =  «  Xi -4-  (  * -t- -/.  )  X2 -+- cXs, 
pY3--=«Xi  +  .3X2  +(v  +  x)X3. 

Actuellement,  pour  que  l'équation  du  troisième  degré  en  z 

—  z  o  o 

(i  0  -h  y.  —  z  c 

u.  P  7  H-  X  — 

admette  trois  fois  la  racine  z  =  x,  il  faut  que  l'on  ait 

{3o)  Z)-h7  =  0,      uy  —  cß=zo. 
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Ces  équations  sont  satisfaites  identiquement  si  l'on  pose 
et  les  équations  (29)  se  transforment  par  là  en 

f>Y2=  flXi -f-  V1X2  H- /^(vX2  4- ^Xs), 
pY3=:  «X,  -t-  X.X3  —  v(vX2+  ^1X3). 

Or  on  en  déduit  ' 

p(vy2+y.Y3)  =  (.jv-f-aa)X,  +  x(vX2-+-fxX3). 

Si  donc  on  substitue  encore  Y.j  à  vY2H-  y-Y^  et  X2  à  VX2-I-  pXs, 
on  obtient  une  équation  de  la  forme 

(3i)  pYa^aXi-i-xX,, 

qui  peut  toujours  être  déduite  des  équations  (29).  On  peut  donc 
admettre  que  l'une  des  équations  (29)  ait  déjà  la  forme  (3 1),  c'est- 
à-dire  que  b  =  c  =:  o.  Les  équations  (3o)  donnent  alors  y  z^  o, 
tandis  que  ß  reste  quelconque.  La  troisième  équation  (29)  devient, 
en  conséquence, 

(32)  py3=.aX,H-|3X2  +  xX3. 

Si  l'on  change  encore  Y3  et  X3  en  leur  substituant  respectivement 

Y„ Y»,  X3 X2,  le  terme  en  X3   disparaît  dans  (32),   et  il 

a  a 

reste 

(33)  pY3=|3X2+--/X3, 

où  Ton  peut  encore,  sans  détruire  la  généralité,  poser  [ô  =  a. 

Au  mo^yen  de  (28),  (3i),  (33),   on  trouve  donc  l'équation  du 
connexe  sous  la  forme  canonique 

(33)*    /=■/.(UlXl^-  U2X2-MJ3X3)  -^  «(XiU,-f  XjUa)  =  o. 

Pour  les  courbes  de  coïncidence  principale,  on  a  ici  simplement, 
en  vertu  de  Ux=  o,  l'équation  différentielle 

Xi(X3r/Xi—  Xi^/X3)-|-X2(XirfX2—  X2C?Xi)l=0. 

d'oij  résulte  par  intégration,  la  constante  d'intégration   étant  dé- 
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signée  par  C, 

CX^  +  X^  — 2X1X3  =  0. 

Les  courbes  intégrales  forment  un  faisceau  de  coniques  qui  ont 
toutes  entre  elles  au  même  point  un  contact  du  troisième  ordre 
(comp.  t.  I,  p.  175),  et  le  point  de  contact  est  le  point  1)3=0, 
dans  lequel  sont  réunis  les  sommets  du  triangle;  la  tangente  com- 
mune en  ce  point  est  à  compter  trois  fois  comme  coté  du 
triangle. 

On  obtient  un  pareil  système  de  coniques  pour  les  courbes  qui 
sont  transformées  en  elles-mêmes  par  la  collinéation  (33)*.  En 
effet,  on  trouve,  en  répétant  À  fois  la  transformation,  les  formules 

pYi  =  x^X,,     pY^^ /.^ X. -+-«•//-' Xi, 

pY.,=  y^Xs-h  «/>-^X,  H-  -).(À  —  i)«^-/.^--X,, 

ou,  en  divisant  dans  les  deux  membres  par  x^"^^ 
pYj  =  -/.-X,,     p Y,  =  /.^X,  -+-  lav.  X,, 

|sY3  =  -/.-X3  4-  1(IV.X^^ ),  f  /  —  l)<.2Xi. 

Mais  ces  équations  représentent  précisément  les  coordonnées  des 
points  Y  d'une  courbe  de  la  nature  dont  il  s'agit  exprimées  en  fonc- 
tion d'un  paramètre  z. 

IV.  Dans  les  équations  (3i)  et  (33),  une  des  constantes  «,  /3 
peut  encore  être  nulle.  Supposons  ß  =  o;  nous  avons  la  collinéa- 
tion 

(34)  pY,=  y.X,,     pY,=:/.X2-t-«X„     pY3=-/.X3. 

Il  en  résulte  Y,X3  —  X,  ¥3=  o;  les  deux  systèmes  de  points  Y 
et  X  sont  donc  perspectifs,  le  centre  de  collinéation  est  situé  au 
point  X,  =  o,  X3  =  o  ;  l'axe  de  collinéation  (  '  )  passe  par  ce  point. 
Les  courbes  considérées  plus  haut  sont  les  droites  du  faisceau 
X,4-XX3  =  o. 


(*)  Si  cet  axe  est  la  droite  de   l'infini,  on  a  le  cas  de  la  translation  (^voir  la  note 
delap. /|28). 

Clebscu.  —  Géométrie,  III.  2ö 
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V.  Si  enfin,  dans  (3i),  (33),  a  et  ß  sont  nuls  simultanémenl, 
on  a  des  systèmes  de  points  identiques  dont  les  points  correspon- 
dants coïncident  toujours. 


VII.  —  Sur  les  connexes  (/»,  1)  ou  (i,  «),  particulièrement  dans  le  cas 
de  n  —  1. 

Quelques-unes  de  nos  recherches  générales  sur  les  connexes 
[m,n)  demandent  une  étude  spéciale  si  l'un  des  nombres  m,  n 
devient  égal  à  i.  Déjà,  à  propos  du  connexe  conjugué,  nous 
avons  eu  occasion  de  faire  cette  remarque  (p.  368);  un  élément 
(j^,  w)  de  ce  dernier  a  été  défini  pour  n  =  i  par  la  circonstance 
que  V  est  tangente  commune  de  toutes  les  courbes  Cm  qui  répon- 
dent aux  lignes  u  passant  par  j,  et  réciproquement  pour  /n=  i, 
par  le  fait  que  j  est  un  point  commun  à  toutes  les  courbes  K„  qui 
répondent  aux  points  x  de  v  dans  le  connexe /"=  o.  Pour  le  cas 
de  m  =  I,  auquel  nous  nous  bornons  dans  ce  qui  suit,  se  présente 
d'ailleurs  cette  particularité  que  les  courbes  désignées  plus  haut 
par  F'  =  o,  $'  =  o  n'existent  pas  ;  car,  puisqu'une  ligne  quelconque 
u  forme  exclusivement  avec  un  seul  de  ses  points  un  élément  de  la 
coïncidence  principale,  il  ne  peut  plus  élre  question  du  fait  que 
deux  semblables  points  de  u  se  confondent.  Par  contre,  se  présen- 
tent ici,  en  général,  des  lignes  u  qui  forment  avec  chacun  de  leurs 
points  un  élément  de  coïncidence  principale,  circonstance  qui, 
pour  n  ^  I ,  m  ^  I ,  ne  peut  se  présenter  que  dans  des  cas  parti- 
culiers et  à  titre  de  singularité  (comp.  p.  352).  Pour  7;i  =  i,  nous 
pouvons,  en  effet,  poser 

Al,  A2,  A3  étant  des  fonctions  de  la  72'^"«  classe  par  rapport 
aux  Ui.  Ici  la  ligne  u  est  caractérisée  de  la  manière  indiquée^ 
dès  que  l'équation  f=o  est  satisfaite  pour  Xi=  {ui^)i  indé- 
pendamment des  quantités  Vi,  c'est-à-dire  lorsque  l'on  a  simul- 
tanément 

Ai«2—  A2Mi  =  0,         A2«3 A3//2:=0,         AjUj  AjM3=r0. 

Ces  équations  admettent,  d'après  des  règles  connues  (t.  II,  p.  1 13), 
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n'--{-  n-{-  I    solutions  communes,  et  nous  avons,  par  conséquent, 
ce  théorème  : 

Dans  un  connexe  (i ,  tz),  il  existe  Ji--\-  n  +  t  droites  qui  for- 
ment chacune  av>ec  tous  ses  points  des  éléments  de  coïncidence 
principale.  Nous  les  appellerons  rajons  fondamentaux  du  con- 
nexe ou  de  sa  coïncidence  principale. 

Evidemment  aussi,  l'équation  difierentielle  des  courbes  de  coïn- 
cidence principale  qui  dérive  de  /=  o  pour  Xi=  [udu)i  est 
satisfaite  par  chacun  de  ces  rayons  fondamentaux  indépendam- 
ment des  différentielles  dui.  Les  n^  -\-n  -\-i  rajons  fondamentaux 
d' un  connexe  (i,  /î)  font  donc  partie  du  système  de  courbes  inté- 
grales de  la  coïncidence  principale  (*). 

Les  rayons  fondamentaux  présentent,  d'ailleurs,  une  connexion 
particulière  avec  les  courbes  F  =  o,  ^  =  o  considérées  plus  haut 
et  qui  sont  liées  entre  elles  par  une  relation  à  détermination  unique 
(p.  392).  La  détermination  donnée  précédemment  des  singularités 
de  ces  courbes  subsiste  encore  pour  m  =  i .  Donc  F  est  de  l'ordre 
[n  —  I  )  (  7^  -h  2  )  ;  /e  nombre  des  points  doubles  de  F  est  égal  à 

i(„_,)(„_3)[(«+2r-+3«], 

le  nombre  des  rebroussements  egal  à 

Z[n  —  2)  (2«  +  1), 
et  l'on  trouve  en  conséquence,  pour  le  genre  de  F,  le  nombre 


Il  résulte  de  là  que  la  classe  de  F  est  égale  à  3«-,  le  nombre  des 
points  d'inflexion  égal  à  \in[n  —  i),  celui  des  tangentes  doubles 

égal  à  -(9«''  —  /\on--+-  35«  -h  2). 


(')  Il  faut  évidemment  attribuer  à  ces  rayons  fondamentaux  le  même  rôle  par  rap- 
port aux  courbes  intégrales  que  celui  qui  appartient  aux  ombilics  d'une  surface  par 
rapport  à  ses  lignes  de  courbure. 

28. 
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La  courbe  ^  est,  cV autre  part,  de  la  classe  Zw,  son  genre  con- 
corde avec  celui  de  F  ;  le  nombre  de  ses  tangentes  doubles  se  trouve 
donc  égal  à 

-  ( 3 /i  —  1  )  ( 3 rt  —  2 ) n[']n  —  ii)-=zn^-r-n-iri, 

car  il  n'y  aura  pas,  en  général,  de  tangentes  d'inflexion. 

Nous  verrons  que  ces  tangentes  doubles  sont  précisément  les 
rayons  fondamentaux  de  notre  connexe  {i,n). 

Dans  le  cas  actuel,  nous  pouvons  aisément  établir  directement 
l'équation  de  la  courbe  0  =  o.  Nous  partirons,  dans  ce  but,  du 
réseau  tangentiel  de  courbes  de  la  [n  -+- 1)»'^'"^  f^\^^^Q  ^p^  ^^S)) 

(i)  \],=  {aui')ul  =  lki[u^')i=o. 

Chacune  des  courbes  qui  en  l'ont  partie  touche  les  n-  -\-  n  -\-  \  rayons 
fondamentaux  et  en  outre  la  ligne  v  à  laquelle  elle  correspond,  el 
le  point  de  contact  j'^  de  p-  est  le  point  qui  répond  à  v  dans  la  coïn- 
cidence principale.  De  tout  point  de  v  on  peut,  en  dehors  de  la 
droite  \^  elle-même,  mener  encore  n  autres  tangentes  à  la  courbe 
Uç,=  G,  et  ce  sont  là  les  n  rayons  de  la  coïncidence  principale  qui 
répondent  au  point  considéré  de  v\  mais,  pour  le  point  j}'^  lui- 
même,  l'un  de  ces  rayons  coïncide  avec  la  bgne  v.  Maintenant,  si  v 
est  une  tangente  de  la  courbe  ^  =  o,j  est  un  point  de  F  =  o,  et 
un  autre  des  n  rayons  de  la  coïncidence  principale  issus  àej  (c'est- 
à-dire  des  tangentes  de  Ui,=  o)  se  confond  avec  la  ligne  v^;  en 
d'autres  termes,  v  devient  tangente  de  rebroussement  de  la  courbe 
U,,=  ü.  La  condition  pour  cela  est  que  v  touche  en  même  temps 
la  hessienne  de  \]^,■=o.  Soit  donc  U(,=  i/"^';  l'équation  de  la 
courbe  $  =  o  est  donnée  par 

si  l'on  fait  u  =  v.  Le  premier  membre  de  cette  équation  est  du 
degré  3/i  par  rapport  aux  ui  et  du  troisième  degré  par  rapport  aux 
coefficients  àef.  Si  l'on  essaye  dé  former  symboliquement  un  con- 
trevariant  de  cette  espèce,  on  n'a  le  choix  qu'entre  les  trois  formes 

La  première  d'entre  elles  s'évanouit  identiquement,  parce  qu'elle 
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change  de  signe  par  permutation  de  6,  ß  et  c,  y;  la  même  chose  a 
lieu  pour  la  dernière  (qui,  en  outre,  se  décompose  en  deux  fac- 
teurs séparés)  ;  l'équation  de  la  courbe  ^  =.  o  est  donc 

(2)  *^  («/>«)  fa?/a~l  U'^U'.I^Z=.  0. 

Si  M  est  un  rayon  fondamental  du  connexe,  les  grandeurs  (^bu)iu" 
s'évanouissent,  et,  par  conséquent,  $  lui-même  est  nul.  Mais  les 
dérivées  de  0  s'annulent  aussi,  car  on  a 

■+-  [  ahii  )  Ca  n'â'^  "'p~^  tC'^  \[n  —  i  )  a,  U'j,  ii-^  -\-  nii^  [  «3  y,-  -{-  u-,  5,-  )  ].  , 

Dans  le  second  membre,  le  second  et  le  troisième  terme  s'éva- 
nouissent à  cause  des  facteurs  [abu)u"  ;  le  quatrième  est  égal  à 

u"ßiH^-^  11'^-'^  [[ncu]h^-\-  [cbu)aa-\-  [nhc]ua]\ 

il  est  donc  encore  nul.  Enfin  le  premier  terme  est  égal  à 

-  [nb]iU'i-^  u^-^  u!^  [c^ii.^—  c^^iu]  =  ^-  [aù)^!^-^  u'^'^  ««  (cv/cr), 

si  (Vi=  {cf.ß)i',  il  s'annule  donc  aussi  à  cause  des  facteurs  (cwçv)«". 
Nous  avons  ainsi  cette  proposition  : 

Les  7^--^-  n  -\-\  rajons  fondamentaux  d'un  connexe  {i,ti)  sont 
les  tangentes  doubles  de  la  courbe  correspondante  ^  z=  o,et  cette 
dernière  n!a,  en  général,  pas  d'autres  tangentes  singulières. 

Les  mêmes  rayons  fondamentaux  sont  aussi  des  tangentes  doubles 
de  la  courbe  F  =  o,  ainsi  qu'il  résulte  de  l'étude  attentive  des  sys- 
tèmes de  courbes  représentés  par  U(,=  o  et 

(3)  Xy^aJ^cc.vj)"=:o{^). 

JNous  insisterons  d'abord  sur  le  réseau  tangentiel  de  courbes  de  la 
(n  -f-  i)'«'"«  classe  U,.=  o.  Une  courbe  de  ce  réseau  est,  en  général, 


(')  L'étude  de  ses  systèmes  a  été  donnée  par  l'auteur  (M.  Lindemann)  dans  l'édi- 
tion allemande  du  présent  Ouvrage.  Plus  tard,  M.  LAGi'F.nnE  s'est  occupé  de  ces 
mêmes  courbes  {Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  VI,  p.  129;  1878). 
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déterminée  par  deux  tangentes  quelconques  u',  ii" ,  les  paramètres 
Wi  pouvant  alors  se  calculer  au  moyen  des  équations 

( 4 )  [au'v]  n'a  =  o     et     ( au" v ]  «„"  =  o. 

Une  exception  se  présente  toutefois  lorsque  le  point  de  rencontre 
j  de  II!  et  u"  est  en  même  temps  point  de  coïncidence  pour  ces 
deux  lignes,  c'est-à-dire  lorsqu'ont  lieu  les  équations 

ayu'â'^^o,     aju"â'  =  o,     u'^=Ot     «'|=:o, 

car  alors  les  deux  équations  (4)  sont  satisfaites  aussi  bien  pour 
V  =  u'  que  pour  i'=u",  et,  par  suite,  ne  servent  plus  à  la  détermina- 
tion de  w.  Il  existe  donc  encore  un  système  linéaire  de  courbes  U,. 
qui  toutes  touchent  les  lignes  m',  u"  et  aussi  les  Ji  —  2  autres  rayons 
auxquels  répond  le  môme  point  de  coïncidence  j.  C'est  ce  que 
nous  pouvons  exprimer  dans  la  proposition  suivante  (^)  : 

Les  n--\-  n  -h  i  rayons  fondamentaux  du  connexe  (i,  n)  for- 
ment, conjointemejit  avec  les  n  rayons  de  coïncidence  qui  répon- 
dent à  un  point  quelconque  dans  la  coïncidence  principale,  un 
(Système  de  («-j-i)-  droites  qui  sont  touchées  par  une  infinité  de 
courbes  delà  [n-\-  i)ième  d^sse  (U„:=o). 

Cette  circonstance  distingue  essentiellement  le  réseau  tangen- 
liel  U^=  o  d'un  réseau  tangentiel  quelconque  de  courbes  de 
(/z  -h  1)'^'"*=  classe.  En  effet,  ce  dernier  serait  déjà  complètement 

déterminé  par  -ji[n  -h  5)  tangentes  fixes,  tandis  que  nous  en  avons 

ici  Ji-  -{-  n-{-ï.  Les  rayons  fondamentaux  ne  sont  donc  pas  indé- 
pendants les  uns  des  autres;  ils  forment,  au  contraire,  un  système 
particulier  de  lignes,  et  ce  système  correspond  dualistiquemeni 
aux  systèmes  brièvement  mentionnés  plus  haut  de  R  points  par 
lesquels  passe  un  nombre  q  fois  infini  de  courbes  d'un  ensemble 
t  fois  infini  de  courbes  C,^  sous  la  condition  q  '^t  —  R  (p.  124). 
Dans  notre  cas,    nous  devons   remplacer  n   par  zz-l-i,   et  nous 


(')  Les  considérations  qui  suivent  sont  des  (îénéralisations  des  recherches  entreprises 
par  GoDT  sur  le  connexe  (i,  2).  {Voir  sa  Thèse  Ueber  den  Connex  erster  Ordnuiii^ 
und  zweiter  Klasse,  Götlingen,  1878.) 
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t=  -  {/i-i-i]{n  -h^],     <7  =  2,      R  — «2-1- rt-f- ,. 

Par  conséquent,  d'après  les  résultats  obtenus  alors,  les  coordonnées 
des  «--h  n  -\-  I  rayons  fondamentaux  satisfont  à  un  système  d'équa- 
tions équivalent  à 

(î  +  T){R-r-f--^^  =-(«-!)(«  -2) 

relations  indépendantes.  Dans  notre  cas  se  présente,  en  outre, 
cette  propriété  que  les  n  autres  tangentes  communes  à  deux  courbes 
du  système  se  coupent  en  un  point.  Cette  seconde  propriété  est- 
elle  une  conséquence  de  la  première?  Existe-t-il  encore  d'autres 
relations  entre  les  Ji--\-n-\-i  rayons  fondamentaux?  Ce  sont  là 
des  questions  qui  exigeraient  une  élude  plus  approfondie. 

Dans  le  réseau  tangentiel  U^=  o  seront  comprises  des  courbes 
en  nombre  infini  ayant  une  tangente  double,  puis  un  nombre  fini 
de  courbes  ayant  deux  tangentes  doubles  ou  une  tangente  d'in- 
flexion. Toutes  ces  courbes  particulières  sont  en  relation  étroite 
avec  la  courbe  F  =  o.  Les  7i[n-i-i)  —  2  =  (/^  —  i)[n-\-o,)  in- 
tersections simples  de  ^^  avec  U^  sont,  en  effet,  caractérisées  par  la 
circonstance  qu'en  elles  coïncident  deux  des  n  directions  corres- 
pondantes de  la  coïncidence  principale  (deux  des  tangentes  d<' 
U(.);  or  cette  propriété  n'appartient  qu'aux  points  de  F  :=o.  Les 
[ti  —  i)(n+  2)  points  de  rencontre  de  U^=o  awec  v  sont  donc 
identiques  aux  [n  —  i)(«H-2)  points  de  rencontre  de  v  avec 
F  (*).  Si  \jv  doit  avoir  ime  tangente  double,  il  faut  que  deux  de 
ces  points  de  rencontre  se  confondent  l'un  avec  l'autre  au  point 
de  rencontre  de  v  avec  la  tangente  double,  c'est-à-dire  que  v  de- 
vient tangente  de  F,  et  réciproquement  U^  a  toujours  une  tangente 
double  si  ^  est  tangente  de  F;  car  autrement  la  droite  v  elle-même 
serait  alors  une  tangente  double  de  U,.=  o  ;  nous  aurions  donc  sur 


(')  De  même  dans  le  connexe  {m,  n)  la  courbe  U^  qui  a  *>  pour  tangente  muItipU 
d'ordre  m  est  rencontrée  par  v  en 

(w  ^-  H  —  i){m-^ II)  —  m{m  —  i)  —  2/«  =  (h  — i)(h-4-  a/w) 

points  simples  qui  sont  en  même  temps  les  points  d'intersection  de  F  avec  i'. 
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^  deux  et,  par  conséquent,  une  infinité  de  points  de  coïncidence, 
c'est-à-dire  que  i^  serait  un  rayon  fondamental  de  notre  connexe. 
D'autre  part,  on  reconnaît  immédiatement  sur  l'expression  U^ 
([u'en  fait  tout  rayon  fondamental  v  est  tangente  double  de  sa 
propre  courbe  U(,;  or,  par  suite  du  raisonnement  précédent,  il 
sera  aussi  tangente  double  de  F.  Nous  avons  ainsi  les  théorèmes 
suivants  : 

Les  droites  v  dont  les  courbes  U,.  ont  une  tangente  double  en- 
veloppent la  courbe  F  =  o.  Le  discrimi?iant  de  la  forme  15^  égale 
à  zéro  donne,  par  suite,  l'équation  de  la  courbe  F  en  coordonnées- 
lignes.  Ce  discriminant  est,  en  fait,  du  degré  3/^-  par  rapport 
aux  Vi.  [F^oir  t.  II,  p.  i4.) 

Les  n-  -\-n-\-i  rayons  fondamentaux  sont  des  tangentes  doubles 
de  F  ;  aux  deux  points  de  contact  ils  sont  également  touchés  par 
les  courbes  correspondantes  U,,. 

On  déduit  encore  sans  peine  des  derniers  développements  les 
propositions  qui  suivent  : 

Les  tangentes  doubles  des  courbes  U,,  =  o  em^eloppent  la  courbe 
(p  =o  donnée  par  (2);  cette  dernière  (qui  a  de  même,  suivant  ce 
qui  précède,  les  rayons  fondamentaux  pour  tangentes  doubles)  est 
donc  liée  unidéterminativement  à  F  =  o  par  ce  théorème. 

3 

y4ux  -n[n  —  I )  (  3 «-  H-  3  7z  —  11)   tangentes  doubles  de  F  qui 

ne  sont  pas  des  rayons  fondamentaux  du  connexe  correspondent, 
comme  lignes  v^,  des  courbes  U^  à  deux  tangeiites  doubles;  ces  der- 
nières passent  par  les  deux  points  de  contact  de  w  avec  F. 

Les  1 2 «  ( n  —  1  )  tangentes  d'inßexion  de  F  sont  les  lignes  aux- 
quelles re pondent  des  courbes  \Jt,  ayant  une  tangente  d'inßexion. 

Le  système  des  courbes  X^=  o  donné  par  (3)  est  d'une  ma- 
nière semblable  en  relation  avec  la  courbe  F  =  o.  Chacune  des 
courbes  qui  en  font  partie  a  au  pointj^  un  point  multiple  d'ordre  n 
dont  les  n  tangentes  sont  les  rayons  de  coïncidence  qui  répondent 
i^  y-,   et  sont  représentés  par  l'équation  ay[ixxy)'^=  o.  Si  donc 
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deux  de  ces  n  tangentes  doivent  se  confondre,  il  faut  nécessaire- 
ment que  j  soit  situé  sur  la  courbe  F.  Pendant  que  j  parcourt  la 
courbe  F,  les  tangentes  correspondantes,  comptées  deux  fois,  enve- 
loppent la  courbe  de  S«'*^"^  classe  ^  =  o.  Par  conséquent,  si  l'on 
joint  j  aux  (n^ — i^(^ji-\-i)  points  de  rencontre  'àe  Xv=:o  avec 
F  =  o,  les  3n  tangentes  de  $  qui  passent  par  j  figurent  en  toute 
hypothèse,  comptées  deux  fois,  parmi  les  lignes  de  jonction,  et, 
comme  sur  chacune  ne  se  trouve  qu'un  seul  point  de  coïncidence, 
(]n  des  (tz^ — \){^n-\-i)  intersections  dont  il  a  été  parlé  coïncident 
par  couples;  nous  avons  donc  ce  théorème  : 

Chacune  des  courbes  Xj=  o  touche  la  courbe  F  en  Zn  poinLs 
et,  par  conséquent,  la  rencontre  encore  en  n"^ -\- in- — ^/z — 2 
autres  points.  Ce  dernier  nombre  donne  en  même  temps  la  classe 
de  la  courbe  enveloppée  par  les  «  —  2  rayons  simples  de  la  coïnci- 
dence principale  qui  répondent  à  un  point  de  F. 

Nous  pouvons  encore  facilement  indiquer  une  troisième  courbe 
passant  par  les  points  de  contact  de  Xj=:  o  et  F  =  o,  et  telle  que 
ces  3«  points  (qui  ne  forment  pas  un  système  d'intersections  com- 
plet) soient  déterminés  comme  points  communs  aux  trois  courbes. 
En  effet,  deux  courbes  Xj  et  X^  se  coupent  en  («  +  1)-  points. 
Parmi  ces  points,  un  se  trouve  toujours  sur  la  ligne  jz,  savoir  : 
celui  qui  lui  correspond  dans  la  coïncidence  principale.  Si  nous 
rapprochons  maintenant  indéfiniment  z  àe  y  sur  la  ligne  j)z,  le 
point  de  rencontre  placé  sur  j^^  reste  fixe,  et  les  n--\r  in  autres 
points  se  déplacent  sur  X^.  Les  lignes  qui  les  joignent  à  j^  et  à  2: 
deviennent  alors  infiniment  voisines  les  unes  des  autres  (tant  que 
les  points  en  question  ne  se  rapprochent  pas  eux-mêmes  indéfini- 
ment de  j)'),  et  deviennent,  en  conséquence,  tangentes  de  4>;  par 
suite,  3/z  seulement  de  ces  points  d'intersection  peuvent  avoir  une 
situation  séparée;  les  («4-1)- — 3n  —  i  points  restants  doivent 
nécessairement  se  réunir  en  j'.  Les  points  de  contact  de  F  aK^ec  X  y 
sont  donc  les  intersections  simples ,  non  situées  sur  jz,  des 
courbes  Xj=  o  et  Xj^j^^  o,  s  étant  infiniment  petit,  c'est-à-dire 
des  courbes  Xj=  o  et 

(5)  <7^(a.rj)«-i(«.r5J  =  o. 

On  reconnaît,  en  efiet,  par  les  équations   des  deux  courbes  que 
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n^ — n  de  leurs  intersections  sont  réunies  les  unes  aux  autres  au 
point  j'^. 

Si,  en  particulier,  le  point  j-  est  situé  sur  un  rayon  fondamental 
du  connexe,  il  résulte  de  la  définition  de  la  courbe  X^  que  le  rayon 
fondamental  doit  se  séparer  de  cette  courbe  elle-même  (comme  en 
faisant  partie),  jlux  points  d'un  l'ajon  fondamental  correspond 
ainsi  une  série  de  courbes  du  n^ème  ordre  dont  chacune  touche  la 
courbe  F  en3n  —  2  points.  Au  point  de  rencontre  de  deux  rayons 
fondamentaux  correspond,  par  suite,  une  courbe  du  [n  —  lyème 
ordre  qui  touche  F  en  "in  —  4  points. 

Nous  nous  proposons  maintenant  d'utiliser,  en  particulier,  les 
développements  précédents  pour  le  cas  de  /z  =  2,  c'est-à-dire 
pour  le  connexe  (i^  2)  (  *  ).  La  courbe  F  =  o  est  alors  du  quatrième 
ordre  et  n'a  pas  de  points  singuliers;  c'est  la  courbe  générale  du 
quatrième  ordre,  car  le  nombre  des  constantes  dont  dépend  la 
coïncidence  principale  du  connexe  (i,  2)  est  égal  à  i4,  c'est-à-dire 
au  nombre  des  constantes  d'une  courbe  générale  du  quatrième 
ordre.  On  reconnaît  ainsi  que  la  théorie  du  connexe  (1,2)  est 
étroitement  liée  à  la  théorie  d'une  courbe  générale  G/,,  et  le  cas 
de  «  =  2  acquiert  ainsi  un  intérêt  tout  particulier.  Il  suffît,  en 
effet,  de  prendre  constamment  dans  les  théorèmes  précédents 
n^  1  pour  obtenir  immédiatement  une  série  de  propositions  re- 
latives aux  tangentes  doubles  d'une  courbe  du  quatrième  ordre, 
ainsi  que  nous  le  verrons  encore  incessamment.  Observons  préa- 
lablement que,  dans  ce  cas  simple  où  m=zi  et  n=.i,  on  peut 
aisément  établir  d'une  manière  effective  quelques-unes  des  courbes 
covariantes  que  nous  avons  mentionnées  plus  haut  à  titre  d'exemples 
(p.  36o)  ;  en  effet,  si  nous  considérons  x,,  Xo,  x^  comme  des  pa- 
ramètres, nous  avons  uniquement  affaire  à  un  réseau  tangentiel  de 
coniques  Ko  ;  or  nous  nous  sommes  occupés  déjà  d'un  réseau  de 
cette  espèce  (t.  II,  p.  248).  Nous  pouvons  donc  énoncer  immédia- 
tement les  théorèmes  suivants  : 

Tous  les  points  x  dont  les  coniques  correspondajites  Ko  se  dé- 
composent en  un  couple  de  points  forment  la  courbe  du  troisième 

(')  Voir,  pour  ce  qui  suit,  Godt.  loc.  cit. 
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ordre 

(6)  V^a^b^c^{uPyY=o. 

Les  tangentes  doubles  de  la  courbe  décomposable  Ko  envelop- 
pent la  courbe  de  troisième  classe 

(7)  l^=[obc)[«Py]u^U}ii..r=zo, 

c  est-à-dire  lajacobienne  du  réseau  tangentiel  a^u'i  =  o. 

Les  couples  de  points  de  la  courbe  décomposable  Ko  forment 
la  courbe  du  troisième  ordre 

n  =  (a/vc)(a,3.r)(,S7x)(7«,r)==(), 

C  esL-à-dire  la  courbe  de  Hermite  relative  au  réseau  tangentiel. 

Les  relations  des  courbes  I  =  o  et  H  =:  o  entre  elles  sont  con- 
nues par  la  théorie  des  réseaux  tangentiels  de  coniques.  La  courbe 
P  =  o  est,  en  vertu  des  équations 

rapportée  linéairement  à  la  courbe  I  =:  o-,  toutes  deux  ont  donc  le 
même  invariant  absolu.  A  trois  points  de  P  =  o  qui  sont  situés 
sur  une  ligne  droite  u  correspondent  trois  couples  de  points  de 
H  =:  o  formant  les  sommets  d'un  quadrilatère  complet;  les  côtés 
de  ce  dernier  sont  les  tangentes  communes  du  système  de  coniques 
ayul  +  y^a-ul  =.  o^  j  e\,  z  étant  deux  points  de  u.  Chacun  de  ces 
quatre  côtés  forme  un  élément  de  connexe  avec  tout  point  quel- 
conque de  u\  en  d'autres  termes,  si  x  est  situé  sur  l'un  des  quatre 
côtés,  X  et  u  forment  ensemble  un  élément  du  connexe  conjugué 
(p.  ^"i^).  L'équation  de  ce  denner,  savoir  (p.  369) 

[nbu]  [cdu]  [aS x)-  [9jy x]-  =.  o, 

représente  donc  le  j)ioduit  des  tangentes  communes  à  toutes  les 
coniques  qui,  dans  le  connexe  (i,  2),  répondent  aux  points  de  u. 
Nous  allons  maintenant  donner,  dans  ce  qui  suit,  un  résumé 
des  propositions  qui  résultent  de  ros  explications  générales  sur  le 
connexe  (i,  w);  nous  les  laisserons  dans  l'ordre  suivant  lequel 
elles  ont  été  obtenues;  pour  quelques-unes  seulement  nous  ajou- 
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terons  quelques  éclaircissements,  en  faisant  usage  de  résultats  con- 
nus tirés  de  la  théorie  des  courbes  du  troisième  ordre  ou  de  la 
troisième  classe  : 

Il  existe  sept  rayons  qui  forment  avec  tous  leurs  points  les  élê- 
ments  de  coïncidence  principale  d'un  connexe  (i,  2);  ce  sont  «  les 
rajons  fo7idamentaux  »  de  ce  dernier. 

La  courbe  F  =  o,  c'est-à-dire  le  lieu  des  points  x  qui  sont  situés 
sur  la  courbe  correspondante  Ko^  «x"«  =  O5  est  la  courbe  géné- 
rale   du    quatrième    ordre,    et    elle    est    donnée    par   l'équation 

«x^ar(aßx)2=rO. 

La  courbe  0  =  o,  c'est-à-dire  l'enveloppe  des  tangentes  que  l'on 
peut  mener  des  points  de  F  =  o  aux  courbes  correspondantes 
K2  est  de   la  sixième   classe,    et  elle  est   donnée  par  l'équation 

[ahu)  CaUaUf  u^  =  o. 

Les  sept  rayons  fondamentaux  sont  des  tangentes  doubles  de  la 
courbe  0;  cette  dernière  n'a  pas  d'autres  tangentes  doubles. 

Les  rayons  fondamentaux  forment  avec  les  deux  rayons  qui  ré- 
pondent à  un  point  quelconque  x  dans  la  coïncidence  principale, 
c'est-à-dire  avec  les  tangentes  menées  de  x  à  la  courbe  Ko^  a^M«  =«, 
im  système  de  neuf  droites  qui  ne  déterminent  pas  une  courbe  de 
troisième  classe. 

L'équation  Ui,^  [auv)ul  :=  o  représente  le  réseau  tangentiel 
général  de  courbes  de  troisième  classe  à  sept  tangentes  (rayons 
fondamentaux)  communes. 

L'invariant  ternaire  absolu  d'une  courbe  U(,=  o  est  égal  à  l'in- 
variant binaire  absolu  des  quatre  points  de  rencontre  de  F  avec  v. 
Les  invariants  S^  et  T^  de  U^  sont  donc  proportionnels  aux  con- 
trevariants  (AB(^)'  et  (AB(^)2(BCi^)2(CAi^)2  de  F  =  A^. 

En  particulier,  l'équation  de  la  courbe  F  en  coordonnées-lignes 
t^  est 

s;^  — 6T^^  =  o. 

Les  sept  rajons  fondamentaux  sont  des  tangentes  doubles  de 

F  =  o(<). 


(')  La  théorie  du  réseau  tangentiel  de  troisième  classe,    déterminé  par  sept  tan- 
gentes doubles  d'une  courbe  du  quatrième  ordre  C,,  a  été  étudiée  pour  la  première 
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Aux  vingt  et  une  autres  tangentes  doubles  de  F  correspondent 
des  courbes  U(,à  deux  tangentes  doubles,  c'-îst-à-dire  des  courbes 
qui  se  décomposent  en  une  conique  et  en  un  point.  La  conique  ne 
peut  toucher  que  cinq  des  sept  rayons  fondamentaux;  le  point  est 
conséquemment  situé  à  l'intersection  des  deux  autres.  Donc  : 

A  chacune  des  vingt  et  une  autres  tangentes  doubles  deF  corres- 
pond une  intersection  déterminée  des  sept  rayons  fondamentaux , 
de  telle  façon  que  la  courbe  U^  homologue  à  la  tangente  double 
se  décompose  et  comprend  :  i*^  l'intersection  en  question;  i^  une 
conique  tangente  aux  cinq  rayons  fondamentaux  qui  ne  passent 
pas  par  celte  intersection. 

Les  deux  tangentes  que  l'on  peut  mener  du  point  d'intersection 
à  la  conique  sont  les  tangentes  doubles  de  la  courbe  considérée  Ut,  : 
elles  passent,  en  conséquence,  par  les  deux  points  de  contact  de  la 
tangente  double  v  avec  F  (^  ). 

Il  existe  vingt-quatre  courbes  U^  à  tangente  d'inflexion,  et  ré- 
pondant aux  tangentes  communes  des  deux  courbes  St,=  o  et 
T,=  o. 

L'équation  Xj^  «^(aarj)^  représente  un  système  de  courbes 
du  troisième  ordre  dont  chacune  a,  au  pointjj'^  un  point  double; 
les  tangentes  de  ce  dernier  sont  les  rayons  qui  forment  avec  y  des 
éléments  de  la  coïncidence  principale.  Si  Sj,  Tj  sont  les  deux  in- 
variants de  la  courbe  X^,  la  condition  S^l —  6T|.=  o  est  ici  satis- 
faite identiquement  pour  j^.  Gomme,  d'ailleurs,  Sj  et  Tj  s'éva- 
nouissent en  même  temps  sij  est  situé  sur  F  =  o,  puisqu'alors  la 
courbe  Xj=  o  a  un  point  de  rebroussement  en  j,  les  inva- 
riants Sj,  Ty  de  Xy  ne  diffèrent  respectivement  du  carré  et 
du  cube  de  la  forme  F  =^  ^yby{o-^jY  '/"'^  P^^'  un  facteur  numé- 
rique. 


fois  par  Aronhold,  Berliner  Monatsberichte,  1864,  p.  499-  Sur  les  tangentes  doubles 
de  C^,  voir  ci-dessus,  p.  244« 

(')  Comme  ces  lignes  sont  aussi  des  tangentes  de  *  =  o,  on  a,  par  réciprocité  diia- 
listique,  la  proposition  suivante  :  Sept  poit.ts  quelconques  étant  donnés  dans  le  plan, 
les  quarante-deux  points  où  la  ligne  qui  joint  deux  d'entre  eux  coupe  la  conique 
déterminée  par  les  cinq  autres  sont  situés  sur  une  courbe  du  sixième  ordre  qui  a  les 
sept  points  pour  points  doubles. 


4'(6  TOME   III.    —    CHAPITRE   II. 

Chacune  des  courbes  X^  touche  la  courbe  F  e?i  six  points,  c'est- 
à-dire  en  tous  les  points  oit  elle  la  rencontre. 

Par  les  six  points  de  contact  de  Xj  passe  aussi  la  courbe 
ax[axj)[<xxz)  =  o.  Mais  cette  dernière  est  symétrique  en  y  et  z 
et  de  là  résulte  que  : 

Les  douze  points  de  contact  de  deux  combes  Xj  et  X^  sont  si- 
tués sur  la  courbe-  du  troisième  ordre 

(g)  n^.{uxx){u.rz)  =  o      ('). 

[ui  l'épondent 

rayons  fondamentaux  se  décomposent  en  ce  rayon  lui-même  et  en 
un  système  de  coniques  en  nombre  simplement  infini  dont  cha- 
cune touche  la  courbe  du  quatrième  ordre  F  en  quatre  points. 

La  courbe  Xj  qui  correspond  au  point  d'intersection  j'-  de  deux 
rayons  fondamentaux  se  décompose  en  ces  deux  rayons  et  en  Tune 
des  vingt  etime  autres  tangentes  doubles  de  F.  u4  tout  point  d'in- 
tersection  y  de  deux  des  rayons  Jondainentaux  (  qui  forment 
sept  tangentes  doubles  de  F)  se  trouve  associée  une  autre  tangente 
double  déterminée  v  de  cette  courbe,  de  telle  sorte  qu  on  obtient 
par  là  la  totalité  des  xdngt-huit  tangentes  doubles  de  F.  A  la 
tangente  double  p-  répond  alors  le  point  y  comme  partie  de  la 
courbe  U^  en  question,  suivant  la  manière  indiquée  ci-dessus 
(p.  445). 

Chaque  rayon  fondamental  est  coupé  par  les  six  autres.  Dans 
chaque  série  de  coniques  de  contact  qui  répond  à  un  rayon  fon- 
damental sont  donc  compris  six  couples  de  tangentes  doubles; 
l'une  des  tangentes  doubles  de  chaque  couple  est  précisément  l'un 
des  six  autres  rayons  fondamentaux. 

^i  y  et  z  sont  situés  tous  deux  sur  le  même  rayon  fondamental, 
toute  courbe  Xj^^^  =  o  renfermera  ce  rayon,  et  il  en  sera  consé- 
quemment  de  même  pour  la  courbe  (9).  Il  résulte  ainsi  de  là  que 
les  huit  points  de  contact  de  deux  coniques  du  même  système  sont 
toujours  situés  sur  une  conique  (comp.  p.  284 )• 


(')  Cette  courbe  est  le  lieu  des  points  a:  dont  les  couples  homologues  de  rayons  de 
la  coïncidence  principale  divisent  harmoniquement  la  ligne  qui  joint  deux  points 
quelconques^  et  z. 
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La  plupart  des  propositions  énoncées  ici  se  réfèrent  exclusive- 
ment aux  sept  rayons  fondamentaux  et  à  la  courbe  du  quatrième 
ordre;  ils  sont  donc  vrais  d'une  manière  absolue,  indépendamment 
de  la  circonstance  que  nous  y  avons  été  conduits  par  le  connexe 
a^ul  =  o.  On  peut  donc  invei'sement  partir  d'une  courbe  du  qua- 
trième ordre  ;  on  a  alors  des  relations  entre  sept  tangentes  doubles 
quelconques  (parmi  lesquelles  ne  doit  se  trouver  aucun  groupe 
de  quatre  formant  des  coniques  décomposables  du  même  système 
de  coniques  de  contact),  et  entre  les  vingt  et  une  autres  tangentes 
doubles  de  la  courbe  C.,,.  Mais  on  peut  aussi  partir  de  sept  droites 
quelconques  du  plan  et  construire  par  leur  intermédiaire  les 
vingt  et  une  autres  tangentes  doubles  de  C*  et  leurs  points  de 
contact.  On  déduira  cette  construction  très  simplement  de  notre 
connexe  en  prenant  pour  point  de  départ  un  autre  connexe  qui  a 
la  même  coïncidence  principale  que  le  connexe  donné  et  qui  est 
d'une  nature  particulièrement  simple.  Cela  est  permis,  puisque  la 
courbe  F  =  o  dépend  uniquement  de  la  coïncidence  principale  du 
connexe  (i ,  2). 

Nous  prendrons  trois  des  sept  rayons  fondamentaux  pour  côtés 
du  triangle  de  base.  L'équation  du  connexe  doit  alors  être  satis- 
faite par  chacun  des  trois  systèmes  de  valeurs 

o; 
o; 
o. 

Les  termes  possédant  les  facteurs  x,  u^,  x,  u^,  0:2  U3,  Xou'i,  XiU-^, 
x^u?^  manquent  nécessairement;  on  peut  ensuite,  par  l'adjonction 
du  produit  de  u^  par  une  expression  linéaire  en  m,,  Mo,  M3,  faire 
disparaître  aussi  les  termes  en  x^u-^,  Xoii?,,  Xzu'l.  La  coïncidence 
principale  d'un  connexe  général  (1,2)  peut  donc  toujours  être 
représentée  comme  coïncidence  principale  d'un  connexe  de  la 
forme 

(10)  «^«2  «3  4-  b^n.^iii-\-  f^i<iH,— o, 

dont  l'équation  est  rapportée  à  trois  des  sept  rajons  fondamen- 
taux; et  il  existe  trente-cinq  connf  xes  de  cette  espèce,  corrélati- 
vement aux  trente-cinq  manières  dont  on  peut  choisir  trois  rayons 
fondamentaux. 


«2  =  0, 

«3=  0, 

.rj 

.73=0, 

«1=  0, 

Xi 

«1  =  0, 

«2  =  0, 

X-j 

CHAPITRE    M. 


Le  connexe  (lo)  est  caractérisé  par  la  circonstance  que  toutes 
ses  courbes  Kg  touchent  les  côtés  du  triangle  de  coordonnées.  La 
courbe  I  =  o  se  décompose  donc  en  trois  points  qui  sont  les  trois 
sommets  du  triangle,  la  courbe  H  =  o  en  trois  droites  qui  en  sont 
les  trois  cotés  [voir  t.  Il,  p.  255),  et  pour  la  courbe  P=:  o,  dont 
l'équation  s'obtient  par  élimination  des  u  entre  les  équations 


^x'h- 


o, 


on  trouve 


^  iaj.h^c_^=z  o. 


Enfin  l'équation  de  la  courbe  du  quatrième  ordre  est  donnée  par 
l'équation  en  coordonnées-points  de  la  conique  (lo);  elle  prend 
donc  la  forme  simple 


Si  nous  formons  ensuite  Xj=i=  o,  en  plaçant  y  au  sommet  Wi=  o 
du  triangle  de  coordonnée,  il  vient,  en  faisant  ji  égal  à  i, 


.^,^y.u  ^.x —  o,  bx^o,  Cjc=  o  qui  figurent  dans  (lo)  soni, 
par  suite,  les  tangentes  doubles  de  F  qui  sont  liées  de  la  façon 
précédemment  décrite  aux  sommets  du  triangle  comme  points 
d'intersections  de  rayons  fondamentaux. 

Les  six  formes  linéaires  qui  se  présentent  dans  le  déterminant 
(il)  désignent  donc,  égalées  à  zéro,  des  tangentes  doubles  deF=  o. 
On  le  vérifie  aussi  sans  peine  directement  sur  l'équation  (ii).  Si 
l'on  pose,  en  effet,  Ca:=  o,  par  exemple,  dans  cette  dernière,  on 
obtient  l'équation 

(a^xi—  0^X2)-=^  o, 

et  le  même  résultat  se  produit  pour  0:3=0.    Les  lignes  Cj:=o, 
0:3=0  touchent  donc  F  =  o  en  ses  points  de  rencontre  avec. la 


LES    CONNEXES.  4l9 

conique  «^.ri — &;cJ?2=o-  Cette  dernière  passe  par  les  points  de 
rencontre  de  ax=  o  avec  bx=  o  et  Xi=^  o,  de  bj:=  o  avec  x,  =  o 
et  de  Xi  =  o  avec  X2=  o.  On  obtient  ainsi  le  théorème  suivant, 
dont  nous  aurons  encore  à  faire  usage  incessamment  et  qui  est 
indépendant  de  la  forme  d'équation  de  notre  connexe. 

•Si  Si,  So,  S3  sont  trois  tangentes  doubles  de  F  comprises  parmi 
les  sept  indépendantes  les  unes  des  autres,  et  se  coupent  respecti- 
"venient  aux  points  p\ ,  p^,  p^  ;  si,  de  plus,  CTi,  cj.,,  0-3  sont  les  p  tan- 
gentes homologues  des  points  pi  et  se  coupent  en  tIj,  tTj,  tts,  les 
points  de  contact  de  5,  e£  a,  sont  situés  sur  une  coniipie  aussi  bien 
avec  les  points  />,  et  t:\  qu'avec  les  intersections  de  s^  et  0-3,  de  s 3 
et  (72,  etc.,  et  les  trois  coniques  qui  prennent  ainsi  naissance  pas- 
sent par  les  quatre  mêmes  points,  ainsi  qu'on  le  reconnaît  immé- 
diatement sur  leurs  équations 

(12)       ^'i,l>x — •^3C^=^o,      x-^c^ — x^a^z^zo^     x^Ujc — x^b^=o. 

Actuellement,  en  cherchant  d'abord  pour  sept  droites  données 
arbitrairement  l'un  des  connexes  spéciaux  (i,  2)  de  la  forme  (10), 
nous  pouvons  résoudre,  sans  difficultés  essentielles,  le  problème 
suivant  : 

Etant  données  sept  droites  quelconques  comme  rajons  fonda- 
mentaux d'un  connexe  général  (i,  2),  construire  la  coïncidence 
principale  de  ce  dernier. 

Nous  emploierons  trois  quelconques  des  sept  rayons  comme 
rayons  fondamentaux  d'un  connexe  de  la  forme  (10).  Soient  ».,,  ^o» 
^3  ces  trois  rayons,  et  px,  p^,  pa  leurs  points  de  rencontre j  dési- 
gnons par  ti,  t^,  ts,  tji  les  quatre  autres  rayons,  etpar/^joiy^o?  ••• 
leurs  points  de  rencontre  respectifs.  Gomme  toutes  les  coniques 
R2  du  système  appartenant  au  connexe  doivent  toucher  les  lignes 
Si,  plusieurs  coniques  de  cette  espèce  se  trouvent  immédiatement 
déterminées  parle  choix  des  lignes  dont  il  s'agit.  En  effet,  aux 
points  d'un  rayon  fondamental  correspondent  des  coniques  tan- 
gentes à  ce  rayon  lui-même,  et  par  conséquent  aux  points  de  ren- 
contre de  deux  droites  t  coniques  tangentes  à  ces  deux  droites  et 
dont,  par  suite,  cinq  tangentes  sont  connues.  On  connaît  ainsi  de 

Cleuscm,    —  GéuméCrie,   III.  2y  , 
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prime  abord  les  coniques  qui  répondent  aux  sommets  du  quadri- 
latère complet  des  lignes  t/. 

Mais  on  peut  ensuite  trouver  aussi,  pour  tous  les  autres  points 
des  droites  ti,  les  coniques  qui  s'y  rapportent.  Ainsi,  par  exemple, 
le  système  de  courbes  Rg  qui  répond  aux  points  de  f,  est  projectif 
à  la  série  de  ses  points  de  contact  sur  ti\  et  cette  relation  projec- 
tive  est  fixée  par  la  circonstance  que  l'on  connaît  les  coniques  Ka 
qui  répondent  aux  trois  points  pi2,  pta,  Pi',  et,  par  conséquent, 
aussi  leurs  points  de  contact  7112,  7:13,  t:,,.  On  peut  donc,  pour 
tout  point  quelconque  p  àe  ti,  construire  le  point  de  contact  cor- 
respondant TT,  et  aussi,  après  avoir  préalablement  trouvé  ce  der- 
nier, la  conique  répondant  à  p,  laquelle  est  alors  déterminée,  de 
la  manière  connue,  par  les  quatre  tangentes  s^,  52,  ^3,  t^  et  par  le 
point  de  contact  ît  surf,.  On  peut  encore,  par  une  construction 
linéaire,  mener  du  point  p  à  cette  conique  l'autre  tangente  qui 
forme  avec  ^i  le  couple  de  rayons  de  la  coïncidence  principale  qui 
répond  à  f , . 

Il  s'agit  ensuite  de  construire  les  lignes  a^=  o,  bx=  o,  Cx-=  o 
importantes  pour  le  connexe  (10).  Or  tout  point  de  Sf  forme  avec 
le  point  de  rencontre  pt  de  S2  et  ^3  une  conique  qui  répond  comme 
courbe  K2  à  un  point  déterminé  de  ax=  o.  Les  points  de  s^  et 
de  a^=  o  se  trouvent  par  là  liés  projectivement.  Mais  on  connaît 
les  quatre  points  de  cette  dernière  ligne  qui  correspondent  aux 
points  de  rencontre  de  St  avec  les  lignes  tf,  d'après  les  observa- 
tions faites  il  y  a  un  instant,  car  ces  points  de  rencontre  forment 
avec  /?)  des  coniques  des  systèmes  déjà  connus  qui  correspondent 
aux  points  des  droites  ti.  Par  là  se  trouve  déterminée  la  droite 
aj:=  o  et  en  même  temps  la  coordination  projective  de  ses  points 
par  rapport  aux  points  de  s^.  Les  choses  se  passent  d'une  manière 
analogue  pour  les  lignes  bx=  o  et  c^=:  o;  on  peut  donc  construire 
toutes  les  coniques  décomposables  et  les  points  auxquels  elles  ré- 
pondent comme  courbes  K2. 

Les  problèmes  importants  qui  nous  restent  encore  à  traiter  : 
Construire  pour  un  rayon  quelconque  u  la  droite  de  connexe  C^, 
et  pour  U7i  point  quelconque  x  la  conique  de  connexe  K2,  se  ré- 
solvent très  simplement. 

Trouver  pour  un  rayon  u  la  droite  de  connexe,  cela  signifie  dé- 
terminer la  droite  aux  points  x  de  laquelle  répondent  les  coniques 
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Ka  tangentes  au  rnjon  u.  Or,  évidemment,  de  pareilles  coniques  Kg 
sont  formées  par  les  trois  points  de  rencontre  de  ^,,  s^^  s^  pris 
respectivement  avec  les  sommets  opposés  yPi,  p2^  p^;  lë^  points 
correspondants  x  sont  situés  sur  les  droites  a,  §,  c  et,  par  suite, 
sont  connus,  d'après  ce  qui  précède;  mais  eux-mêmes  sont  situés 
sur  une  droite  qui  est  précisément  la  droite  cherchée  Cj  répondant 
à  X. 

Pour  trouver  la  conique  Kg  relative  à  un  point  x,  on  mènera 
une  droite  w  par  x;  on  connaît  alors  les  coniques  décomposables 
qui  correspondent  aux  points  de  rencontre  de  la  droite  avec  ax=  o, 
6^=0,  Cx=o,  par  conséquent  aussi  celle  qui  répond  à  x,  car 
le  système  des  courbes  Ko  qui  répondent  aux  points  x  de  u  est 
projectif  à  la  série  de  ces  points  x. 

En  conséquence  de  cette  construction,  le  connexe  (10)  doit  être 
considéré  comme  complètement  connu;  on  connaît  donc  aussi  sa 
coïncidence  principale,  c'est-à-dire  la  coïncidence  principale  d'un 
connexe  quelconque  qui  a  les  sept  droites  données  pour  rayons 
fondamentaux  (  *  ). 

A  l'aide  de  la  construction  de  cette  coïncidence  principale  on 
résout  ensuite  aisément  l'important  problème  qui  suit  (*)  : 

Etant  données  sept  tangentes  doubles  d'une  courbe  du  qua- 
trième  ordre  indépendantes  les  unes  des  autres,  construire  les 
"vingt  et  une  autres,  ainsi  que  les  points  de  contact  de  toutes  ces 
vingt-huit  tangentes  doubles. 

On  emploiera  les  sept  tangentes  doubles  données  comme  rayons 
fondamentaux  d'une  coïncidence  principale  (1,2)  qui  peut  être 
construite  de  la  manière  indiquée.  Si  de  chaque  point  de  rencontre 
de  deux  de  ces  sept  rayons  on  mène  le  couple  de  tang>entes  à  la 
conique  déterminée  par  les  cinq  autres  et  qu'on  cherche  sur  les 


(')  On  peut  rattache!*  à  ces  considérations  la  solution  de  beaucoup  d'autres  pro- 
blèmes. Ainsi,  par  exemple,  pour  trouver  la  neuvième  tangente  commune  de  deux 
courbes  de  troisième  classe  si  huit  autres  sont  données,  on  déterminera  la  coïnci- 
dence principale  (i,  2)  qui  répond  à  sept  da  ces  dernières,  et  dans  cette  coïncidence 
principale  le  point  répondant  à  la  huitième.  On  mènera  de  ce  dernier  point  la  seconde 
tangente  à  la  courbe  correspondante  K,;  ce  sera  la  droite  cherchée. 

(')  Foir  .V.BÜNUOLD,  loc.  cit. 
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tangentes  de  chaque  couple  les  points  de  coïncidence,  la  ligne  qui 
joint  les  points  de  coïncidence  d'un  couple  est  précisément  une 
tangente  de  la  conique  employée,  mais  elle  est  aussi  une  des 
vingt  et  une  tangentes  doubles  cherchées,  et  les  points  de  coïn- 
cidence sont  ses  points  de    contact  ('voii'  les   théorèmes   donnés 

p.  445). 

Pour  trouver  ensuite  les  points  de  contact  sur  les  trois  tangentes 
doubles  données  qui  sont  employées  dans  la  construction  de  la 
coïncidence  principale  (i,  2)  comme  rayons  5,,  50,  .^3,  il  suffit, 
d'après  un  théorème  précédent,  de  déterminer  leurs  points  de 
rencontre  avec  les  trois  coniques  (12),  lesquels  peuvent  être  con- 
struits aisément.  Pour  obtenir  enfin  les  points  de  contact  des  quatre 
autres  tangentes  doubles  t,,  to,  Z3,  f,,,  on  remarquera  que  ce  sont 
ceux  des  points  des  quatre  droites  qui  sont  situés  sur  leur  conique 
correspondante  Ko.  Il  suffit  alors  de  construire  les  points  qui  se 
correspondent  à  eux-mêmes  dans  les  séries  projectives  superposées 
déjà  employées  qui  existent  sur  chacune  des  droites  en  question; 
ce  qui  se  fait  de  la  manière  connue  (t.  I,  p.  65).  Le  problème 
posé  se  trouve  ainsi  résolu. 

VIII.  —  Sur  la  théorie  des  équations  différentielles. 

Nous  avons  vu  comment  la  coïncidence  principale  d'un  connexe 
algébrique  est  liée  de  la  façon  la  plus  étroite  à  une  équation  diffé- 
rentielle algébrique  déterminée,  et  nous  avons  appelé  l'attention 
sur  ce  fait  que  de  la  théorie  dds  invariants  des  connexes  doivent 
naître  de  nouveaux  points  de  vue  pour  la  théorie  des  équations 
diff'érenlielles;  nous  avons,  en  outre,  eff'ectué  réellement  dans 
quelques  exemples  l'intégration  des  équations  différentielles  con- 
sidérées. Mais  la  méthode  de  considération  de  la  théorie  des  inva- 
riants, et,  en  particulier,  l'homogénéité  qu'elle  exige  dans  les  équa- 
tions n'est  pas  seulement  utile  pour  les  équations  diff'érentielles 
purement  algébriques 5  elle  offre,  au  contraire,  également  des 
avantages  essentiels  pour  le  cas  où  les  puissances  des  diff'éren- 
tiellcs  dx,  dj  apparaissent  multipliées  par  des  fonctions  transcen- 
dantes, ou  même  aussi  pour  celui  oii  ces  différentielles  entrent 
elles-mêmes  d'une  façon  transcendante,  c'est-à-dire  pour  l'équa- 
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tion  différentielle  du  premier  ordre  entièrement  générale 


On  peut,  en  effet,  transformer  toute  fonction  4»  de  cette  nature 

en  une  fonction  homogène  d'ordre  zéro  en  posant  x  =^~t  j  =^—-> 

et  alors  tout  d'abord  le  théorème  d'Euler,  si  utile  pour  les  fonc- 
tions homogènes,  se  présente  sous  la  forme 

d^  d^  d<i 

Oxi  0-r^  0,^3 

Dans  ce  qui  suit,  nous  ne  ferons  que  signaler  brièvement  quel- 
ques faits  que  l'application  des  points  de  vue  projectifs  permet 
immédiatement  d'éclaircir  et  qui,  en  particuher,  se  présentent  au 
premier  plan  dans  les  recherches  contemporaines  sur  les  équations 
différentielles;  toutefois,  nous  nous  bornerons  à  une  introduction 
courte  et  nullement  complète  à  ces  théories,  surtout  parce  que  ces 
dernières  sont  encore  en  formation.  Le  but  de  ce  qui  va  suivre  est, 
en  particulier,  de  faire  ressortir  la  connexion  des  nouveaux  points 
de  vue  avec  la  théorie  ordinaire,  et  pour  cette  raison  nous  com- 
mencerons par  faire  usage  des  coordonnées  rectangulaires.  Les 
sujets  que  nous  avons  à  exposer  peuvent  être  caractérisés  de  la  façon 
suivante  : 

i**  Notion  de  l'intégrale  d'une  équation  différentielle; 

2°  Notion  des  transformations  générales  de  contact  et  établisse- 
ment de  ces  transformations; 

3°  Solutions  singulières  d'une  équation  différentielle. 

Si,  dans  l'équation 

(i)  rf[x,y,p).-=zo,     où     P^'-^^^ 

on  entend  par  x,  j  des  coordonnées  ponctuelles  dans  le  plan,  à 
tout  point  jc,  j  sera  associé,  en  général,  par  ces  coordonnées  une 
direction  p  ou  un  nombre  fini  de  telles  directions,  et  le  problème 
de  l'intégration  revient  à  trouver  des  courbes 

/[x,y,v.)=o 
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(a  étant  un  paramètre)  qui  soient  touchées  en  chacun  de  leurs 
points  par  une  direction  correspondante  p,  ou  autrement  dit  de 
faire  succéder  les  uns  aux  autres  de  manièi^e  à  constituer  des 
courbes  les  éléments  d'arc  issus  des  points  individuels  x,  j. 

Dorénavant  nous  appellerons  x,  j,  p  les  cooidoniiées  de  l'élé- 
ment d'arc  considéré,  et  nous  ferons  observer,  comme  idée  fonda- 
mentale dansée  qui  va  suivre,  que  ces  coordonnées  seront  toujours 
envisagées  comme  variables  similaires.  Les  éléments  d'arc  qui  satis- 
font à  cp  =  o  seront  appelés  les  éléments  principaux  de  l'équation 
(au  lieu  d'être  appelés  éléments  de  la  coïncidence  principale)^  et  les 
courbesy=o,  qui  représentent  les  intégrales  de  9  =  0,  les  courbes 
intégrales  correspondantes.  De  l'ensemble  de  tous  les  éléments 
principaux  du  plan  qui  sont  en  nombre  triplement  infini  (c'est-à- 
dire  des  éléments  du  connexe  identique  u^--  o)  un  nombre  dou- 
blement infini  est  détaché  par  l'équalion  cp  =:  o,  et  ces  éléments 
apparaissent  décomposés  par  les  courbes  intégrales  en  un  nombre 
simplement  infini  de  groupes  comprenant  chacun  un  nombre  sim- 
plement infini  d'éléments  principaux.  Les  éléments  principaux  en 
nombre  infini  qui  se  rattachent  à  une  même  courbe  intégrale  sont 
groupés  d'une  manière  déterminée  et  remarquable.  En  tant,  effec- 
tivement, qu'on  peut  considéi'cr  une  tangente  de  la  courbe  comme 
ligne  de  jonction  de  deux  points  consécutifs  de  cette  dernière,  on 
peut  dire  de  deux  éléments  principaux  consécutifs 

•'"'■»TiP     Gt     .r.  H-  dx,  j  ~-  dj,  p  -r-  d]> 

d'une  courbe  intégrale  que  la  droite  de  l'un  passe  par  le  point  de 
l'autre,  ce  qui  trouve  son  expression  analytique  dans  l'équation 

(2)  dy  —  pdx^o, 

c'est-à-dire  dans  l'équation  de  définition  de  p.  Comme  cette  équa- 
tion se  présente  très  fréquemment  dans  la  suite,  nous  attribuerons 
à  la  relation  de  deux  éléments  voisins  qui  y  satisfont  la  dénomina- 
tion de  situation  réunie  des  deux  éléments. 

Nous  appliquerons  maintenant  à  la  notion  ordinaire  exposée 
ici  de  la  courbe  intégrale  l'idée  fondamentale  de  la  Géométrie  pro- 
jective,  savoir  qu'on  doit  regarder  comme  assimilables  entre  eux 
tous  les  résultats  qui  dérivent  les  uns  des  autres  par  collinéatioii 
(projection)  ou  par  transformation  dualistique  (principe  de  dua- 
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lité).  L'introduction  des  collinéations  n'exige  pas,  à  proprement 
parler,  une  extension  particulière,  ou  du  moins  pas  une  extension 
extraordinaire  des  notions  formulées  jusqu'ici.  Nous  devons,  d'ail- 
leurs, faire  observer  que,  conformément  au  principe  précité,  on 
peut  parler  aussi  bien  d'éléments  principaux  à  distante  infinie  que 
d'éléments  à  distance  finie,  ce  que  précisément  l'emploi  des  coor- 
données homogènes  met  parfaitement  en  lumière;  on  peut  aussi, 
comme  cela  va  de  soi,  admettre  par  avance  les  éléments  princi- 
paux imaginaires.  On  aperçoit  du  reste  clairement  comment,  par 
la  prolongation  d'une  courbe  intégrale  à  travers  l'infini  (c'est-à- 
dire  à  travers  la  droite  de  l'infini),  on  est  amené  à  apercevoir  en 
particulier  que  la  droite  de  l'infini,  par  exemple,  peut  se  présenter 
elle-même  comme  courbe  intégrale,  etc.  La  conception  ordinaire 
sera  déjà  bien  davantage  dépassée  si  l'on  demande  par  analogie  de 
considérer  aussi  de  la  même  manière,  dans  les  recherches  sur  les 
solutions  singulières,  les  résultats  à  distance  infinie.  Une  nouvelle 
idée  est,  d'ailleurs,  introduite  par  la  considération  des  transfor- 
mations dualistiques.  Par  elles  les  éléments  principaux  qui  se  rat- 
tachent à  une  courbe  donnent,  en  général,  naissance  aux  éléments 
principaux  d'une  nouvelle  courbe.  Cette  dernière  dégénère  toute- 
fois en  un  point  si  la  première  consiste  en  une  droite,  et  l'on  est 
ainsi  conduit  à  envisager  aussi  le  point  ou,  si  l'on  veut,  le  faisceau 
de  rajons  comme  forme  possible  d'une  courbe  intégrale.  Cette 
conception  s'accorde  au  fond  avec  l'équation  (2),  laquelle  est  ca- 
ractéristique pour  deux  éléments  principaux  consécutifs  d'une 
courbe  intégrale;  elle  est  également  satisfaite  si  l'on  pose 
dx  z=z  dy  =  0,  p  restant  arbitraire,  ou  autrement  dit  si  un  élément 
principal  tourne  autour  d'un  point  fixe. 

Un  exemple  relatif  à  cet  objet  nous  est  fourni  par  le  système 
des  courbes  intégrales  d'un  connexe  (i,  1)  qui  peuvent,  en  géné- 
ral, être  représentées  sous  la  forme  (p.  435) 

x^j'  x\^  .t\>  =  con  st . 

(avec  X,  -f-  ^2+  l-i=  o).  Ici  les  trois  côtés  du  triangle  de  base  for- 
ment une  courbe  du  système  ;  de  même  aussi  ses  trois  sommets 
doivent  être  envisagés  comme  courbe?  intégrales,  car  l'équation  des 
courbes  en  coordonnées-lignes  est  absolument  de  la  môme  forme. 
Il  existe  bien,  d'ailleurs,  des  équations  différentielles  dont  toutes 
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les  courbes  intégrales  se  composenL  de  lignes  droites  (par  exemple, 
celle  de  l'équation  p  =  o),  et  de  même  aussi  on  concevra  des 
équations  dans  lesquelles  des  points  se  présentent  exclusivement 
comme  courbes  intégrales.  Anal}  tiquement  ce  sont  simplement  les 
équations  qui  ne  renferment  pas  p,  c'est-à-dire  les  équations  de 
la  forme  <^{x,  j)  =  o,  ou  simplement  x  =  o.  Elles  sont  satisfaites 
par  tous  les  éléments  principaux  dont  les  points  sont  situés  sur 
une  courbe  fixe  (p.  352  et  suiv.),  et  les  courbes  intégrales  qu'on 
en  peut  déduire  sont  précisément  ces  points  eux-mêmes  considérés 
comme  faisceau  de  rayons  et,  en  outre,  la  courbe  formée  par  les 
points  en  question,  laquelle  doit  être  considérée  comme  solution 
singulière  (  '  ). 

Nous  satisferons  aux  conditions  de  la  Géométrie  projective  rap- 
pelées ici  si  (en  négligeant  d'abord  les  éléments  à  distance  infinie), 
nous  définissons  une  courbe  intégrale  de  la  manière  suivante  (-)  : 

Une  série  simplement  infinie  d'éléments  principaux  x,  j,  p 
sera  appelée  une  courbe  intégrale  ou  mieux  {^aßn  que  l'expres- 
sion de  courbe  ne  donne  lieu  à  aucune  confusion)  une  variété 
intégrale  à  une  dimejision  (  une  intégrale  M,  ),  si,  pour  deux  élé- 
ments  principaux  consécutifs  x,  j,  p  et  x  -h  dx,  y  -f-  dy,  p  -h  dp 
situés  à  distance  finie,  la  condition  (2),  c  est-à-dire 

dj  —  p  ch:  =  o 
est  satisfaite. 

Le  problème  de  l'intégration  d'une  équation  (ä[x,  y,p)  ^=^  o 
peut  alors,  y  compris  le  cas  où  p  ne  figure  pas  dans  9,  se  formuler 
en  disant  que  les  éléments  principaux  en  nombre  doublement  inßni 
de  l'équation  cf  =  o  doivent  être  rassemblés  dans  les  intégrales 
M)  en  nombre  simplement  infini. 

Donc  analytiquement  on  demande,  pour  embrasser  tous  les  cas, 
d'établir  une  équation  supplémentaire  renfermant  un  paramètre 
arbitraire  a 

(3)  ■}^[.T,X,p,y.)=zO, 

(')    Voir  le  dernier  exemple  à  la  fin  de  cette  seclion. 

(')  Voir  Lie,  Zur  Theorie  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
[Göttinger  Nachrichten,   1872,  p.  473). 
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et  teile  qu'en  vertu  de  9  =  o  et  t]/  =  o  la  condition  (  2  )  soit  satis- 
faite indépendamment  de  la  valeur  du  paramètre  a,  que  cela  ait 
lieu  pour  tous  les  éléments  principaux  qui  satisfont  aux  équations 
(p  =  o,  4^  =  o,  ou  pour  une  partie  seulement  d'entre  eux.  En  effet, 
pour  une  valeur  donnée  de  a,  les  éléments  principaux  communs 
aux  deux  équations  forment  un  système  simplement  infini,  et  l'on 
obtient  l'équation  des  courbes  intégrales  en  coordonnées-points 

(4)  A-V,y,rA]—0, 

dans  le  cas  où  il  est  possible  de  l'établir,  en  éliminant  p  entre 
(j)  rn=  o  et  c|/  =  o.  Mais  on  peut  aussi  considérer  l'équation  (4)  elle- 
même  comme  une  équation  de  la  forme  (3),  puisque,  conjointe- 
ment avec  l'équation  implicitement  supposée 

ày 

elle  remplace  complètement  la  combinaison  des  équations  Cj)  =  o, 
t|/  =  o.  Si  l'équation  (i)  ne  renferme  pas  la  quantité  p,  une  équa- 
tion (4)  est  tout  à  fait  insuffisante  pour  représenter  l'intégrale  M.^ . 
On  devra,  au  contraire,  combiner  avec  l'équation  (^  =  o  une 
équation  (3),  en  sorte  que,  dans  ce  cas,  notre  nouvel  énoncé  du 
problème  de  l'intégration  devient  par  le  fait  nécessaire.  Il  est, 
d'ailleurs,  évident  en  soi  que  les  équations  (3),  qui  deviennent  ac- 
tuellement applicables  à  la  représentation  des  intégrales  M,  de 
9  =  0,  sont  précisément  des  équations  ne  renfermant  pas  p,  mais 
bien  un  paramètre  a.  Il  ne  s'agit  plus  alors  que  de  représenter  les 
points  de  la  courbe  cp  =  o  ;  ce  à  quoi  on  arrive  le  plus  simplement 
possible  en  coupant  9  =z  o  par  un  système  simplement  infini 
d'autres  courbes. 

Les  propriétés  que  doit  posséder  une  fonction  ^  pour  déter- 
miner de  la  manière  décrite  une  intégrale  M)  de  cj)  peuvent  se  re- 
présenter par  une  équation  différentielle  linéaire  du  premier  ordre 
aux  dérivées  partielles.  On  doit,  en  effet,  pouvoir  alors  trouver 
pour  chaque  élément  principal  commun  de  9  ettp  un  élément  prin- 
cipal voisin  qui  soit  en  situation  réunie  avec  le  premier  (p.  4^4) 
et  appartienne  aussi  aux  deux  équations,  ou,  autrement  dit,  il  faut 
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la  coexistence  des  trois  équations 


1 

df  , 
dx 

à? 

"■r^P" 

=  0, 

(5) 

1 

1 

-r-  dx  -+- 

dx 

d^ 
df 

pdx  —  dj 

=  o, 

desquelles  rési 

Lilte 

(6) 

d^ 

dx 

d!, 
dp' 

d-^  d(p 
dx  dp 

-\-p 

fd^  d^ 
\àj  dp 

d-^  do 
ôj  dp 

-T^        —G. 


C'est  là  la  coïididon  pour  que  les  éléments  principaux  communs 
f/e  ç  =  o,  ^l'  =  o  (ou  même  seulement  une  partie  séparable  de  ces 
éléments)  forment  une  intégrale  M,  pour  les  deux  équations  (  '  ). 
Il  faut  naturellement  exclure  le  cas  où  deux  des  équations  (5) 
se  confondent  l'une  avec  l'autre,  c'est-à-dire  où  l'on  a 

d'f  _  à'f  _  d'à  d-ij  _  dl  ^  d-\t 

dx  '  df  '  dp        dx  '  df  '  dp 

ce   qui  arrive,   par  exemple,   pour  (j;  =  tj^ -f- const. ,  ainsi   que  le 
cas  où  l'équation  (6)  est  satisfaite  par  l'évanouissement  des  dé- 

Nous  reviendrons  ultérieurement 


(')  Voir,  Jacodi,  Vorselungen  über  Dynamik,  herausgegeben  von  Clebsch,  Berlin, 
i866,  p.  172  et  237  et  suiv.  L'équation  (6)  se  transforme  effeciivement  en  l'équation 
de  condition  de  Jacobi  si  l'on  introduit  en  outre  le  quotient  p'.qviVL  lieu  de  — />  ;  il 
faut  alors  traiter  y?,  q  absolument  comme  des  coordonnées-lignes  On  aura  ensuite  à 
éliminer  les  grandeurs  dx,  dj,  dp,  dq  entre  les  quatre  équations 

-^  dx  -+-  ^  dr  -h  ~  dp  -h  -^  dq  =^  o, 
ÖX  df    ■^       dp    ^       dq    ^ 

dp  ,        dp   j        dp  ,        dh   , 

--^  dx -\- ^  dy -^ -^dp -i- ^  dq  —  o, 

dx  à>     ■'        dp    '^        dq     ^    . 

pdx-^qdf  —  0, 

xdp-\-    ydq^^o, 

ce  qui  donne,  eu  égard  à  ce  que  çj,  <p  sont  homogènes  enp,  q,  l'équation  de  condition 
de  Jacobi 

d-f  dp      d'i,  àl__à^  àp_^  àp_ 
dx  dp      df  dq      dp  dx      dq  dj 

Voir  aussi  ci-dessous  la  même  question  traitée  eu  coordonnées  homogènes. 
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sur  ces  cas  exceptionnels  quand  nous  ferons  usage  des  coordonnées 
homogènes. 

Nous  pouvons  établir  et  énoncer  ce  résultat  sous  une  autre  forme 
qui  nous  sera  utile  plus  tard.  Les  équations  (5)  expriment,  en 
effet,  que  l'expression  pdx  —  dj  s'évanouit  en  conséquence  des 
équations  ^«^  =  o,  d^:=o^  et  cette  circonstance  se  présente  évi- 
demment toujours  si  l'on  peut  déterminer  une  fonction  x("^>T^  P)"» 
telle  que  l'on  ait 

(7)  ck  —  yjî!^z=[df  —  pd.r.)p, 

et  réciproquement.  Nous  nous  proposons  donc  maintenant  d'établir 
la  condition  à  laquelle  les  fonctions  9,  (^,  x  doivent  satisfaire  pour 
qu'une  équation  de  cette  espèce  soit  possible. 

L'équation  (7)  se  décompose  immédiatement  en  les  trois  rela- 
tions suivantes  : 

d'j>  d-ii  df  d'if  dv  di^ 

et,  en  éliminant  y^  et  p,  on  retrouve  l'équation  (6).  Nous  obtenons 
cette  dernière  sous  une  autre  forme  en  introduisant  les  dérivées 
totales;  comme,  en  effet, 

la  seconde  équation  donne,  eu  égard  à  la  première, 

d'^  d!f  _ 

1c  ~~'^'  'dv  ~  "' 

et  par  combinaison  avec  la  troisième  équation  il  en  résulte  ensuite 

d'jf   d-h        âf   dh 

^^'  dx  Op        dp  dv  ' 

équation  qui  se  tire  directement  aussi  de  (6)  en  vertu  de  (8).  Si 
donc  9  =  0,  4*  =  o  dowent  avoir  une  intégrale  M,  commune, 
c'est-à-dire  s'il  doit  exister  ujie  équation  de  la  forme  (7),  il  faut 
l'accomplissement  de  la  condition  (9),  dans  laquelle,  contraire- 
ment à  (6),  interviennent  les  dérivées  totales. 

Or  ces  considérations  gagnent  immensément  sous  le  rapport  de 
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la  symétrie  et  de  la  clarté  de  l'exposition  à  Fintroduction  de  coor- 
données homogènes  et,  pour  préciser,  à  l'emploi  simultané  de 
coordonnées-points  et  de  coordonnées-lignes  homogènes.  Ces 
coordonnées  s'introduisent  dans  le  cas  général  absolument  comme 
il  a  été  expliqué  plus  haut  (p.  386  et  suiv.)  pour  le  cas  particulier 
des  équations  algébriques,  en  transformant  l'équation  difFérentielle 
en  une  équation  entre  les  coordonnées-points  et  les  coordonnées- 
lignes  et  en  ajoutant  alors  les  conditions  Ua:=  o,  Uda:=^  o,  en  fai- 
sant, par  conséquent,  la  substitution 

^4  'TCn  H\  Wo 

x=-^,      J  =  "  ,      p^- i.      xp-y  =  -^ . 

Dans  les  fonctions  homogènes  de  dimension  nulle  qui  prennent 
ainsi  naissance,  les  dénominateurs  .ra,  u<i  jouent  tout  d'abord  un 
rôle  remarquable;  toutefois,  on  n'a  nullement  à  considérer  exclu- 
sivement des  fonctions  ayant  ces  dénominateurs,  et  il  sera,  au 
contraire,  avantageux  de  les  remplacer  par  les  fonctions  les  plus 
gene'rales  d'ordre  nul  et  de  classe  nulle.  Si  l'on  a,  en  particulier, 
affaire  à  des  équations  différentielles  algébriques,  on  ne  partira 
pas  nécessairement  de  fonctions  dont  le  dénominateur  est  formé 
par  des  puissances  de  «2  et  Xs,  mais  on  choisira,  au  lieu  de  ces 
dernières,  les  quotients  de  deux  fonctions  algébriques,  dans  les- 
quels le  numérateur  et  le  dénominateur  ont  la  même  généralité, 
en  sorte  que  si,  par  exemple,  l'on  fait  0  égal  au  quotient  des  con- 
nexes a"Ui"  et  a'^u^ ,  l'équation  ^  =  const.  représente  le  système 
linéaire  le  plus  général  des  connexes. 

La  condition  (2)  de  la  situation  réunie  de  deux  éléments  voi- 
sins X,  M  et  X  +  dx,  u  -h du  est  actuellement  à  remplacer  parles 
deux  équations 

(10)  2  «/  c/jT,  =  0       et       2  Xi  dlli  rrr  o , 

dont  chacune  est,  en  vertu  de  u^^^  o,  {u  -h  du)x+dx^^  o,  une 
conséquence  de  l'autre.  En  effet,  la  première  équation  (10)  com- 
binée avec  Uj:=o  exprime  la  même  chose  que  l'équation  (2), 
savoir  que  du  pointa:  part  une  direction  d'avancement  zt  qui  est 
déterminée  par  le  point  x  -h  dx.  Un  fait  analogue  existe  à  l'égard 
de  la  seconde  équation  (10). 

Supposons    maintenant    qu'on   ait   sous    les   yeux    une    équa- 
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4>  (.r,  Ü  )  =  o 

homogène  en  x,  u  et  de  dimension  nulle,  et  cherchons  la  condi- 
tion pour  qu'elle  ait,  avec  une  autre  équation  Y(x,  u)  =  o,  une 
intégrale  M,  commune,  c'est-à-dire  pour  que  les  éléments  princi- 
paux qui  satisfont  aux  équations  $  =l^  o,  'F  =i^  o,  Ux^=^  o  forment 
une  courbe  intégrale  (courbe  de  coïncidence  principale)  de 
<ÎJ  =  o.  Nous  avons  alors,  à  la  place  de  (5),  les  conditions 


>  -r—  dxi -i-    y  — —  dui^^  o, 

V  ^^'  ,       V  '^^'  , 

^Uidxi=z  o,      2.Xidui^  O; 

et  par  élimination  de  dxi,  dui,  en  désignant  parles  indices  i,  2,  3 
la  différentialion  par  rapport  à  Xt ,  X2,  X3,  par  les  indices  I,  II,  III 
la  difTérentiation  par  rapport  à  u^,  Uo^  ihf  et  en  fixant  les  va- 
leurs absolues  des  o:,  u  par  les  équations  1^=1,  ui=i  i  (d'où 
Y,hidxi=  o,  lllidii>i=:^  o),  on  en  tire  l'équation  de  condition 


*1 

«1 

^1 

^1 

0 

0 

*. 

"2 

/> 

^2 

0 

0 

*3 

«3 

l^i 

^3 

0 

0 

*, 

0 

0 

^'l 

x\ 

h 

*I. 

0 

t) 

"yn 

x^ 

l. 

*MI 

0 

0 

^m 

a-3 

h 

Or,  en  désignant  par  i  les  indices  i,  2,  3,  par  y  les  indices  I,  II, 
m,  on  a  ,  eu  égard  au  théorème  d'Euler, 


«I'i«2Â:3.I±Ti.r,/3  = 


1^'j^i 

l^jnj     l^jkj 

2<i.,.r, 

"x                ^x 

l^ili 

u,                kl 

IWj^l 

u       IW.kj 

0 

0          1 

=  - 

-:s>Ky*, 

2*,/, 

I              /y 

Une  équation  analogue  a  lieu  pour  le  produit  des  deu\  autres  dé- 
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terminants,  et  nous  obtenons,  en  conséquence,  la  condition 

qui  doit  exister,  en  vertu  de  0  :=  o,  ^  =  o,  Ux=  o. 

Cette  équation  aux  dérivées  partielles  intervient  à  la  place  de 
(6)  ou  (g)  ;  elle  est,  suivant  une  expression  dont  nous  nous  servi- 
rons, la  condition  nécessaire  pour  que  les  équations  $  =  o,  ^  =  o 
soient  en  «  situation  d'involution  »  (pour  qu'elles  aient  une  inté- 
grale Ml  commune).  L'équation  (i  i)  est,  d'ailleurs,  aussi  satisfaite 
pour  les  éléments  principaux  singuliers  de  ^  et  'i^  pour  lesquels 
toutes  les  quantités  <î>/,  4>y  ou  V/,  ^j  s'évanouissent  (par  exemple, 
si  ^  =f^)  et  également  encore  lorsque  les  grandeurs  ^/,  ^j  de- 
viennent proportionnelles  les  unes  aux  autres.  En  excluant  ces  cas 
seulement,  on  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  problème  qui  consiste  à  intégrer  V équation  ^  =.  o  se  con- 
fond avec  la  qxLestion  de  trouver  une  fonction  *?  homogène  en  x, 
u  de  dimension  nulle  qui  satisfasse  à  V équation  aux  dérivées 
partielles  (  1 1  )  et  renferme  un  paramètre  a . 

Les  avantages  que  présente  l'usage  de  coordonnées  homogènes 
par  rapport  à  la  représentation  précédente  sont  déjà  évidents  sur 
cet  exemple.  Premièrement,  en  effet,  l'équation  (ii),  contraire- 
ment à  (6)  et  (9),  est  absolument  symétrique,  et  elle  renferme  uni- 
quement des  dérivées  partielles  (');  de  plus,  les  éléments  à  dis- 
tance infinie  n'ont  plus  besoin  d'être  considérés  à  part;  il  ne  reste 
plus  à  avoir  égard  qu'aux  cas  exceptionnels  déjà  ainsi  dénommés 
et  dont  l'existence  tient  à  la  nature  de  la  question. 

Le  problème  donné  dans  l'équation  (7)  acquiert  un  intérêt  par- 
ticulier et  une  utilité  particulière  pour  les  applications  ultérieures 
lorsqu'on  le  traite  en  employant  des  coordonnées-points  et  des 
coordonnées-lignes  homogènes.  Comme  alors  l'expression  dj — pdx 
doit  être  remplacée  par  udx  ou  dux  sous  la  condition  Ux^=-  o,  nous 
avons  évidemment  le  problème  suivant. 

On  demande  d'indiquer  les  conditions  auxquelles  les  fonctions 


('  )  Voir  la  note  de  la  pa^je  /pS. 
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<t>,,  ^2,  ^zi  F,,  Fa,  F3  doivent  satisfaire  pour  qu'il  existe  une 
équation  de  la  forme 

(12)  ^jf/Fi-l-  *2'^F2-t-  ^3dF3=  Uidri\-  u^dr^-^  u%dx^, 

de  laquelle  résulte,  en  vertu  de  Ux^--  o,  l'équation  symétrique 

(  1  3  )  Fl ^/4>i  -I-  F2 d^2  4-  F3  f/<I>3  =  x^  dui  -+-  x^ du.^  H-  x^  du^ . 

Dans  le  second  membre  de  (12),  nous  pourrions  ajouter  un  fac- 
teur p  comme  dans  (7);  toutefois,  nous  imaginerons  que  ce  fac- 
teur est  compris  dans  les  4>/,  et  nous  admettrons  qu'il  ait  toujours 
été  déterminé  de  telle  sorte  que  toutes  les  fonctions  $,  et  F/  soient 
de  dimension  nulle  en  x  et  u. 

Nous  écrirons  l'équation  (12)  sous  la  forme 

i       A-  i       A- 

d'où  l'on  tire  immédiatement 

i  i 

On  obtient  ensuite,  par  différenliation, 
()    V      àV,         d   \^     dF; 

_ .        X     (j)^. X     ^^  — ;    Q, 

à.v,,^     dx,,       dx,,^     dxf, 

i  i 

d    V"     àF,-  ô    V      àFi 

X  <li^.  —   X   4>j. :=  o, 

àun  Lu     àx,,       dxk  Là     àu,^ 

i  i 

d   V      ^F/  à    V      àFi 

dukLu     àxk       dx,,^     du^ 

i  i 

d    V     àFi         d   V     ^I"'/ 

X   <J).  . .     X  ^. zzzz  O, 

àu/,  Zu   '  duk       du,:  Lu     àuh 

1  i 

d'où,  en  développant 

2u\àxu  dxk       dxk  ôx,J  ~°'     2u\àu,,  dx,,       âxj.  du,J  ~ 

\  ( à^  àYj^  _  à^  dFi\  _         "S^  (d^j  dFj       d»,-  dVjX  _^ 
2ià\du'k  dxk~  dxk  duj  ~~  ^'     Zà  \àuu  duk       du^  du,J  ~  °* 
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Ces  quatre  relations  expriment  que  des  six  équations  (i  =i^  i,  2,  3 


'''-^d^,;'^' 


k 


k 

résultent  les  six  autres 

^l».-  _    ^  dFi\ 
du,,       "  '  du,, } 


■'■-!{-. 


Si  donc  on  porte  ces  valeurs  de  j^,  Zf,  dans  les  équations  précé- 
dentes, il  doit  en  résulter  des  identités,  et  de  cette  manière  on 
trouve  que  l'on  doit  avoir  aussi  les  relations  suivantes  : 

{i5)      (F,-,r/,)  =  o,      (F,,<I>/,)=o;      (*,,<!./,)  =  0,      (F,,*,)^:!, 

où,  d'une  manière  générale,  le  symbole  (PQ)  désigne  l'expression 
dont  l'évanouissement  donne,  d'après  (11),  la  condition  de  la  si- 
tuation en  Involution  pour  les  équations  P  =  o,  Q  =  o,  où,  par 
conséquent, 

(.6)  ,p,Q)=y(^!|o_^^\ 

^  ^  \  Ôx,   Olli  Olli   OXi  I 

i 

Le  même  raisonnement  peut  être  poursuivi  en  sens' inverse;  on  a, 
en  conséquence,  l'important  théorème  qui  suit  : 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  V existence  des 
équations  [\i)  et  (i3)  soiit  données,  sous  le  bénéfice  de  Mx=o, 


(')  Voir  les  Mémoires  de  S.  'Lie,  Abhandlungen  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
zu  Christiania,  3  mai  1872  et  21  mai  18, 3,  et  Math.  Annalen,  t.  VIII,  où  la  démons- 
tration est  déduite  du  problème  de  Pfaff.  Pour  la  marche  suivie  au  texte,  voir 
A.  Mayer,  Göttinger  Nachrichten,  avril  187^,  ou  Math.  Annalen,  t.  VIII,  p.  3o4,  et 
Lie,  ibid,  t.  IX.  Si  l'on  ajoute  au  second  membre  de  (12)  pour  raison  de  généralité 
un  facteur  p,  à  la  place  de  la  dernière  équation  (i5)  se  présentera  l'équation 
(F,*,)=^,  mais  tout  le  reste  demeure  inaltéré.  (Foj>  Mayer,  lac.  cit.).  Dans  les 
formules  de  Mayer,  il  suffit  de  prendre  toujours  z  constant  pour  obtenir  celles  du 
texte. 
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/)a?-  les  équations  aux  dérivées  partielles  (i5)  dont  le  sens  est  mis 
en  lumière  par  (i6). 

Ces  derniers  développements,  et  en  particulier  les  équations 
(i5),  deviennent  précisément  d'une  grande  utilité, lorsqu'il  s'agit 
d'établir  toutes  les  transformations  appelées  transformations  de 
contact.  On  comprend  sous  cette  désignation  les  ti^ansformations 
du  j)lan  qui  changent  des  courbes  qui  se  touchent  en  des  courbes 
|)Ossédant  la  même  propriété,  et^  par  conséquent,  des  transforma- 
tions vis-à-vis  desquelles  le  contact  est  une  propriété  inva- 
riante  (').  A  cette  classe  appartiennent  d'abord  les  coUinéations 
du  plan  et,  en  général,  les  transformations  ponctuelles  proprement 
dites,  c'est-à-dire  les  transformations  de  la  forme 

(16)  a:'=/(.r,j),     y'=^[x,y), 

puis  aussi  toutes  les  transformations  dualistiques.  Déjà,  dans  ces 
dernières,  il  peut  arriver  qu'une  courbe  (et  pour  préciser  une 
droite)  soit  transformée  en  un  point,  et  quelque  chose  d'analogue 
se  présente  dans  le  cas  plus  général  où  l'on  prend  pour  base  de 
la  détermination  de  coordonnées,  non  le  point,  mais  Vêlement 
pi'incipal,  et  où  l'on  définit  conséquemment  comme  courbe  une 
variété  simplement  infinie  d'éléments  principaux  dont  deux  élé- 
ments voisins  sont  en  situation  réunie.  Cette  conception  conduit 
aux  transformations  les  plus  générales  dans  lesquelles  le  contact 
est  une  relation  invariante.  Nous  pouvons,  en  effet,  définir  éga- 
lement une  transformation  de  contact  en  disant  :  une  transfor- 
mation qui  change  des  éléments  voisins  réunis  en  des  éléments  de 
même  natuie. 

Nous  ferons  d'abord  de  nouveau  usage  de  coordonnées  non 
homogènes  pour  la  représentation  analytique.  D'après  notre  der- 
nière définition,  nous  obtenons  la  transformation  de  contact  la 
plus  générale  en  remplaçant  les  coordonnées  x,  j-,  /;  d'un  élément 
principal  par  des  fonctions  des  nouvelles  coordonnées  x',  j',  p 


(')  Elles  ont  élé  introduites  par  Lie  (bien  que  considérées  déjà  occasionnellement 
par  PlCcker  et  J.vcoai).  Voir  le  Mémoire  de  Lie,  Begründung  einer  Invariantentheorie 
der  Beruhrungstransformationen  {3Iat/i.  Annalen,  t.  \H1),  où  les  résultats  des  diffé- 
rents travaux  antérieurs  sont  résumés. 

Cleuscu.  —  Géométrie,   III.  JO 


./y  dp 

df  d-p 

dx  dp 

dp  dx  ~ 

d   _ 
dx~ 

d             d 
ôx'^^  df 
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telles  que  les  expressions 

dj  '  —  p'  dx'     et     dy  —  p  dx 
s'évanouissent  toujours  ensemble.  Si  donc  nous  posons 

{17)  x'=^[x,y,p),     y  =  -p{x,jr,p),     p'  =  x[-^,X,p)y 

entre  cp,  (|;,  -/^  doit  avoir  lieu  l'équation  (7),  et  de  nos  développe- 
ments précédents  résulte  la  proposition  suivante  : 

Les  équations  (17)  représentent  une  transformation  de  contact 
si  la  condition  (6)  ou  [g)  est  remplie,  c'est-à-dire  si 


relation  où 


A  côté  de  cette  représentation  la  plus  générale  dans  laquelle  il  n'y 
a  pas  de  distinction  entre  les  cas  où  ce  sont  des  points  et  ceux  où 
ce  sont  des  courbes  qui  correspondent  aux  points  x,  j,  s'en  pré- 
sentent de  plus  particulières. 

Par  exemple,  si  aux  points  x,j  correspond  un  nombre  double- 
ment infini  de  courbes,  celles-ci  peuvent  être  supposées  données 
par  l'équation  {^œqualio  directrix  de  Plücker) 

(18)  £i{x,x,x',y]  =  o, 

en  vertu  de  laquelle  aux  éléments  principaux  en  nombre  infini 
X,  y,  p  qui  comprennent  le  point  x,  j  répondent  les  éléments 
principaux  en  nombre  infini  x',  7 ',  p'  qui  se  réfèrent  à  la  courbe 
û  =  o.  Aux  points  d'une  cowrhe  f[x,j)  =  o  correspond  alors  un 
ensemble  de  courbes  D.  =  o,  et  l'enveloppe  de  ces  dernières  (qui 
peut  aussi  se  composer  de  points  séparés)  est  la  courbe  homologue 
de  la  courbe/'=  o  (  *  ).  Un  élément  x,  j,  p  qui  comprend  les  deux 
points  X,  j  el  X  -+-  dx,j  -f-  dy  et  qui  satisfait,  par  suite,  à  la  con- 
dition   dj  —  pdx  =  o,   a   pour  correspondant  l'élément  qui   est 


(  ')  Voir  Plücker,  analytisch  geometrische  Entwicklungen,  t.  II,  Essen,  i83i,  p.  25 1 . 
Un  exemple  est  fourni  par  le  cas  considéré,  t.  II,  p.  8.î,  où  les  courbes  il=  o  sont 
données  par  les  premières  polaires  d'une  courbe  donnée. 
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commun  aux  courbes 

ôa  ^        da  ^ 

£1  =  «     et     Û.  -h  -r-  d.v  +  -T—  </r  =  o  : 
dv  df 

si  donc  x\  y'  est  un  point  d'intersection  des  deux   courbes,   la 
quantité  p'  qui  s'y  rapporte  est  évidemment  donnée  par 


à.'^Pdy^"- 


On  a  en  même  temps 


ànr.         ^  dy 


\x,y,x' 

\y')-- 

=  0, 

du 

ôa 

ô.v 

dx' 

da' 

p'= 

da 

dy 

dy' 

Toute  transformation  de  contact  qui  n  est  pas  une  simple  trans- 
formation ponctuelle  peut,  par  conséquent,  être  aussi  représentée 
par  des  équations  de  la  forme 


:'9) 


Au  contraire,  les  transformations  de  contact  qui  sont  de  simples 
transformations  ponctuelles  peuvent  être  représentées  parles  équa- 
tions (16) 

x'z=f[.T,y],     y=y(.r,j); 
on  a  alors 

dfo        d<p 

1^°'  ''  =  à/ — JT' 

Les  définitions  analytiques  données  ici  des  transformations  de 
contact  peuvent  s'énoncer  immédiatement  pour  le  cas  des  coor- 
données homogènes  si  l'on  se  rappelle  que  la  condition  dy — pdx  =  o 
doit  être  remplacée  par  U(ix=^  o  ou  {^du)x=  o,  et  qu'alors  la  con- 

3o. 


4G8  TOME    111.    —    CIIAPlTHIi    11.     ■ 

dition  (7)  se  change  en  l'équalion  (12)  ou  (i3).  Nous  avons  ainsi 
d'abord  ce  théorème  qui  embrasse  tous  les  cas  : 

Pni'  les  ëqualions 

(21]  J>7=:F,-(x,  «),      Vi=^i[x,u), 

dans  lesquelles  les  fonctions  ¥/,  ^isont  des  fonctions  homogènes 
de  dimension  nulle,  se  trouve  représentée  une  transformation  de 
contact  si  les  conditions 

(  F/Fa)  =  o,     (  F,*/,)  =  o,     (  ^i^,,)  =  o,     { F,*,)  =  I . 
sont  satisfaites. 

En  effet,  il  vient  alors,  en  vertu  de  1^^.=  o,  m^=  o, 

2 1'^- dji  =  2  « / dx,^      2éji dvi  ■=:'L.Xi dui . 

Les  équations  (ly)  donnent,  d'autre  part,  cette  proposition  :  Toute 
transformation  de  contact  qui  n'est  pas  une  transformation  ponc- 
tuelle peut  être  représentée  par  des  équations  de  la  forme 

(22)  j  _  _rto,  _  du 

(  '        é}xi ""  ^        0)  i 

Si,  enfin,  il  s'agit  d'une  transformation  ponctuelle,  on  peut  em- 
ployer la  représentation  suivante.  On  partira  de  deux  équations 
entre  les  Xi  et  les  j  , 

ii'(.r,j)  =  o      et     Q."  [x,y-)  ■=!  o, 

et  l'on  déterminera  un  élément  principal  passant  par  x  au  moyen 
d'un  paramètre  X  par  les  équations 

âa'       .  du" 
6/./-J-  d.r,- 

L'élément  principal  correspondant  qui  passe  par  j  est  alors  dé- 
terminé par 

ôLi'       .  du"     , . . 


(')  P'oir  Jacobi,  Vorlesungen  über  Djnamih,  p.  470,  et  Lie,  Math.  Annalen,  t.  VIII, 
p.   223. 
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et  V ensemble  des  équations 

du'      ^  du"  du'       ^  du" 

représente  la  transformation  de  contact. 

L'importance  fondamentale  des  transformations  de  contact  pour 
la  théorie  des  équations  différentielles  est  déjà  évidente  d'après 
leur  définition  et  ressortira  encore  davantage  dans  ce  qui  suit.  En 
effet,  de  notre  définition  de  l'intégrale  M,  d'une  équation  différen- 
tielle (p.  45Ö),  il  résulte  immédiatement  que  : 

Les  transformations  de  contact  sont  identiques  aux  transfor- 
mations d'une  équation  différentielle  (^ou  d'ufi  connexe)  dans 
lesquelles  l'intégrale  Mi  de  l'équation  donnée  se  transforme  en 
l'intégrale  Mt  de  la  nouvelle  équation. 

La  chose  a  lieu  en  même  temps  pour  toute  équation  différen- 
tielle quelconque,  et  par  là  se  trouve  établie  une  différence  entre 
les  transformations  générales  de  contact  et  ces  transformations  que 
nous  avons  considérées  précédemment  et  auxquelles  était  simple- 
ment imposée  la  condition  restrictive  de  ramener  l'intégrale  Mi 
d'ïfwe  équation  donnée  à  l'intégrale  M,  de  l'équation  transformée, 
et  qui,  par  suite,  sont  à  peu  près,  par  rapport  aux  transformations 
générales  de  contact,  ce  que  sont  les  transformations  unidétermi- 
natives  d'une  courbe  particulière  par  rapport  aux  transformations 
Cremona  de  tout  le  plan.  Bien  que  nous  ayons,  dans  des  considé- 
rations précédentes,  supposé  le  caractère  unidéterminatif  de  la 
transformation,  cette  supposition  est  inutile  pour  les  questions 
qui  se  présentent  actuellement  ;  en  effet,  les  développements  donnés 
alors,  et  en  vertu  desquels  la  transformation  (21)  doit  satisfaire 
aux  équations  aux  dérivées  partielles  suivantes  ; 

pour  présenter    à   l'égard  d'une  équation /(or,  zf)  :=  o  la  relation 
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précitée  (p.  4o3),  continuent  à  être  vrais  indépendamment  de  la 
circonstance  dont  il  s'agit. 

Si  ces  conditions  doivent  être  remplies  indépendamment  de 
/  =  o,  en  vertu  de  iix=  o,  on  en  déduit  de  nouveau  les  équations 
(i4),  dont  sont  dérivées  les  équations  (i5).  Il  suffit,  en  effet,  dans 
ce  but,  de  remplacer  /  dans   le  second   membre   de  la  première 

équation  par  \  -r—ui,  à  part  un  facteur  numérique,  et  dans  la  se- 
conde équation  par  \  ^ — jt/.  Si  l'on  annule  alors  individuellement 

les  coefficients  des  grandeurs  -r — »  -v-»  on  tire  de  nouveau  de  la 

^  dxi    aui 

première  équation  les  conditions  (i4)>  à  part  le  facteur  K  qui  se 
présente  dans  le  second  membre,  et  de  la  seconde  les  équations 
correspondantes  au  point  de  vue  dualistique 


Mentionnons  immédiatement  ici  l'important  théorème  qui  suit  : 

Toute  équationdifférentielle  dupremier  ordre  peut  être  changée 
par  des  transformations  de  contact  en  une  équation  différentielle 
quelconque  du  prender  ordre  (  *  )  ;  elle  n'a  donc  point  d'invariants 
'vis-à-'vis  de  ces  transformations . 

Pour  le  prouver,  il  suffit  de  montrer  que  l'on  peut  ramener  l'in- 
tégrale Ml  de  l'une  des  équations  à  celle  de  l'autre;  et,  pour  aper- 
cevoir immédiatement  que  cela  est  possible,  il  suffit  d'observer 
que  tout  système  doublement  infini  de  courbes  peut  être  trans- 
formé en  la  double  infinité  des  points  du  plan  et  que,  par  suite, 
tout  système  simplement  infini  de  courbes  peut  l'être  dans  les 
points  d'une  droite  telle  que  Xi  =  o.  La  possibilité  de  transformer 
toute  équation  différentielle  en  une  autre  quelconque  résulte,  en 
effet,  de  la  possibilité  démontrée  par  là  de  mettre  toute  équation 
sous   la  forme  canonique  X\  =■  o.  Avec  la  réduction  de  l'équation 


(')  Le  fait  n'a  plus  lieu  pour  les  équations  d'ordre  supérieur.  [Foir  Lie,  Gottiiiger 
Nachrichten,  1872). 


LES   CONNEXES.  47' 

différentielle  à  cette  forme  très  simple,  son  intégration  serait  naturel- 
lement fournie  aussi,  car  les  courbes  intégralei  de  l'équation  Xt  sont 
connues;  elles  se  composent,  d'après  ce  qui  précède,  des  points  de 
la  ligne  Xi  =  o  considérés  comme  sommets  de  faisoeaux  de  rayons. 
C'est  là  une  manière  très  digne  d'attention  de  formuler  le  pro- 
blème d'intégration. 

Comme  vis-à-vis  des  transformations  de  contact  les  points  et  les 
courbes  ne  diffèrent  pas  essentiellement,  dans  le  but  d'obtenir  une 
généralité  complète,  nous  ne  parlerons  plus  de  coordonnées-points. 
Au  contraire,  nous  désignerons  actuellement,  en  finissant,  par  Xt, 
X2,  X3  les  paramètres  homogènes  d'un  système  doublement  infini 
de  courbes  (M,)  que  nous  appellerons  système  «  spécial  ».  Une 
équation 

représentera  la  courbe  enveloppée  par  les  courbes  spéciales  M« 
dont  les  paramètres  Xi  satisfont  à  l'équation  <f  ='o.  L'équation 

Ui.Vi+  «jj-^-h  113X3=0 

représente,  si  les  xi  sont  considérés  comme  des  paramètres,  un 
nouveau  système  linéaire  doublement  infini  de  courbes  Mj  que 
nous  appellerons  système  conjugué  du  système  originaire.  Si  l'on 
attribue  aux  grandeurs  xi,  ui  des  valeurs  fixes  telles  que  cette 
équation  soit  satisfaite,  nous  appellerons  encore  ces  grandeurs  les 
coordonnées  d'un  élément  principal.  Il  ressort  immédiatement  de 
la  signification  par  nous  attribuée  à  une  équation  <p  (.r)  =  o  que 
deux  courbes  des  systèmes  conjugués  l'un  à  l'autre  qui  forment 
un  élément  principal  se  touchent  respectivement;  c'est  ainsi  que 
s'exprime  géométriquement  la  condition  récipi'oque  dans  les  deux 
sens  qui  intervient  à  la  place  de  la  condition  de  la  situation 
réunie  du  point  et  de  la  droite.  En  général,  dans  notre  détermi- 
nation actuelle  de  coordonnées,  la  spécialité  de  rôle  que  nous 
avons  attribuée  jusqu'ici  au  point  et  à  la  droite  disparaît.  La  divi- 
sion des  transformations  de  contact  en  transformations  ponctuelles 
ou  tangentielles  proprement  dites  3t  en  transformations  plus  géné- 
rales d'éléments  perd  également  ici  son  principal  caractère.  Il  doit 
naturellement  subsister  une  semblable  division  dans  les  formules, 
mais  cette  division  ne  répond  plus  à  des  conditions  géométriques; 
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la  séparation  n'est  plus  que  relative  et  dépendante  du  système  de 
coordonnées  choisi;  elle  n'est  pas  absolue. 

A  l'égard  des  éléments  principaux  ainsi  définis,  ont  lieu  tous  les 
théorèmes  précédents  si  l'on  définit  encore  la  situation  réunie 
d'éléments  voisins  par  la  condition  Udx^  —  [dii)x=o.  En  parti- 
culier, une  équation  ^{x,  u)  =  o  qui  renferme  d'une  manière  ho- 
mogène les  X  et  les  u  et  qui  est  supposée  liée  avec  i^x=  o  sera 
appelée  une  équation  différentielle.  Intégrer  cette  dernière,  ce  sera 
établir  une  nouvelle  équation 

renfermant  un  paramètre  a,  de  telle  façon  qu'en  vertu  de  cp^  o, 
(|;  =  o,  M^=:  o,  on  ait  aussi 

U^/^  =  o       ou       (  r/rt  ) ^  =  o 

(p.  46o)>  et  ainsi  de  suite.  Toutefois  nous  ne  nous  proposons  pas 
de  parcourir  ici  cette  systématisation  générale. 

Nous  avons  considéré  plus  haut  des  transformations  linéaires 
infiniment  petites  (p.  427).  On  peut  de  même  établir  des  trans- 
formations de  contact  infiniment  petites.  Nous  représenterons 
une  transformation  de  celte  espèce  sous  la  forme 

e  désignant  une  grandeur  infiniment  petite,  les  (p,-  étant  du  degré 
zéro  par  rapport  aux  zf/,  du  premier  par  rapport  aux  x,-,  et  les  t|/, 
étant  du  premier  degré  par  rapport  aux  zz/,  du  degré  zéro  par 
rapport  aux  x/.  En  opposition  à  nos  hypothèses  précédentes,  nous 
faisons  donc  usage  maintenant  de  fonctions  de  la  première  di- 
mension {^^  Y  ^^^  seconds  membres  des  équations  (28)  doivent 
satisfaire  encore  ici  aux  conditions  (la)  si  l'on  pose 

F j  =  Xi  +  sy/,      * j  =  iii-\~  t-^i. 

Mais  on  trouve  alors,  en  développant  et  négligeant  les  grandeurs 


(•)  Une  fonction  de  la  première  dimension  par  rapport  aux  x  sera,  en  généra), 
de  la  forme  2A,.r^,  les  A,-  étant  des  fonctions  de  dimension  nulle  en  x  et  11.  On 
voit  facilement  que  les  équations  (i5)  subsistent  aussi  pour  les  fonctions  de  dimen- 
sion non  nulle. 
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es  du  second  ordre, 

Oh 
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les  lettres  h,  i  pouvant  recevoir  toutes  les  valeurs  i,  2,  3  et,  en 
particulier  aussi,  toutes  deux  une  même  valeur.  Ces  équations  ex- 
priment qu'il  existe  une  fonction  H  pour  laquelle 

Les  seconds  membres  de  ces  équations  doivent  être  du  même  degré 
en  x^  u  que  les  seconds  membres  de  (aS);  on  a  donc 

d\\ 

i  i 

d'où 


Zj     àui\ôukj  Lu     Oui\dx,,) 

i  i 


du 

k 


it  et  négligeant  une  constante  inutile  à  considérer, 

>  M.- —  =  H     et  (le  même       >  .r,-; —  =  ri; 
^     dui  Zu     oxi 

i  i 

c'est-à-dire  que  H  doit  être  une  fonction  de  la  première  dimension 
par  rapport  aux  Xi  et  aux  u/.  Si  l'on  pose  encore,  dans  (  23  ),  x  +  c?.r 
à  la  place  de  r,  u -{-  du  à  la  place  de  ç',  et  dt  à  la  place  de  e,  on 
obtient  ce  théorème  : 

H  étant  une  fonction  de  la  première  dimension  par  rapport  aux 
Xi  et  aux  Ui,  toute  transformation  de  contact  infiniment  petite 
peut  être  représentée  sous  la  forme  (  '  ) 

Au  moyen  de  ces  équations,  à  lout  élément  principal  d'une  équa- 


(')  yoir  Lie,   Götiinger    Nachricliteii,    \S-'\,   p.    'V^i,    et   Mach.   Àimnlen,    t.    Vlll, 
p.  239. 
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lion  <t>  =  o  répond  un  élément  principal  voisin.  Il  peut  arriver  en 
particulier  que  ce  dernier  appartienne  de  même  à  l'équation  <I>  ==  o, 
et  alors  cette  équation  est  évidemment  ramenée  à  elle-même  par 
la  transformation  (24),  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  également 
vu  plus  haut  pour  les  transformations  linéaires.  Parmi  les  équa- 
tions <î>  =  o  de  cette  espèce  figure,  en  premier  lieu,  l'équation 
H  =  o  elle-même.  En  effet,  si,  dans  H,  on  pose  x  -h  dx  à  la  place 
de  X  et  u-\-  du  à  la  place  de  u,  H  se  transforme,  eu  égard  à  (24), 
en 

XT  V     ^H       7  V     ^H      ,  TT 

/j  dxi  ^  dui 


Si  l'on  applique,  au  contraire,  la  transformation  H,  c'est-à-dire  la 
transformation  (24),  à  une  équation  quelconque  <î>  =  o,  il  vient 


d.Vi-h  y  —-dui=^-hdty  (-^  :, 3—3— 


la  fonction  0  se  transforme  donc  en  elle-même  lorsque  ($,  H)  =  o, 
en  vertu  de  4>  =0  (ou  4>  identiquement  nul),  mais  ne  s'annule 
pas  immédiatement  en  vertu  de  H  =  o. 

Le  problème  de  l'intégration  de  l' équation  <î>  =  o  est,  dans  ce 
sens,  identique  au  problème  de  la  détermination  d'une  transfor- 
mation infiniment  petite  qui  ramène  la  fonction  <î>  à  elle-même. 
Mais  toute  fonction  H  qui  représente  une  équation  différentielle 
en  Involution  avec  ^  ne  représente  pas  réciproquement  sans  pré- 
paration une  transformation  infiniment  petite.  On  l'econnaît  par 
cette  proposition  combien  l'étude  plus  étendue  de  ces  transforma- 
tions présente  d'intérêt;  toutefois  nous  ne  nous  étendrons  pas 
davantage  sur  ce  sujet  (*  ). 

A  ces  explications  sur  la  notion  idéale  des  équations  différen- 
tielles, nous  ajouterons  pour  finir  quelques  remarques  sur  leurs 


(')  Eu  particulier,  on  obtient  une  nouvelle  manière  de  concevoir  la  proposition 
appelée  Théorème  de  Poisson  et  de  Jacobi.  {Voir  Jacobi,  Forlesungen  über  Dynamik, 
p.  268).  On  arrive  ensuite  à  interpréter  géométriquement  la  théorie  du  facteur  d'in- 
grabilité.  Sur  ce  dernier  point  de  vue,  n^oir  un  Mémoire  de  Lie,  Abhandlungen  der 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Christiania,  iSy^j  P-  242  et  suiv. 
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solutions  singulières.  On  a  coutume  d'introduire  ces  dernières  de 
la  manière  suivante  (').  L'équation 

/(.r,,.r,,  X3;a)  =  G, 

dans  laquelle  «  est  un  paramètre,  représentant  une  infinité  de 
courbes,  on  considérera  le  lieu  des  points  d'intersection  des 
courbes  consécutives,  lieu  dont  l'équation  s'obtient  en  éliminant  c 
entre 

(25)  /=o     et    ^=o. 

Ce  lieu,  s'il  n'existe  pas  de  relations  particulières  entre  les  con- 
stantes de  la  fonction  f,  est  l'ern>eloppe  des  courbes  y=  o,  et  il 
se  présente  comme  solution  singulière  de  l'équation  différentielle 
dont  les  courbes  intégrales  sont  précisément  données  par  /*==  o. 
Or  il  peut  arriver  que  la  courbe  ainsi  trouvée  ne  soit  pas  une 
courbe  proprement  dite,  mais  soit  absorbée  en  tout  ou  en  partie 
par  le  lieu  des  points  doubles  des  courbes/=  o  ou  d'autres  points 
singuliers  mobiles,  ou  qu'il  n'y  ait  pas  de  courbe  du  tout,  comme, 
par  exemple,  ûf^=o-\-a^.,  c'est-à-dire  si/ =  o  représente  un  fai- 
sceau de  courbes.  D'ailleurs  on  peut,  dans  ce  dernier  cas,  en  consé- 
quence de  notre  définition  générale  des  courbes  intégrales  (p.  4^7)5 
considérer  comme  figure  enveloppe  les  points  de  base  d'un  faisceau 
de  courbes  envisagés  chacun  comme  sommet  d'un  faisceau  de  rayons 
et,  dansée  sens,  parler  encore  d'une  solution  singulière.  Si,  au  con- 
traire, les  points  d'mtersection  de  çp  =  o,  4'  =  o,  par  exemple,  se 
réunissent  par  couples,  toutes  les  courbes  intégrales  se  touchent  aux 
points  dont  il  s'agit,  et  il  existe  un  nombre  fini  d'éléments  princi- 
paux spéciaux,  mais  aucune  solution  singulière  formée  par  eux. 

En  présence  des  diverses  hypothèses  possibles,  on  doit  se  poser 
tout  d'abord  cette  question  :  Qu' arrive-t-il  en  général  (-)?  c'esl- 


(  '  )  Pour  ce  qui  concerne  une  exposition  systématique  de  ces  théories  sous  leur  aspect 
usuel  et,  eu  particulier,  dans  leur  dévelopj)cnient  historique,  voir  Koole,  A  treatisc 
on  differentinl  équations,  2°  ed.,  Cambiidge  and  Dublin,  i8G5,  p.  i63  et  suiv.,  ol 
Supplementary  -volume,  p.  28  et  suiv. 

(^)  Voir,  pour  ce  qui  suit,  Dardoux,  Sur  les  solutions  singulières  des  équations  aux 
dérivées  ordinaires  du  premier  ordre  [Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences,  t.  LXXI,  et  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  IV,  1873),  ainsi  que 
Clf.iîsch  [Vath.  Ànnalen.  t.   VI.  p.  211). 
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à-dire  si  les  coefficients  de  l'équation  difierenlielle  donnée  ne  sa- 
tisfont à  aucune  relation  particulière.  En  premier  lieu,  il  est  clair 
que  pour  tout  point  de  la  courbe  intégrale  singulière  deux  des  di- 
rections d'avancement  correspondantes  (éléments  principaux)  se 
confondent.  Or  le  lieu  des  points  pour  lesquels  cette  circonstance 
se  présente  est,  en  général,  le  lieu  des  rebroussements  des  courbes  ' 
intégrales,  et  n'est  pas,  à  proprement  parler,  une  courbe  enve- 
loppe, ainsi  que  nous  l'avons  déjà  vu  précédemment  dans  les  équa- 
tions difFérentielles  algébriques  (p.  Spi),  et  qu'on  le  démontre 
absolument  de  la  même  manière  pour  les  autres  équations.  D'autre 
part,  il  va  de  soi  que  l'on  déduit  des  équations  (aS)  une  courbe 
enveloppe  proprement  dite  si  les  coefficients  de  f=  o  sont  de  na- 
ture générale  (').  Nous  pouvons  exprimer  ce  fait  dans  la  proposi- 
tion suivante  : 

Les  constantes,  dans  une  équation  difféï'entielle  du  premier 
ordre,  sont  assujetties  à  satisfaire  à  des  conditions  particulières, 
si  les  courbes  intégrales  doivent  avoir  une  courbe  enveloppe pro- 
prement  dite;  dans  le  cas  contraire,  il  existe  entre  les  constantes 
de  l'équation  intégrale  des  relations  telles  qu'à  la  place  de  cette 
courbe  se  présente  un  lieu  de  points  de  rebroussement.  La  ques- 
tion de  savoir  lequel  des  deux  cas  se  présente  en  général  dépend 
de  la  question  de  savoir  si  l'on  suppose  que  l'équation  différen- 
tielle ou  l'équation  intégrale  soit  donnée  comme  générale  (^). 

Il  nous  reste  à  indiquer  les  conditions  moyennant  lesquelles  on 
obtient  une  courbe  enveloppe  proprement  dite.  Notre  raisonne- 
ment précédent,  qui  nous  a  conduits  au  lieu  de  rebroussements 


(')  Il  peut  naturellement  se  présenter  dans  des  cas  particuliers  des  exceptions  d'une 
autre  espèce.  Ainsi,  par  exemple,  de  la  courbe  déduite  de  (aS)  se  séparera  le  lieu  des 
points  doubles  des  courbesy:=o,  ainsi  qu'il  a  été  observé,  lorsqu'il  se  rencontrera 
un  lieu  de  cette  nature;  il  se  pourrait  aussi  que  la  courbe  lût  absorbée  tout  entière 
par  un  lieu  semblable,  et  alors  il  n'y  a  plus  d'enveloppe.  Un  tel  lieu  de  points 
doubles  n'a  d'ailleurs  plus  de  rapport  avec  le  lieu  des  rebroussements,  car  pour  un 
point  du  premier  deux  des  rayons  homologues  de  coïncidence  ne  se  confondent  nulle 
part. 

(*)  Le  fait  qu'un  lieu  de  rebroussement  se  présente  lorsqu'il  n'existe  pas  de  courbes 
enveloppes  proprement  dites  a  déjà  été  démontré  par  De  Morgan  :  On  some  points 
of  the  calculas  (  Transactions  of  the  Cambridge Philosophical  Society,  Vol.  IX,  Part  II). 
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F  =  o  ne  devient  inexact  que  si  la  direction  d'avancement,  qui 
appartient  à  un  point  de  F  =  o  et  qui  doit  être  comptée  double, 
se  confond  avec  la  tangente  de  F  en  ce  point,  car  alors  une  courbe 
intégrale  peut  s'approcher  de  ce  point  et  s'en  éloigner  de  nouveau 
sans  francliir  la  courbe  F  et  sans  pourtant  former  un  rebrousse- 
mcnt  précisément,  parce  qu'elle  touche  la  courbe  F  au  point  dont 
il  s'agit;  la  courbe  4>  =  o  enveloppée  par  les  droites  des  éléments 
principaux  comptant  double  (dont  les  points  sont  situés  sur 
F  =  o)  doit,  par  conséquent,  se  confondre  avec  F  =  o.  Mais  la 
condition  du  contact  proprement  dit  est  réciproque  par  rapport  à 
elle-même;  la  même  courbe  F  sera  donc  nécessairement  aussi  en- 
veloppée par  les  droites  qui  sont,  en  général,  les  tangentes  d'in- 
flexion des  courbes  intégrales  (tangentes  de  F'=()),  c'est-à-dire 
qui,  complétées  par  un  point  comptant  double,  forment  un  élé- 
ment principal  comptant  double  de  l'équation  différentielle;  et 
enfin  le  lieu  $'=  o  de  ces  derniers  points  sera  identique  à  F  :=  o. 

Si  donc  une  solution  singulière  [une  courbe  enveloppe  propre- 
ment dite)  doit  se  produire,  il  faut  que  le  lieu  des  points  de  re- 
broussevient  des  courbes  intégrales  (F  =  o),  o«  une  partie  de  ce 
lieu,  se  confonde  avec  le  lieu  des  tangentes  d'inflexion  de  ces 
courbes  (F'=  o),  ou  avec  une  partie  de  ce  dernier.  Avec  l'enve- 
loppe se  confondent  alors  le  lieu  des  points  d'inflexion  et  l'enve- 
loppe des  tangentes  d'inflexion,  ou  du  moins  des  parties  de  cette 
courbe. 

La  formation  des  équations  F  =  o,  F'=  o  peut  s'effectuer  de  la 
manière  décrite  précédemment,  car  les  règles  qui  y  sont  relatives 
sont  applicables  aussi  bien  aux  courbes  transcendantes  qu'aux 
courbes  algébriques.  On  peut  alors  reconnaître  immédiatement  sur 
ces  équations  s'il  existe  une  solution  singulière  et  indiquer  cette 
dernière  ;  F  doit  précisément  renfermer  un  facteur  qui,  repré  - 
senlé  en  coordonnées-lignes ,  est  précisément  identique  à  U7i  fac- 
teur de  F'.  Des  facteurs  linéaires  de  F  et  F',  s'il  s'en  présente, 
exigent  seuls  des  études  spéciales,  parce  qu'ils  ne  sont  représen- 
tables que  dans  un  seul  système  de  ^coordonnées.  Dans  ce  qui  pré- 
cède, sont  renfermés  les  principes  d'après  lesquels  on  tranchera 
de  la  manière  la  plus  avantageuse  ce  genre  de  questions. 

Nous  observerons  encore  seulement  que,  dans  des  cas  particu- 
liers, les  courbes  intégrales  peuvent  être  liées  à  la  courbe  F  =  o 
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d'une  façon  encore  plus  étroite.  Si,  par  exemple,  les  courbes  inté- 
grales se  composent  des  cercles  de  courbure  d'une  courbe  plane, 
cette  dernière  est  une  enveloppe  d'osculation;  elle  est  en  même 
temps  touchée  et  traversée  par  les  courbes  intégrales.  Ou  encore, 
si  les  courbes  intégrales  appartiennent  à  un  réseau 

la  jacobienne  du  réseau  est  non  le  lieu  des  rebroussements  des 
courbes  intégrales,  mais  le  lieu  de  leurs  points  de  contact  avec 
elles-mêmes,  sans  cependant  être  une  courbe  enveloppe  (t.  II, 
p.  97).  Pour  finir,  nous  éclaircirons  ces  explications  par  une  série 
d^ exemples  (  '  ). 

I.   Soit  donnée  l'équation  dififérentielle 

(2Ô)"  xdy=ydx\oQx, 

OU,  en  coordonnées  homogènes, 

(27)  ^^+lo^.^  =  o. 

Ici,  évidemment,  le  point  x,  =  o,  X2=^x-i^  c'est-à-dire  x  =  o, 
7=  I ,  est  commun  à  toutes  les  courbes  intégrales  (lesquelles  sont 
représentées  par  j'^  =  e^^  (2).  Comme  les  ui  entrent  linéairement, 
il  n'y  a  pas  de  lieu  de  rebroussements.  Pour  obtenir  l'enveloppe  des 
tangentes  d'inflexion  F'=  o,  il  faut  représenter  l'équation  ponc- 
tuelle (27)  en  coordonnées-lignes  v,  c'est-à-dire  éliminer  c  et  Vi 
entre  les  équations 

I    Mj  .rj   M[  I  I 

(3Ci= ,         pi'2— ï 1 •>        p»'3= 

X^    Il 2  ^2    «2  "^i  "^3 

et  entre  (27).  Cela  donne 
(0.8)  log'        "'  "' 

De  là  prend  naissance  F'  pour  u  =  u  ;  on  a  donc 

29)  F'^Ü3-1-M2  =  0 


(')  On  trouve  d'autres  exemples  dans  Daubotx,  loc.  cit. 

(')  Sur  l'intégrale  particulière. y  =  o  de  cette  équation,  voir  Boule,  op.  cit.  (Siijj- 
ple/tientarx  voluine,  p.  i4  et  17). 
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pour  la  courbe  cherchée.  Celte  dernière  se  confond  avec  le  point 
commun  des  courbes  intégrales  et  donne  une  solution  singulière. 
En  eflet,  on  ne  peut  pas  déduire  l'équation  (29),  par  une  valeur 
particulière  de  C,  de  l'équation  des  courbes  intégrales  en  coor- 
données-lignes 

Y  =  log    —  -  -î      _C-'  4-i==o; 
\      t.  «2/  «1 

cette  équation  s'obtient,  au  contraire,  par  élimination  de  G  entre 
Y  =  G     et     ^7^  =  o 
IL   L'équation  différentielle  (  *  ) 

a  l'intégrale  générale 

et,  par  suite,  la  solution  singulière 

(3i)  ^a^x^  —  j*^(2r/x  —  j2)(2«,r  H- j^)  ^  o. 

De  (3o)  nous  déduisons  le  connexe 

a^ ll\x^x^  —  x\  U3Ui=  o. 
La  forme  F  tire  donc  son  origine  de 

si  l'on  pose  w  =  t^;  on  a  donc 

F  =  /^ulul  —  a^u\=zo, 
et  l'on  trouve  de  même 

F'=/ia^xl.r:l  —  xl  =  o. 

Les  deux  dernières  équations  représentent  en  fait  la  même 
courbe  (3i). 

IIL  Les  courbes  intégrales  de  l'équation  différentielle 


m=. 


(•)  ScHLÔMiLCB,  Compendium  der  höheren  Analjsis,  3»  éd.,  t.  I,  p.  509. 
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forment  un  système  de  courbes  du  troisième  ordre  à  rebrousse- 
ments 

(j;  +  Cj)*J=:l      ou      (.ri+ C.r2)*.r2  =  ^ij. 

Les  rebroussements  occupent  la  ligne  X3=  o.  Nous  obtenons  le 


La  courbe  F,  c'est-à-dire  le  lieu  des  points  pour  lesquels  deux  va- 
leurs de  Ut  '.  U2  se  confondent,  se  compose  de  a:'3=o,  le  lieu  des 
rebroussements,  et  de  .r2=o,  tangente  d'inflexion  fixe;  le  point 
de  rencontre  des  deux  lignes  est  le  point  d'inflexion  commun  ;  il  ne 
repz"ésente  pas  de  solution  singulière,  parce  qu'il  lui  correspond 
une  seule  direction  spéciale  d'avancement. 

IV.  L'équation  difî'érenlielle  (  *  ) 

(32)  ^-2_2^_^.^+(i+^-2)(^gy_,:33  0 

est  caractérisée  par  le  fait  que  ses  courbes  intégrales 


se  composent  des  tangentes  d'une  conique  fixe;  elle  correspond 
donc  dualistiquement  à  une  équation  qui  ne  renferme  pas  les 
difTérenlielles  des  coordonnées  (-),  et  dont  les  intégrales  se  com- 
posent de  l'ensemble  des  points  d'une  courbe  fixe  (p.  ^56).  Le 
connexe  auquel  répond  l'équation  (32)  ne  peut  donc  pas  renfermer 
les  coordonnées-points  x,  et  par  le  fait  on  trouve,  pour  ce  con- 
nexe, l'équation 

ui  —  ul  -+-  ul  =  o. 

11  représente  en  même  temps  la  solution  singulière  de  (Sa)  en 
coordonnées-lignes. 


(  '  )  C'est  sur  elle  que  Lagrange  a  d'abord  développé  sa  théorie  des  solutions  singu- 
lières. {Voir  BooLE,  loc.  cit.,  p.  149  et  i65.) 

(*)  Plücrüb  a  également  appelé  l'attention  sur  ce  fait,  que,  dans  la  transformation 
d'une  équation  différentielle  de  coordonnées  de  points  en  coordonnées  de  plan,  les 
dérivées  peuvent  disparaître  totalement,  et  que  l'équation  de  surface  qui  prend  ainsi 
naissance  est  une  solution  singulière.  {Voir  son  Ouvrage  :  System  der  Geometrie  des 
Raumes,  Düsseldorf,   18^6,  p.   27.) 
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ERRATA. 


Tome  I,  page  238,  ligne  9  en  remontant,  au  lieu  de  tjt,,  t^t,,  lisez  ax^,  vx^. 

Page  38o,  ligne  10  en  remontant,  au  lieu  de  covariants,  lisez  coordonnées. 


Tome  II,  page  i!p,  ligne  17,  au  lieu  de  *„,  lisez  *. 

Page  323,  ligne  i5  de  la  note,  au  lieu  de  e'"',  lisez  %^^\ 
Page  323,  ligne  20  de  la  note,  au  lieu  de  §(«"+'■?),  Usez  §(»"-+-'•  ^). 
Page  323,  ligne  23  de  la  note,  au  lieu  de  §^  ',  lisez  ir-'^K 
Page  338,  ligne  3   en  remontant.  La  courbe  représentée  par  ces  équations 
n'est  pas  la  cayleyenne  de  la  courbe  (11)  proposée,  mais  de  celle 
dont  (11)  est  la  hessienne. 

Pagc342,  ligne4,  aM/te«</eixA(....-l-9A»F5), /«ez|xA(27SF— 8S»)H-9A'F'. 


III,  page  29.  Quant  à  la  démonstration  de  M.  Zeuthen  mentionnée  ici,  comparez 
Schubert,  Mathematische  Annalen,  t.  XVI,  p.  180. 
Page  54,  note,  au  lieu  de  Robert,  lisez  Roberts. 

Page  2i3.  Sur  l'étude  des  expressions  diflerentielles  homogènes,  particu- 
lièrement  dans  l'établissement   du    théorème   d'Abel,  comparez 
Crehona  :  Sugli  integrali  a  differenziale  algebrica  {Memorie  deW 
Accademia  délie  Scienze  delV  Istituto  di  Bologna,  série  II,  T.  X, 
1870). 
Page  235,  ligne  10  en  remontant,  après  r,  ajoutez  et  m;  même  ligne,  au 
lieu  de  M  =  M' .s,  n^  r' .s,    lisez    M  =  M'f,  r  —  r' s,   m  =  m's. 
Page  235,  ligne  9  en  remontant,  au  lieu  de  M',/,  lisez  m',r'. 
Page  236,   ligne  11   et   12,  au  lieu  de   M  =  M'j,   r  —  r' s.  W,  /-'étant  des 
nombres  premiers  entre  eux,  lisez  M  =  M'^,  r  =  r's,  m  =  m' s; 
m',  r'  étant  des  nombres  premiers  entre  eux. 
Page  236,  ligne  i3  et  i4,  ««  H^u  de  dans  le  cas  seulement  où  M  et  /•  sont 
des  nombres  premiers  entre  eux,   lisez  dans  le  cas  où  m,  r  et  M 
n'ont  pas  de  facteur  commun. 
Page  293,  note,   au  lieu  de  principe  de  la  translation,  lisez  principe  de 
translation. 
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